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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

DESPHYIIOCS.  ancien  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.  — 
Cours  de  Mkcamqle,  t.  II,  avec  des  Notes  par  M.  G.  Darhoux,  Membre 
de  riiistitut,  professeur  à  la  Sorbonne;  i  vol.  grand  in-S"",  6i5  p.  A.  Hermann, 
Paris,  i885. 

Nous  avons  déjà  présenté  aux  lecteurs  du  Bulletin  le  premier 
Tome  de  cet  Ouvrage-,  le  second,  qui  le  complète,  contient  la  fia 
de  la  Dvnamiqiie  du  point  matériel,  la  Dvnamiquc  des  svstèmes, 
l'Hvdrostaticjue  et  rHvdrodynamique,  et  enfin  de  nouvelles  Notes 
importantes,  tout  à  fait  neuves,  de  M.  G.  Darboux. 

Le  ^  olume  débute  par  la  théorie  de  Tattraction  et  du  potentiel. 
L'attraction  des  ellipsoïdes  y  est  exposée  d'après  la  méthode  d'Ivorv; 
peut-être  quelques  lecteurs  regretteront-ils  que  les  propriétés  des 
ellipsoïdes  de  niveau  et  quelques  théorèmes  de  M.  Chasles  n'aient 
pas  trouvé  place  dans  l'exposition  si  nette  de  Péminent  professeur. 
x\près  avoir  démontré  les  propriétés  générales  du  potentiel  new- 
tonien  et  du  potentiel  cylindrique,  l'auteur  nous  donne  un  Chapitre 
intéressant  sur  le  calcul  du  mouvement  des  planètes  et  des  comètes; 
cette  étude  constitue  une  solide  introduction  au  Cours  d'Astro- 
nomie. Dans  l'étude  du  mouvement  sur  une  surface,  qui  vient 
ensuite,  nous  relevons  une  consciencieuse  discussion  du  problème 
du  pendule  conicjue,  où  se  trouve  rapportée  la  démonstration  du 
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lliéorème  de  M.  Puiseux,  théorème  qui  intervient  si  utilement  dans 
l'interprétation  de  l'expérience  de  Foucault. 

La  théorie  des  mouvements  relatifs  clôt  la  Dynamique  du  point 
matériel.  Les  applications  de  celte  théorie  offrent  généralement 
certaines  difficultés  aux  débutants;  aussi  seront-ils  heureux  de 
trouver  sur  ce  sujet  un  guide  attentif,  qui  ne  dédaigne  pas  les 
(Jétails,  lorsque  plus  de  précision  et  plus  de  clarté  peuvent  en  ré- 
sulter. Toutes  les  applications  classiques  sont  traitées;  le  calcul  de 
l'expérience  de  Foucault  y  occupe  une  place  importante. 

Dynamique  des  systèmes. 

L'auteur  ne  se  borne  pas  à  énoncer  et  à  démontrer  les  principes 
généraux  :  il  a  soin  d'en  montrer  la  portée  immédiate  sur  les 
exemples  les  plus  proches  et  les  plus  frappants;  l'application  qu'il 
un  fait  au  système  planétaire  complète  heureusement  le  Chapitre 
déjà  cité,  relatif  au  mouvement  des  planètes  :  à  ce  propos  on  trou- 
vera établie  la  formule  bien  connue  d'où  Jacobi  a  déduit  de  si  remar- 
quables conséquences  sur  la  stabilité  de  notre  système  solaire. 

Pour  si  nombreux  que  soient  les  problèmes  dits  classiques,  ils 
ne  suffisent  pas  à  rompre  les  élèves  à  la  pratique  des  méthodes  de 
la  Dynamique.  Aussi  trouvons-nous  un  Chapitre  entier  consacré  à 
la  résolution  de  problèmes  variés,  choisis  avec  tact,  et  à  leur  dis- 
cussion complète:  ce  sont  d'excellents  modèles. 

La  théorie  des  moments  d'inertie  sert  de  préambule  géomé- 
trique à  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide.  L'auteur  a  intro- 
duit la  notion  du  second  ellipsoïde  central  et  démontré  le  théorème 
de  Binet,  c[ui  rattache  les  propriétés  des  axes  d'inertie  aux  proprié- 
lés  focales  de  cet  ellipsoïde. 

Après  la  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  qui  comprend  entre -autres 
applications  la  notion  dynamique  des  axes  d'inertie,  nous  arrivons 
à  l'importante  théorie  du  mouvement  autour  d'un  point  fixe. 

M.  Despeyrous  afTeclionnait  ce  sujet,  et  en  a  fait  l'objet  de  plu- 
sieurs Mi'moires.  11  a  d'abord  nettement  séparé  et  détaillé  dans  celte 
('■liidc  les  (picstions  préalables  de  Cinématique  qu'elle  suscite:  rc- 
liilions  (Mih'c  les  roltilions  et  les  angles  d'Euler,  composantes  de  la 
\  liesse  (Tiin  poiiil  du  (H)rps,  expression  de  la  force  vive  et  des  corn- 
posanlo  (le  Taxe  des  moments  de  (juanlité  de  niouvemenl  à  l'aide 
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des  rotations  et  des  constantes  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  On  se  rap- 
pelle que  les  axes  des  rotations,  ainsi  que  les  diverses  composantes 
dont  il  est  ici  question,  sont  dirigés  suivant  des  axes  mobiles  entraî- 
nés par  le  corps.  Le  côté  dynamique  du  problème  se  réduit  à  l'ap- 
plication du  théorème  des  moments,  qui  exige  encore  la  sohition 
d'une  question  de  Cinématique,  l'évaluation  des  dérivées  des  mo- 
ments ;  or  on  part  de  composantes  dirigées  suivant  des  axes  mo- 
biles, il  faut  donc  dans  l'évaluation  des  dérivées  tenir  compte  du 
mouvement  de  ces  axes  :  de  là  une  difficulté  qu'il  s'agit  d'aplauir 
aux  élèves.  On  doit,  il  est  vrai,  à  M.  Resal  une  méthode  parfaite 
d'élégance  et  de  concision;  mais  elle  exige,  pour  être  bien  com- 
prise, que  l'on  soit  familiarisé  avec  les  opérations  sur  les  segments. 
M.  Despeyrous  en  préfère  une  autre,  un  peu  plus  longue,  mais  qui 
ne  doit  rien  qu'à  elle-même  et  rachète  par  la  clarté  ce  qu'elle  perd 
en  concision.  La  théorie  célèbre  de  Poinsot,  augmentée  de  l'inté- 
gration des  équations  d'Euler  par  les  fonctions  elliptiques,  et  deux 
importantes  études  sur  le  gyroscope  et  la  toupie  couronnent  cette 
exposition  de  la  rotation  autour  d'un  point  fixe,  qui  constitue  Tun 
des  plus  beaux  Chapitres  de  l'Ouvrage. 

Un  Chapitre  sur  les  forces  instantanées  et  les  percussions  ter- 
mine cette  partie  de  la  Dynamique. 

Malgré  le  rôle  dominateur  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
les  géomètres  s'accordent  généralement  à  reconnaître  qu'il  serait 
tout  à  fait  déplacé  de  vouloir  au  moyen  de  ce  principe  introduire  les 
débutants  dans  le  domaine  de  la  Mécanique;  Lagrange  lui-même 
ne  paraît  pas  l'avoir  voulu.  Mais,  placé  à  la  fin  du  Cours,  ce  prin- 
cipe en  résume  heureusement  les  propositions  fondamentales  et 
leur  donne  encore  plus  de  force  et  d'étendue.  Déjà  imbus  de  Vespj'it 
mécanique,  les  élèves  ne  courent  plus  le  risque  de  confondre  cette 
science  avec  une  formule  d'Analyse,  la  chose  avec  son  symbole. 
M.  Despeyrous  consacre  donc  les  (rois  derniers  Chapitres  de  la 
Dynamique  au  principe  des  vitesses  virtuelles,  puis  au  principe  de 
d'Alembert,  d'où  il  passe  aisément  aux  équations  de  Lagrange  et 
d'Hamilton,  pour  arriver  enfin  au  grand  théorème  par  lequel 
Jacobi  identifie  le  problème  de  la  Dynamique  avec  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  Dans  la  démonstration  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,  l'auteur  reproduit  la  méthotle  d'Am- 
père.   Toute    cette  partie   est  accompagnée    de   très   nombreuses 
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applications,  classiques  ou  non,  sur  lesquelles  nous  ne  pouvons 
insister. 

Le  Cours  se  termine  par  l'Hydrostatique  et  THydrodynamique. 
On  y  trouvera  les  principes  fondamentaux  de  ces  deux  Sciences, 
avec  les  développements  nécessaires  concernant  les  fluides  pesants 
et  le  régime  permanent. 

En  terminant  celte  analyse  du  Cours  lui-même,  nous  ne  pouvons 
qu'attirer  encore  une  fois  l'attention  sur  les  qualités  spéciales  qui 
en  font  un  excellent  livre  d'enseignement.  Ajoutons  cependant 
que,  soit  par  les  matières,  soit  par  les  méthodes  et  les  formes,  ce 
second  Volume  nous  paraît  réellement  supérieur  au  premier. 

Notes  de  M.  Darboux. 

Plusieurs  de  ces  Notes  constituent  de  vrais  Mémoires  que  de 
récentes  Communications  à  l'Académie  faisaient  désirer  et  pres- 
sentir. 

Dans  la  Note  XIV  (*),  M.  Darboux  reprend  par  une  méthode 
nouvelle  la  recherche,  due  à  M.  Bertrand,  de  la  loi  de  force  cen- 
trale pour  laquelle  les  trajectoires  sont  des  courbes  fermées.  La 
Note  XV  contient  l'extension  de  la  même  recherche  au  cas  du  mou- 
vement sur  une  surface  de  révolution.  Mais  ici  le  problème  com- 
porte la  détermination  de  deux  fonctions  arbitraires,  en  sorte  que 
le  problème  n'est  possible  que  pour  certaines  formes  de. la  courbe 
méridienne.  Dans  le  cas  général,  la  détermination  de  cette  courbe 
dépend  d'une  intégrale  hyperelliptique,  mais  des  réductions  peu- 
vent se  présenter  :  c'est  ainsi  que  l'on  trouve  en  particulier  la 
sphère,  et  des  surfaces  applicables  sur  la  sphère.  CJn  cas  spécial  est 
celui  de  la  recherche  des  surfaces  de  révolution  dont  les  géodé- 
siqucs  sont  fermées;  leur  détermination  se  ramène  à  une  quadra- 
lurc.  On  trouve  que  le  problème  n'est  possible  que  si  la  surface 
possède  lin  parallèle  maximum;  si  le  plan  de  ce  parallèle  est  en 
même  temps  un  |)lan  de  symétrie  de  la  surface,  celle-ci  est  une 
sphère,  ou  bien  une  surface  de  révolution  applicable  sur  la  sphère, 


(')   On   .1   lonlimir   lo   iiiiiiu  rolai^c   des  Noies  (.lu  premier  Volume,,  (|iii  en  coi\- 
lieiii  iiei/.e. 
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de  telle  manière  que  le  ra[)port  des  rayons  des  parallèles  corres- 
pondants soit  constant  et  commensurable. 

La  Note  XVI  est  consacrée  à  une  extension  du  théorème  d'Ivory 
sur  l'attraction  des  ellipsoïdes.  Si  Ton  sait  trouver  l'attraction  d'un 
ellipsoïde  homogène  quelconque  avec  une  loi  d'attraction  exprimée 
par  la  formule  '|'(/),  on  saura  aussi  trouver  celle  ([ui  se  rapporte  à 

la  loi  d'attraction  ^  {s/r-  -{-  /i-)  — ,  où   /c  est  une   arbitraire. 

v//"^  -h  k^ 

Par  exemple,  en  partant  de  la  loi  de  Newton  —5  on  trouve 


(/•2_|_  A-2)2 


en  développant  alors  soit  suivant  les  puissances  de  /",  soit  suivant 
celles  de  k,  on  arrive  à  ce  résultat,  que  l'on  peut  déterminer 
l'attraction  chaque  fois  que  la  loi  est  de  la  forme  /",  où  n  est  un 
entier  pair  négatif  ou  impair  positif. 

Les  Notes  qui  suivent  apportent  à  la  théorie  de  Poinsot  sur  la 
rotation  des  corps  de  nombreux  et  profonds  compléments. 

A^ote  XVII.  —  La  forme  sous  laquelle  l'auteur  nous  présente 
les  équations  du  mouvement  du  pôle  sur  l'herpolliodie  le  conduit 
d'abord  naturellement  à  une  extension  très  générale  du  problème, 
dans  laquelle  l'ellipsoïde  d'inertie  peut  être  remplacé  par  une 
surface  à  centre  du  second  degré  quelconque  ;  la  forme  générale  des 
équations  et  les  propriétés  du  mouvement  se  trouvent  conservées, 
du  moins  en  partie.  Nous  ajoutons  cette  restriction,  qui  ne  vise 
que  des  distinctions  allant  du  réel  à  l'imaginaire  ou  bien  l'ordre 
de  grandeur  relative  de  certaines  quantités.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  l'iierpolliodie,  conçue  dans  ce  sens  général,  peut  avoir 
ou  n'avoir  pas  de  points  d'inilexion  :  suivant  une  remarque  de 
M.  de  Sparre  et  contrairement  à  l'opinion  de  Poinsot,  on  sait  que 
l'herpolliodie  relative  à  un  ellipsoïde  d'inertie  en  est  toujours 
privée  :  M.  Darboux  démontre  cette  importante  proposition. 

On  doit  a  Poinsot  une  seconde  représentation  du  mouvement; 
elle  consiste  à  faire  rouler  un  cône  C,  lié  au  corps,  sur  un  plan  P', 
qui  tourne  lui-même  uniformément  autour  de  la  droite  qui  le  perce 
normalement  au  sommet  lixe  du  cône.  M.  Darboux  nous  montre 
ce  fait  intéressant,  qu'en  associant  les    deux    représentations    de 
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Poinsot,  on  peut  réaliser  une  représentation  du  temps  :  ainsi  se 
trouve  comblée  une  lacune  dont  on  avait  fait  un  grief  à  la  belle  mé- 
thode de  Poinsot.  Mais,  et  c'est  ici  qu'éclate  l'utilité  de  l'exten- 
sion imaginée  par  M.  Darboux,  les  deux  modes  de  représentation 
de  Poinsot  ne  sont  que  des  cas  particuliers  d'un  mode  beaucoup 
plus  général  qui  a  été  déjà  signalé  par  M.  Sjlvester.  M.  Darboux 
part  du  théorème  suivant  :  Etant  donnée  une  polhodie  (P),  tra- 
cée sur  un  ellipsoïde  ou  sur  toute  autre  surface  à  centre  du 
second  degré  (E),  si  l^on  porte  des  longueurs  égales  sur  les 
normales  à  la  surface  ayant  leur  pied  sur  la  polhodie,  le  lieu 
des  extrémités  de  ces  longueurs  est  une  nouvelle  polhodie  (Pi) 
tracée  sur  une  surface  (E,)  homofocale  à  une  homothéticiue  de 
(E).  Déplus,  les  normales  à  la  surface  (E)  aux  différents  points 
de  (V)  sont  aussi  normales  à  la  surface  (E,)  aux  différents 
points  de  (Pi)- 

Il  se  trouve,  d'après  ce  théorème,  que  le  mouvement  peut  être 
représenté  en  faisant  rouler  l'une  quelconque  des  surfaces  (E,) 
sur  un  plan  (P,)  tournant  lui-même  uniformément  autour  de 
l'axe  fixe  des  moments  de  quantité  de  mouvement,  auquel  il  est 
d'ailleurs  perpendiculaire.  En  particulier,  on  trouve  que  parmi  les 
surfaces  (E,)  il  en  est  trois  qui  se  réduisent  à  des  coniques  (deux 
ellipses  et  une  hyperbole);  l'une  de  ces  surfaces  est  un  cône  ayant 
son  sommet  au  point  fixe,  et  l'on  retrouve  ainsi  le  second  mode 
de  représentation  de  Poinsot.  L'auteur  termine  cette  Note  par 
quelques  remarques  sur  le  mouvement  oscillatoire  moyen  dont  la 
notion  est  due  à  Jacobi. 

La  Note  XVIII  étudie  les  mouvements  de  Poinsot  qui  admettent 
une  même  polhodie.  Après  avoir  ouvert  quelques  aperçus  sur  un 
mode  général  de  correspondance  entre  les  mouvements  de  Poin- 
sot, M.  Darboux  étudie  un  mode  spécial  dans  lequel  les  rotations 
sont  à  chaque  instant  égales  et  contraires,  et  où  la  polhodie  est  la 
même.  L'intersection  (P)  de  deux  quadriques  à  centres  dont  les  axes 
coïncident  est  toujours  une  polhodie  sur  deux  quadriques  concen- 
triques. Pour  distinguer  le  cas  de  réalité  et  d'imaginarité  de  ces 
deux  (piadriques,  on  remarque  que  la  courbe  (P)  est  toujours 
orthogonale  à  une  série  simplement  infinie  de  quadriques  homo- 
foralcs  de  méuie  espèce*,  le  cas  de  réalité  correspond  au  cas  où  ces 
«[uitlricpics  sont  des  liy|)crboloïdcs  à   une   nappe.   Alors,  par  tout 
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point  M  de  (P)  il  passe  un  liyperholoiVle  du  système  et  les  deux 
génératrices  qui  se  croisent  en  Msont  précisément  les  deux  normales 
en  Maux  deux  surfaces  sur  lesquelles  la  courbe  (P)  est  une  polhodie. 
Nous  ne  pouvons  pénétrer  dans  le  détail  des  conséquences 
curieuses  que  M.  Darhoux  sait  tirer  de  cette  remarque,  et  des  liens 
inattendus  qu'il  établit  entre  la  théorie  de  Poinsot  et  la  déforma- 
tion d'un  hyperboloïde  en  des  hvperboloïdes  homofocaux.  La 
théorie  présentée  dans  la  Note  précédente  s'y  retrouve,  auf,^mentée 
de  circonstances  géométriques  qui  en  rehaussent  l'intérêt.  Signa- 
lons ce  théorème  :  Si  l'on  déforme  un  hyperboloïde  en  laissant 
fixe  une  génératrice,  tous  les  points  de  la  génératrice  parallèle 
décrivent  des  plans.  Nous  retrouvons  plus  loin  cette  proposition. 

Note  XIX.  —  Dans  la  Note  précédente,  l'auteur  a  envisagé  en 
passant  le  mouvement  relatif  de  deux  corps  fixés  par  un  même  point 
et  animés  chacun  d'un  mouvement  absolu  répondant  à  une  seule 
et  même  polhodie.  Ce  mouvement  relatif  s'obtient  en  faisant  rouler 
l'un  sur  l'autre  les  deux  cônes  qui  ont  respectivement  pour  base  les 
deux  herpolhodies,  avec  une  vitesse  de  rotation  double  de  celle  qui 
est  commune  (au  sens  près)  aux  deux  mouvements  absolus. 

Dans  la  présente  Note,  on  démontre  que  ce  mouvement  est  le 
plus  général  que  puisse  posséder  un  corps  pesant  de  révolution 
suspendu  par  un  point  de  son  axe,  lorsque,  dans  le  point  de  sus- 
pension, l'ellipsoïde  d'inertie  se  réduit  à  une  sphère.  Mais,  lorsque 
cette  dernière  circonstance  fait  défaut,  il  existe  un  mouvement 
intermédiaire  où  elle  a  lieu,  et  qui  est  lié  de  la  façon  la  plus 
simple  au  mouvement  donné.  M.  Darboux  met  en  évidence  le  lien 
étroit  qui  unit  ce  résultat  à  une  belle  proposition  duc  à  Jacobi. 
L'auteur  remarque  encore  que,  dans  le  cas  général,  le  mouvement 
peut  être  représenté  par  le  roulement  sur  une  sphère  d'un  cône 
ayant  pour  base  une  herpolhodie.  Tandis  que  l'extrémité  de  la 
rotation  décrit  dans  le  corps  une  herpolhodie,  elle  décrit  dans 
l'espace  une  courbe  sphérique  qui  se  réduit  à  une  herpolhodie 
lorsque  la  sphère  se  réduit  à  un  ])laii.  Citons  à  ce  sujet  le  beau 
théorème  suivant  qui  complète  les  résultats  de  la  dernière  Note  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis  à 
décrire  des  sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  tous  les 
autres  points  de  la  dioite  décrivent  des  sphères;  et,  sauf  le  cas 
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exceptionnel  où  la  droite  fait  avec  la  ligne  des  centres  un  angle 
constant,  il  y  a  toujours  un  point  M  de  la  droite  qui  décrit  un 
plan.  Déplacez  alors  le  point  M,  dans  le  plan  qu'il  décrit,  per- 
pendiculairement à  la  projection  de  la  droite  sur  ce  plan,  la 
courbe  que  décrit  le  point  M  est  une  herpolhodie  ;  quant  aux 
courbes  décrites  par  les  autres  points  de  la  droite  sur  leurs  sphères 
respectives,  ce  sont  précisément  ces  courbes  spliériques  définies 
plus  haut.  Ajoutons  que  dans  ce  déplacement  la  droite  mobile 
reste  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

11  résulte  de  cette  proposition  un  procédé  pratique  pour  décrire 
un  plan  à  l'aide  de  quatre  tiges  seulement  :  de  là  un  petit  appareil 
dont  la  construction  a  pu  êlre  réalisée. 

Dans  la  XX^  Note,  M.  Darboux  fait  remarquer  que  la  méthode 
employée  par  Lagrange  dans  le  problème  précédent  s'applique, 
avec  quelques  légères  modifications,  au  cas  où  le  solide  de  révolu- 
tion, fixé  par  un  point  de  son  axe,  est  sollicité  par  des  forces  dont  le 
potentiel  dépend  uniquement  de  l'angle  que  fait  l'axe  du  corps 
avec  une  droite  fixe. 

Dans  la  XXP  Note  on  trouvera  une  étude  très  étendue  sur  les  per- 
cussions et  le  choc  des  corps.  L'auteur  des  Notes  y  reproduit  ses 
recherches  publiées  au  tome  IV,  '2®  série,  du  Bulletin;  diwssi,  malgré 
l'importance  de  cette  Note,  jugeons-nous  inutile  de  l'analyser. 

Enfin,  dans  la  XXIP  et  dernière  Note,  l'auteur  expose  les  rap- 
ports de  la  théorie  des  moments  d'inertie  avec  celle  des  surfaces 
homofocales.  Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  attribuer  un  pa- 
ramètre non  seulement  à  chaque  droite  (moment  d'inertie),  mais 
encore  à  chaque  point  et  à  chaque  plan  de  l'espace.  Les  plans  de 
même  paramètre  enveloppent  une  quadriquc,  et,  en  faisant  ensuite 
varier  ce  paramètre,  on  obtient  un  système  de  quadriques  homofo- 
cales. Telle  est  l'origine  du  lien  si  remarquable  découvert  par  Binet. 
Les  mêmes  considérations  conduisent  à  l'étude  des  surfaces  dont  les 
normales  sont  tangentes  à  deux  quadriques  homofocales.  La  Note 
se  termine  par  quelques  indications  sur  le  complexe  des  droites 
d'égal  paramètre;  ce  complexe  est  quadratique,  il  a  été  l'objet 
des  études  de  M.  Painvin. 

On  voit  assez,  par  ce  qui  précède,  que  le  Livre  que  nous  présen- 
tons aux  lecteurs  du  Bulletin  n'ollrira  pas  seulement  un  intérêt 
pédiig()gi([ue.    Les  élèves  trouveront  certainement  dans  le  Cours  de 
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M.  Dcspcyrous  loiil  le  nécessaire,  nous  voulons  (Jire  loul  a-  ({iii 
doit  faire  le  fond  d'une  connaissance  sérieuse  de  la  Mécanique; 
mais  ils  iront  chercher  dans  les  Notes  de  M.  JJarhoux  de  ee  super- 
llu  qui  s'impose  à  tous,  élèves  et  maîtres,  et  qui  devient  le  néces- 
saire pour  un  esprit  véritablement  sensible  à  l'élévation  et  à  l'élé- 
gance géométriques.  ().  K. 


LÉONARD  DE  VINCI.  —  Le  manuscrit  A  de  lv  Bibliothèque  de  l'Institut, 

publié  en  fac-similés  (procédé  Arosa)  avec  transcription  littérale,  traduction 
française,  préface  et  table  méthodique  par  M.  Charles  Ravaisson-MolUcn. 
Paris,  A.  Quantin,  1881,  in-folio. 

On  sait  que  le  célèbre  auteur  de  la  Joconde  était  pour  son 
époque  (1452-1019)  un  homme  universel;  si  de  son  vivant  il  n'a 
publié  aucun  des  nombreux  Ouvrages  qu'il  méditait,  il  reste  de  lui 
d'importants  manuscrits  dont  la  collection  la  plus  considérable 
(douze  Volumes)  se  trouve  à  la  Bibliothèque  de  l'Institut. 

De  ces  manuscrits,  on  a,  dès  le  xvii®  siècle  (i65i),  tiré  un 
Traité  de  la  Peinture  réédité  depuis  plusieurs  fois  et  en  der- 
nier lieu  par  Manzi.  Depuis  cette  époque  divers  érudits  en  ont 
publié  différents  extraits,  dont  la  partie  la  plus  importante  forme 
un  Traité  du  mouvement  et  de  la  mesure  de  Veau  (Bologne, 
1828). 

L'intérêt  excité  par  ces  publications  justifie  le  projet  d'édition 
intégrale  formé  par  M.  Ravaisson-Mollien  et  qu'il  a  commencé  à 
mettre  à  exécution.  La  reproduction  en  fac-similés,  jointe  à  la 
transcription  et  à  la  traduction,  était  d'ailleurs  nécessitée  par  ce 
fait  que  d'une  part  il  ne  s'agit  nullement  d'une  rédaction  définitive, 
mais  seulement  de  matériaux,  et  la  plupart  du  temps  de  simples 
notes,  confuses,  sans  ordre,  souvent  raturées,  et  parfois  aussi 
peu  compréhensibles  que  l'écriture  en  est  peu  lisible;  d'autre  part 
l^éonard  de  Vinci  écrivait  à  rebours,  en  sorte  qu'on  doit  lire  son 
texte  dans  un  miroir. 

Le  manuscrit  aujourd'hui  publié  a  été  marqué  A  par  \  enturi, 
lorsque  la  collection  actuelle  de  l'Institut  y  parvint  en  i  "()()  de  la 
Bibliothèque  Ambrosienne  de  Milan,  à  la  suite  des  conquêtes  de 
Bonaparte  en  Italie;  c'était  le  troisième  de  la  collection  léguée  par 
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Arconati,  en  iGS",  à  PAmbrosienne.  Ce  manuscrit  contenait  ori- 
ginairement cent  quatorze  feuillets;  les  cinquante  derniers  et  de 
plus  le  feuillet  54  (^)  ont  disparu,  très  probablement  volés  par 
Libri. 

L'exécution  typographique  du  Volume  fait  autant  d'honneur  à 
la  maison  Quantin  que  l'on  doit  d'éloges  à  M.  Ravaisson-MolHen 
pour  la  conscience  scrupuleuse  avec  laquelle  il  s'est  acquitté  de  sa 
tâche  difficile.  Si  çà  et  là  quelques  mots  restent  douteux,  on  ne 
pouvait  sans  doute  mieux  lire  qu'il  ne  l'a  fait;  quant  à  sa  traduc- 
tion, elle  réunit  la  clarté  (autant  du  moins  qu'on  peut  la  désirer) 
à  la  fidélité.  Si  sur  quelques  rares  points  on  peut  la  discuter,  ceux 
qui  l'utiliseront  auront  en  tout  cas,  dans  la  transcription  comme 
dans  les  fac-similés,  mojen  de  la  contrôler  et  de  la  rectifier  au 
besoin  selon  leurs  vues  personnelles. 

Je  n'ai  pas,  bien  entendu,  l'intention  d'analyser  par  le  menu  le 
manuscrit  publié,  où  l'on  trouve  touchés  toutes  sortes  de  sujets, 
mais  surtout  la  Perspective,  la  Mécanique  et  l'Hydraulique;  je  me 
bornerai  à  signaler  ce  qui  y  concerne  la  Géométrie  proprement 
dite  : 

Fol.  5  verso.  —  Construction  de  la  racine  du  nombre  n  comme 
moyenne  géométrique  entre  n  et  l'unité;  c'est  l'idée  originale  qui 
forme  le  point  de  départ  de  la  Géométrie  de  Descartes.  Principes 
de  la  quadrature  d'un  polygone  quelconque. 

Fol.  6  recto.  —  Mesure  de  la  hauteur  par  l'ombre  ;  attendre  que 
l'ombre  du  bâton  auxiliaire  soit  double  de  la  hauteur  de  ce  bâton 
(procédé  primitif  conservé  par  la  tradition  de  l'antiquité). 

Fol.  6  verso.  —  Applications  du  théorème  sur  le  carré  de  l'hy- 
poténuse et  du  principe  de  similitude.  De  même  7  recto^  iS  verso. 

Fol.  1 1  recto.  —  Une  médiane  divise  un  triangle  en  deux  par- 
ties équivalentes.  Application  à  la  division  d'un  triangle  rectangle 
en  un  nombre  pair,  indéfini,  de  triangles  rectangles  équivalents. 


(')  C'est  par  erreur  (juc  dans  la  pagination  en  tctc  des  fac-similés  ce  n"  54  a 
'•(r  imprime  au  lieu  de  55.  Quehjues  fautes  (^impre^sion  analogues  font  tache 
dans  celte  belle  publication. 
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Fol.  I  I  verso.  —  Division  de  la  circonférence  du  eerrd»;  en 
3,  6,  8,  i'^,  ^^4>  48  parties  égales,  en  partant  de  la  propriété  fon- 
damentale de  l'hexagone  régulier.  Le  côté  de  l'octogone  se  déduit 


27: 


comme  sous-tendant  la  somme  de  trois    arcs  de  — ^   chacun   (cf. 

24  ^ 

12  recto). 

Procédé  approximatif  pour  la  division  de   la  circonférence  en 
n  parties  égales.   Ce  procédé,   passablement    grossier,    revient  à 

1  71  3 

admettre  tang  -  = 


n       n  —  i 


Fol.  12  recto.  —  Construction  de  l'octogone  régulier  en  par- 
tant du  carré. 

Fol.  12  verso.  —  Construction  approximative  du  côté  du  pen- 
tagone et  de  l'heptagone  régulier;  elle  revient  à  admettre 

.     71  I  .7:        J^ 

sin  -:  —  -—  et  sin  -  =  — —  • 

5/3  7         4 

Fol.  i3  recto.  —  Le  triangle  formé  en  joignant  les  milieux 
d'un  triangle  donné  est  semblable  à  ce  dernier  et  équivalent  au 
quart.  Autres  propositions  élémentaires. 

Fol.  i3  verso.  —  Construction  approximative  du  côté  du  pen- 
tagone régulier,  marquée  comme  fausse,  après  un  essai  de  dé- 
monstration ;  elle  revient,  comme  plus  haut,  à  admettre  sin  -^  =  -— . 

^         y/3 

FoL  i4  recto.  —  Construction  dans  un  triangle  rectangle 
isoscèle  d'une  série  indéfinie  de  carrés  dont  chacun  est  de  côté 
moitié  moindre  que  le  précédent. 

Rapport  de  surfaces  entre  cercles,  établi  d'après  le  rapport  des 
surfaces  entre  les  carrés  où  ils  sont  inscrits  (cf.  i3  verso  en  haut 
et  i5  recto). 

Fol.  i4  verso.  —  Equivalence  des  triangles  de  même  base  et  d(^ 
même  hauteur,  etc. 

Fol.  \^  recto.  —  Cercles  dans  le  rapport  double  ou  cpiadruple, 
d'après  les  carrés  circonscrits  dans  le  même  rapport. 
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Fol.  i5  verso.  —  Problèmes  avec  une  seule  ouverture  de  compas. 
Bissecllon  d'un  arc.  Centre  du  triangle  équilatéral.  Trisection 
d'un  arc  courbe. 

Cette  dernière  figure  n'est  certainement  pas  construite  avec  une 
seule  ouverture  de  compas.  Vinci  paraît  avoir  déterminé  le  centre 
de  l'arc  considéré  comme  circulaire,  divisé  la  corde  en  trois  par- 
ties égales  et  joint  au  centre  les  points  de  division-,  quant  à  la  tri- 
section de  la  corde,  il  l'obtient  par  un  procédé  particulier. 

Soit  une  droite  A.B  à  diviser  en  trois  parties  égales;  en  A  et  B 
j'élève  deux  perpendiculaires  AC,  BD  dans  deux  directions  oppo- 
sées; je  prends  sur  ces  perpendiculaires  des  longueurs  égales,  sur 
l'une  AC,  CE,  sur  l'autre  BD,  DF;  je  joins  CF,  DE,  ces  deux 
droites  partagent  AB  en  trois  parties  égales  (cf.  17  recto). 

Fol.  16  recto.  —  Suite  des  problèmes  avec  une  seule  ouverture 
de  compas.  Centre  d'un  arc  de  cercle  donné.  Perpendiculaire  au 
milieu  d'une  droite  (cf.  17  recto). 

Fol,  16  verso.  —  Division  d'une  droite  en  deux,  trois,  six  par- 
ties égales.  Construction  de  l'hexagone  régulier  de  côté  donné 
(cf.  17  recto). 

Fol.  17  vei'so.  —  Construction,  sur  un  côté  donné,  du  triangle 
équilatéral,   du  carré  et   du  pentagone  régulier  (approximation: 

sin  ^  =  --  comme  plus  haut). 
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Fol.  18  recto.  —  Angles  d'un  quart,  d'un  sixième,  d'un  hui- 
tième delà  circonférence  ('). 

Léonard  de  Vinci  propose  de  classer  les  angles  aigus  en  1 2  degrés 
et  les  obtus  de  même. 

C'est  tout  ce  que  l'on  rencontre  pour  la  Géométrie  proprement 
dite. 

Evidemment  l'auteur  de  la  Joconde  n'est  pas  un  géomètre  ;  ses 
connaissances  pratiques  dans  la  Science  sont  assez  étendues, 
comme  le  prouve  suffisamment  sa  perspective  ;  mais,  comme  théorie. 


(')  l>a  lr;i(lii(iioM.  Iii;ncs  \  cl  5  est  orroncc;  il  riiiil  Mit  :  «  anb  csl   l:i  luoilic  du 
farn'-;   /.v  est    !<•  Imilirinc  dn  plus  prlil  corrlc.   » 
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il  est  au  contraire  à  un  niveau  trùs  peu  élev<'  :  il  ne  sait  pas  mettre 
une  démonstration  sur  ses  pieds,  il  procède  par  intuition,  parfois 
il  fait  ses  constructions  par  de  simples  tâtonnements  (  ly  ver.so)j 
ou  il  se  contente  d'approximations  plus  ow  moins  grossières.  Bref 
il  n'a  jamais  étudié  Eu(;lide. 

On  ne  peut  non  plus  le  considérer  comme  l'inventeur  des  quel- 
ques procédés  de  construction  qu'il  a  notés  dans  son  manuscrit. 
Comment  les  a-t-il  appris,  à  quelles  sources  en  fçénéral  a-t-il  puisé 
ses  connaissances  scientifiques?  Ce  sont  là  des  questions  d'autant 
plus  difficiles  à  résoudre  que  Vinci  paraît  plus  original,  même 
dans  ses  erreurs  les  plus  évidentes,  et  que,  d'autre  part,  il  a  l'ha- 
bitude de  ne  citer  aucune  autorité;  on  ne  trouvera  pas  un  seul 
nom  propre  dans  tout  le  manuscrit  A,  et,  s'il  rapporte  parfois  des 
opinions  étrangères  pour  les  réfuter,  il  le  fait  en  termes  vagues  et 
qui  ne  nous  donnent  aucune  indication. 

Cependant  on  peut  affirmer  que  sa  géométrie  provient  de  sources 
arabes  ;  elle  offre  notamment  de  singulières  analogies  avec  le  Traité 
des  constructions  géométriques  d'Abou'l  Wéfà  (manuscrit  169, 
ancien  fonds  persan,  delà  Bibliothèque  Nationale)  qui  est  connu 
par  le  sommaire  qu'en  a  publié  Woepcke  dans  le  Journal 
asiatique  de  i855,  et  par  les  extraits  traduits  par  M.  Léon  Rodet 
dans  le  Bullettino  Boncompa^m  de  septembre  i883.  Je  remarque 
particulièrement  dans  ce  Traité  (Chap.  II,  i  bis)  la  trisection  de 
la  droite  par  le  même  procédé  que  Léonard  de  Vinci,  la  même 
construction  de  l'octogone  régulier,  de  nombreux  problèmes  avec 
une  seule  ouverture  de  compas  (')  et  une  construction  de  l'hepta- 
gone régulier  qui  revient  à  celle  de  Léonard  de  Vinci  (-).  Si 
enfin  le  procédé  de  ce  dernier  pour  le  pentagone  régulier  ne  se 
retrouve  pas  dans  Abou'l   Wéfâ,  celui-ci    n'en    donne   pas  moins 


(0  Quoique  ces  problèmes  semblent  avoir  élé  connus  des  Grecs,  ils  ont  parti- 
culièrement été  cultivés  par  les  Arabes,  dont  les  compas  imparfaits  se  prêtaient 
mal  aux  changements  d'ouverture. 

(^)  Il  est  possible  que  cette  construction  remonte  à  Arcliimèdc,  auquel  les 
Arabes  attribuent  un  Livre  sur  l'heptapone;  l'approximation  est  assez  singulière, 

car  l'erreur  n'atteint  pas  six  minutes  et  demi  pour  l'angle  au   centre-—-    Pour 
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le  pentagone,  la  construction  de  Léonard  de  \'inci  est  au  contraire  passablement 
grossière  :  l'erreur  sur  l'angle  au  centre  ^  est  d'environ  un  degré  el  demi. 
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pour  cette  figure  des  constructions  approximatives,  d'ailleurs  plus 

satisfaisantes. 

Ces  rapprochements  me  paraissent  suffisants  pour  justifier 
l'opinion  que  j'ai  émise  ;  il  est  clair  au  reste  que  la  façon  dont  ces 
constructions  sont  venues  à  la  connaissance  de  Léonard  de  Vinci 
reste  complètement  incertaine,  et  qu'il  ne  faut  nullement  voir 
là  une  preuve  qu'il  ait  fait  un  long  \oyage  en  Orient  et  qu'il  s'y 
soit  môme  fait  mahométan,  comme  un  érudit  allemand  l'a  supposé 
sur  des  indices  passablement  vagues  et  en  contradiction  avec  tout 
ce  que  l'on  sait  de  la  vie  du  célèbre  peintre. 

Si  l'instruction  théorique  de  Vinci  avait  été  plus  complète, 
peut-être  son  originalité  en  aurait-elle  souffert,  mais  il  aurait  sans 
doute  évité  nombre  de  faux  pas. 

Pour  permettre  de  le  juger  à  cet  égard,  je  me  contenterai  de 
signaler  les  folios  20  {verso)^  21  [recto).  Il  croit  possible  de  déter- 
miner la  distance  du  Soleil  ou  d'une  planète  au  moyen  d'une  base 
prise  entre  deux  signaux  visibles  l'un  de  l'autre  (^),  et  pour  me- 
surer le  rayon  de  la  Terre,  il  propose  le  moyen  suivant  : 

Mesurer  les  distances  entre  deux  fils  à  plomb  au  sommet  d'une 
tour  de  cent  brasses  et  à  son  pied;  conclure  le  rayon  de  la  Terre 
d'après  la  théorie  des  triangles  semblables. 

En  somme,  il  ne  semble  guère  que  la  publication  des  manu- 
scrits de  Léonard  de  Vinci  promette  pour  la  Géométrie  autre 
chose  qu'un  petit  nombre  de  renseignements  historiques  d'intérêt 
assez  mince;  mais  une  pareille  constatation  ne  peut  évidemment 
jeter  aucune  défaveur  sur  l'œuvre  entreprise  par  M.  Ravaisson- 
Mollien,  et,  à  l'occasion  des  volumes  suivants,  j'essaverai  de  mon- 
trer qu'en  ce  qui  concerne  telle  ou  telle  branche  des  Ma  thématiques 
appliquées,  l'importance  des  écrits  de  Léonard  de  Vinci  ne  peut 
être  niée.  Paul  Tannery. 


(')  Il  suppose  d'ailleurs  qu'on  opère  dans  deux  cabanes  fermées,  avec  des  trous 
qui  laissent  passer  un  rayon  solaire;  l'observation  doit  se  faire  quand,  dans  l'une 
des  cabanes,  le  rayon  suit  une  perpendiculaire  (le  traducteur  dit  à  tort  une  ver- 
ticale) à  la  droite  qui  joint  les  deux  signaux;  à  ce  moment,  indique  par  un  feu, 
le  second  observateur  mesure  l'écart  de  l'image  solaire  par  rapport  à  la  perpendi- 
culaire de  la  cabane  où  il  se  trouve.  La  distance  se  calcule  immédiatement  par 
proportion. 

-^mtm'A^m^ 
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DOMSCII  (P.).  —  Uebiïr  t)\e  Darsti-uxxc;  di:r  Fla<:iif:n  viertfr  Ordmng 

MIT    DOPPELKEGELSCIINITT   DLRCll    II VI'K IlKLLIPTISClIi:   Fl  NCTIONK.N.   lMail.::iinil- 

Disscrtation,  66  p.  in-8°.  Grcifswald,  iSS^. 

Les  surfaces  du  quatrième  degré  à  conique  dou])le  pouvant  être 
transformées  homographiquement  en  cyclides,  il  suffit,  pour 
savoir  exprimer  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  du  ciua- 
trième  degré  à  conique  double,  au  moyen  des  fonctions  hyperellip- 
tiques,  de  savoir  résoudre  ce  problème  pour  les  cyclidcs;  c'est 
uniquement  de  ces  dernières  surfaces  que  s'occupe  M.  Domsch. 

Son  travail  comprend  deux  parties  bien  distinctes  : 

La  première  a  pour  point  de  départ  les  recherches  de  M.  Dar- 
boux  [Bechef^ches  sur  les  surfaces  orthogonales  (Annales  de 
V Ecole  Normale,  t.  Il,  i(S65);  Sur  une  classe  remarquable  de 
surfaces  algébricjues ] . 

L'auteur  rappelle  comment,  étant  donnée  une  sphère,  en  fai- 
sant correspondre  à  chaque  point  les  deux  points  centres  des 
sphères  de  rayon  nul  qui  passent  par  le  cercle  d'intersection  de  la 
sphère  et  du  plan  polaire  du  point  considéré,  on  peut  transformer 
une  surface  du  second  degré  en  une  cyclide.  Si  l'on  considère  un 
faisceau  de  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  même 
surface  développable  du  quatrième  degré  dont  fasse  partie  la 
sphère  fondamentale,  et  qu'on  applique  à  ces  surfaces  la  transfor- 
mation précédente,  on  obtient  un  faisceau  de  cvclides  homofocales 
dont  l'équation  prend  la  forme  normale 

s\  s^,  si  si 

Ox    À  rt,  À  rt.Q  A  (Il  a 


en  employant  des  coordonnées  penlasphériques,  définies  par  la 
sphère  fondamentale  et  par  les  quatre  sphères  qui  sont,  dans  la 
transformation  précédemment  définie,  les  images  des  quatre  faces 
du  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  du  faisceau  considéré.  En  partant  de  là,  M.  Domsch  fait 
une  étude  rapide  des  cyclides,  au  point  de  vue  de  leurs  formes, 
de  leurs  lignes  de  courbure  et  de  leurs  lignes  géodésiques.  Puis, 
profitant  d'une  remarque  due  à  M.  Staude  [Geometrische  Deutung 
des   AdditionstJieorems  der    JiypcrcUiptischcn    Intcpralc   und 
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Functionen  i.  Or  du.  iin  System  der  confocalen  Flâchen 
1.  Grades  {Math.  Ann.,  t.  XXII,  p.  i)]  concernant  la  congruence 
des  tangentes  communes  à  deux  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales,  il  développe  des  résultats  analogues  à  ceux  de  M.  Staude 
\)ouT  la  congruence  des  cercles  bitangents  à  deux  cyclides  homo- 
focales,  congruence  qui  n'est  autre  chose  que  Pimage  de  la  y3re- 
mière. 

La  deuxième  Partie  se  rapporte  aux  relations  entre  les  cyclides 
et  la  surface  de  Kummer. 

M.  Lie  [U^^ber  Complexe,  insbesonderé  Linien-und  Ku gel- 
Complexe  {Math.  Ajinalen,  t.  V,  p.  i45)]  a  indiqué  une  trans- 
formation de  contact  qui  permet  de  changer  une  surface  de 
Kummer  en  une  cyclide  et  un  faisceau  de  surfaces  de  Kummer 
tangentes  le  long  d'une  ligne  asymptotique  du  huitième  ordre  en 
un  faisceau  de  cyclides  homofocales.  On  connaît,  d'ailleurs,  trois 
moyens  pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 
de  Kummer  par  des  fonctions  hyperelliptiques  :  on  en  aura  donc 
trois  aussi  pour  les  cyclides.  En  particulier,  le  procédé  qui  con- 
siste à  prendre  pour  variables,  relativement  à  la  surface  de  Kum- 
mer, les  paramètres  des  lignes  asymptotiques,  conduit  à  prendre 
pour  variables,  sur  la  cyclide  correspondante,  les  paramètres  des 
lignes  de  courbure. 

Enfin,  dans  un  Chapitre  final,  l'Auteur  rapproche  les  deux 
parties  de  son  travail  et  développe  quelques  relations  intéres- 
santes entre  un  faisceau  de  surfaces  de  Kummer  et  un  faisceau  de 
surfaces  du  second  dee-ré.  J.  T. 


SCHWERING  (K.).  —  Théorie  und  Anwendung  der  Linien-koordixaten  in 
DER  ANALYTisciiEN  GEOMETRIE  DER  Ebene.  Leipzig,  TeubneF,  1884,  96  p., 

9.  pi. 

KRIMPIIOFF  (W).  —  Beitrag  zur  analytisciien  Behandlung  der  Umlhl- 
LUNGScuRVEN.  Coesfcld,  Otlcn,  16  p. 

Dans  le  troisième  Volume  de  la  seconde  série  du  Bulletin,  il  a 
été  déjà  donné  un  exposé  d'un  système  nouveau  de  coordonnées 
trouvé  par  Schwering,  professeur  à  Goesfeld  (Weslphalie)  et  ap- 
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nliqué  par  lui,  avec  succès,  à  la  solulluri  rl<*  |)lusi(3urs  prohicmes 
(le  la  théorie  des  courbes.  Il  s'agit  aujourd'hui  d'un  Mémoire  où 
sont  exposés  systématiquement  les  avantages  de  ce  nouveau  mode 
de  coordonnées-lignes.  Dans  la  plupart  des  écrits,  ces  coordon- 
nées ont  simplement  |)Our  r()le  d(;  simplifier  les  calculs;  elles  se 
présentent  ici  commet  notion  fondamentale  avant  absolument  la 
même  valeur  ([ue  les  coordonnées-points.  Il  ne  pouvait  d  ailleurs 
en  être  autrement,  puisque,  d'après  la  démonstration  de  Victor 
Schlegel,  le  système  de  Schwering  est  réciproque  de  celui  de 
Descartes. 

Supposons  deux  droites  parallèles  rencontrées  en  O  et  Q  par 
une  droite  qui  leur  est  perpendiculaire.  Si  une  droite  variable  ren- 
contre en  A  et  B  les  deux  parallèles,  les  segments  OA  et  QB 
comptés  dans  le  même  sens  sont  les  coordonnées  de  AB.  Il  est 
évident  que,  si  l'on  prend  pour  axes  des  «et  des  v  deux  tangentes 
parallèles  aux  extrémités  d'un  diamètre  d'un  cercle  de  rayon  r, 
l'équation  du  cercle  considéré  comme  enveloppe  de  ses  tangentes 

est 

(u -h  ç)-  —  (u  —  v)'  =  ^r-,         av  =  r-. 

Il  est  étonnant  de  voir  avec  quelle  simplicité  se  déduisent  alors 
dans  le  cercle  les  propriétés  polaires.  En  choisissant  convenable- 
ment les  axes  du  système,  les  équations  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole peuvent  être  amenées  à  la  même  forme.  Pour  la  parabole, 

on  a 

(a  -h  v){u  —  p)  =  e^. 

La  forme  élégante  de  ces  équations  nous  rappelle  ce  que  nous 
avons  dit  dans  notre  monographie  [Parabolische Lo^^arithmen 
U7id parabotische  Trigonométrie {LG\[y/.'igy  1882)]  relativementà 
la  transformation  de  l'équation  de  la  lemniscale  dans  le  système 
orthogonal.  Comme  représentation  au  moyen  d'un  paramètre,  on 
pouvait  en  effet  recommander,  s'il  s'agit  de  coniques  à  centres, 
les  équations  u  =  re^,  v  =  re^^y  et,  au  contraire,  pour  la  parabole, 
la  substitution  analogue  u  =  /'  cos  hyp).,  \^  ==.  r  sin  hypl,  puisque 
l'on  a  cos  hypl  dz  sin  hyp  A  =-.  e~^. 

L'équation  d'un  point  est  naturellement  linéaire;  l'auteur  lui 
donne  différentes  formes  et  l'on  voit  rapidement  que  le  principe 
des  notations  abrégées  de  Pliickcr  est  encore  ici  applicable.  Si,  par 
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exemple,  L=  o,  M  =  o  sont  les  équations  de  deux  points  sous  leur 
forme  normale,  Lh-M=o  est  l'équation  du  milieu  de  la  ligne 
qui  les  joint.  L'auteur  discute  complètement  l'équation  générale 
du  second  degré;  il  montre  comment  se  comporte  le  nouveau  sys- 
tème dans  l'étude  des  courbes  algébriques  et  en  Géométrie  infini- 
tésimale. Citons,  par  exemple,  l'équation  si  simple  de  lahessienne 
(p.  63).  Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre  de  ce  petit  travail,  si  remar- 
quable par  la  clarté  et  l'élégance,  l'auteur  passe  à  l'examen  de 
quelques  courbes  supérieures,  aux  lignes  focales  et  à  la  courbe  de 
Cassini. 

Le  Mémoire  de  M.  Krimphofi",  collègue  de  Schwering,  se 
rattache  à  ce  Chapitre.  L'auteur  a  reconnu  que  l'hypocycloïde  à 
trois  points  de  rebroussement,  qui  a  fait  l'objet  des  recherches  si 
intéressantes  de  Steiner  et  de  Cremona,  peut  être  très  simplement 
traité  au  moyen  des  nouvelles  coordonnées-lignes,  et  que,  d'ailleurs, 
la  même  conclusion  s'applique  aux  enveloppes.  L'auteur  se  propose 
et  résout  toute  une  série  de  questions  remarquables  sur  des  courbes 
de  cette  nature.  Il  emploie  simultanément  les  coordonnées  de  Des- 
cartes et  de  Schvvering,  en  sorte  que  ses  calculs  permettent  de  re- 
connaître d'une  façon  évidente  l'analogie  des  deux  systèmes  que 
nous  avons  relevée  plus  haut.  Remarquons  encore  que  les  argu- 
ments employés  pour  la  première  fois,  croyons-nous,  par  Grunert 
et  qui  lui  ont  été  si  utiles  dans  la  théorie  analytique  des  coniques, 
trouvent  ici  à  chaque  instant  leur  application;  il  en  est  naturelle- 
ment de  même  des  fonctions  hyperboliques.  Nous  n'avons,  par 
exemple,  qu'à  renvoyer  à  la  démonstration  de  ce  théorème  :  La 
somme  des  arguments  correspondant  aux  quatre  points  d^ in- 
tersection dUui  cercle  et  dhuie  hyperbole  est  égale  à  zéro. 

Ce  travail  aura  l'avantage  de  faire  connaître  et  apprécier  la  belle 
méthode  de  Schvvering.  S.  Gijwtheii. 


MÉLANGES.  ii 

REMARQUES  SUR  LES  FORMES  QUADRATIQUES  DE  DÉTERMINANT  NÉGATIF; 

Par  m.   lIKiniITK. 

Considérons  les  formes  réduites  (|iii   représentent  des  classes 
non  andjiguës;  elles  se  groupent  deux  à  deux  en  formes  telles  que 

(A,  B,  G),     (A,  -13,  G), 

qu'on  nomme  opposées,  et,  si  l'on  suppose  le  coefficient  moyen 
positif,  on  a  les  conditions 

2B<A,        A<G. 

Nous  pouvons  donc  les  obtenir  toutes,  en  faisant  parcourir  aux 
nombres  entiers,  /',  5,  t,  dans  l'expression 

(25 -h  r,  s,  28  ^  r  -+-  t), 

la  suite  indéfinie  i,  2,  3,  ...,  chacune  d'elles  n'étant  donnée 
qu'une  seule  fois.  Gela  étant,  considérons  la  série  suivante  : 

où  la  sommation  s'étend  aux  valeurs  considérées  de  r,  5,  t;  il  est 
clair  que,  si  on  l'ordonne  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable,  le  coefficient  de  q^  sera  précisément  le  nombre  des 
formes  réduites  non  ambiguës  et,  par  conséquent,  le  nombre  des 
classes  de  cette  espèce  dont  le  déterminant  est  —  N.  Observons 
maintenant  que  l'indéterminée  t  figurant  au  premier  degré  dans 
l'exposant,  la  sommation  relative  aux  valeurs  ^  =:=  i ,  2,  3,  .  .  . 
peut  s'eifectuer,  ce  qui  donne 

f  { 2  .ç-f-r)  --t-2  .s'+  r—s  - 


y  2__ 


f2s  +  r 


OU  bien,  en  posant  25  +  /•  =  /z. 


^    I  —  r/« 


Dans  cette  expression  de  notre  série,  n  n'est  pas  inférieur  à 
trois,  puisque  /•  et  s  sont  au  moins  égaux  à  l'unité,  et  représente 
tous  les  entiers  à  partir  de  cette  limite.  J'ajoute  que,  d'après  la 
condition  25  +  /•  =  /?,  le  nombre  variable  s  parcourt  la  série  finie 

*  =  I,  2,  3,  ...,/, 
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où  V  désigne  le  plus   grand  enlier  contenu  dans Ce  point 

établi,  j'ai  à  considérer  les  classes  ambiguës  qui  demandent  une 
attention  particulière,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu 
différent  de  celui  de  Gauss,  à  l'article  257  des  Disquisitiones 
arithmeticœ  :  De  multitudine  classium  ancipitum.  Les  formes 
réduites  sont  alors 

,o  (A,  o,  G),  A^C, 

2"  (^B,  B,  G),         2B£G, 

3-^  (A,  2B,  A),         '2B<A, 

et,  pour  un  déterminant  donné  —  N,  on  les  obtient  successivement 
comme  il  suit. 

Décomposons  N  en  deux  facteurs  et  soit 

N  =  nn', 

nous  ferons,  dans  le  premier  cas,  A=/i,  C  =  ji\  en  supposant 
n'S  n'.  Soit  donc 

ji' =  n -h  i        (i  =  o,   I,  2,    ...); 
leur  nombre  sera  le  coefficient  de  q^  dans  la  série 

ou  bien,  si  l'on  fait  la  sommation  par  rapport  à  i, 

^'  =  27^<         («  =  .,2,3,...). 

Le  deuxième  cas  nous  conduit  à  l'égalité 

2  BG  —  B^  =  nn'  ; 
d'où 


B  = /i,         2G  — B  =  Ai'        et         G 


?i  H-  n 


II  faut  donc  supposer  n'  ^  /^(mod2),  afin  que  G  soit  entier,  et 
la  condition  ;>. B<G  nous  donne  ensuite 


»/>  "^ 


Dans  le  troisième  enfin,  ayant 

A2_B2=  un', 
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nous  ferons 

\  —  ]i  =  n,         A  -t-  B  =  n\ 

d'où 

.         n'  -\-  n           -^        n'  —  n 
A  =  ,         B  =  • 

2  '2 

On  doit  prendre  par  conséquent  n'  ^  n  (mod  2),   n  <C.  n\   le 
signe  «<  excluant  l'égalité,  et  la  condition  2B<C  A  devient 

ri  <  3/i. 

De  là  résulte  que  le  second  et  le  troisième  cas  ont  en  commun 

les  conditions   n^n'  (mod  2),  n' ^  n^    mais   dans  l'un    il  faut 

supposer  n'  ^3n  et  dans  l'autre  n'  <C  3n.  Le  nombre  des  formes 

réduites  qui  appartiennent  aux  deux  cas  est  donc  le  nombre  total 

des  solutions  de  l'égalité 

N  =  nn', 

sous  les  conditions  n  <<  /i',  fi  ^  fi'  (  mod  2  ). 
Soit 

n'^n-^-ii         (f  =  i,  2,  3,    ...); 

cette  quantité  sera  par  conséquent  le  coefficient  de  rj^  dans    la 
série 

qui  se  met  immédiatement  sous  la  forme 


9 

Les  trois  suites  auxquelles  nous  venons  de  parvenir  conduisent 
ainsi  à  une  fonction  explicite  de  la  variable  q^  représentée  par  la 

somme 

S-t-Si+So, 

dont  le  développement  suivant  la  puissance  de  q  donne  le  nombre 
des  classes  de  formes  quadratiques  de  déterminant  —  N  comme 
coefficient  de  q^  {^ )• 


(')  Un  résultat  analogue  vient  de  m'ètrc  communique  par  M.  Kronecker,  sous 
la  forme  suivante  : 

V^  I  -•-  0'""*'"'  V^      ^" 

^     '  ^       ^  I  —  <7"+"  ^mà  1  —  7" 

/t  =  I,  2,  3,  . . ,,      /i' =  I,  2,  3.  . . ..  « 


La  fonction  G(/i)  qui   y  figure  a   clé  introduite   par  rillu^lre  géomclrc  dan;? 
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L'expression  qui   correspond   aux  formes  ambiguës,   S^H-So, 
peut  encore  s'écrire 


ïn 


puis,  en  séparant  dans  le  second  membre  la  partie  paire  et  la  partie 
impaire, 

^  qm''(i^q2m)        y^  q'*n' (i  ^  qin>^         ^    qn'-+n 

Dans  cette  relation  on  suppose  toujours 

71  =  1,  2,  3,   ..., 
mais  on  prend 

/?i  =  I,  3,  5,  .... 

Sous  cette  nouvelle  forme  elle  devient  susceptible  d'une  trans- 
formation que  je  vais  indiquer,  et  qu'on  tire  de  l'équation  de 
Glausen  (' ) 

^l  —  q"-  ~^       I  —  qf'- 

A  cet  effet  j'observe  qu'en  égalant  dans  les  deux  membres  les 
parties  paires  et  impaires,  on  obtient  les  égalités 


^i  —  r/2'«  ~  ^       I 


—  ^2/M 


et 

'^       ^2/i  ^      q2n       ^^q'*n'-(^i^  q'*n)        ^  2q'^'-^" 

^i  —  q'*n        ^i—  ^2/i  ~  ^        \  —  q'*'i  '    ^  i  —  q'^"^  ' 

Or  l'équation  même  de  Glausen  donne,  par  le  changement  de  q 

en  ^'"', 

'^      q'*'^      _^^  q'*'^'{\ -h- q'*")  ^ 
2mà  I  —  q'*'^  ~  ^         I  —  q'*"-        ' 


son  Mémoire  célèbre  sur  le  nombre  des  classes  différentes  de  formes  quadratiques 
de  déterminant  négatif  {Journal  de  Borchardt,  t.  57,  p.  248,  et  Journal  de 
Liouville,  1860).  Elle  ne  diffère  que  par  une  modification  légère  du  nombre  des 
classes  de  déterminant  —  n.  [  Voir  aussi  sur  cette  même  fonction  les  §  G  et  7  du 
Mémoire  sur  les  formes  bilinéaires  à  quatre  variables  {Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Berlin,  1880),  (jui  est  l'un  des  plus  beaux  et  des  plus  importants 
travaux  arilliuu'li(|ucs  de  noUc  époque] 
(')  Fiindantcnla,  p.   iS-, 
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cL,  si  l'on  rcLranclic  mcmljrc  à  membre  de  la  relalion  précédente, 
on  trouve,  après  une  réduction  facile. 


Nous  pouvons  maintenant  remplacer  dans  la  valeur  de  S,  +  S2 
les  trois  sommes  qui  y  figurent  parles  expressions  auxquelles  nous 
venons  de  parvenir;  il  vient  ainsi 


r  4  n  ytrr        n  2  « 


et,  en  simplifiant, 

.Àwà  I  ^■-^'"  ^  I  —  r/2« 


De  cette  transformation  analytique  se  conclut  immédiatement, 
sous  la  forme  la  plus  simple,  la  détermination  du  nombre  des 
classes  ambiguës  pour  un  déterminant  donné  — N. 

Supposons  d'abord  que  N  soit  un  nombre  impair  M  ;  le  coefficient 
de  q^^  est  donné  par  la  première  somme  et,  d'après  sa  propriété 
caractéristique,  a  pour  expression  le  nombre  des  diviseurs  de  M, 
que  je  désigne  suivant  l'usage  par  o(M).  Soit  ensuite  N  =  2'' M; 
la  seconde  somme,  qui  est  seule  à  considérer  dans  ce  cas,  fait  voir 

que  le  coefficient  de  q^  est  alors  ^  (  —  )  et,  par  conséquent  Ji  'f  (M). 

Cette  valeur  si  simple  du  nombre  des  classes  ambiguës  s'obtient 
également  par  la  voie  de  l'Arithmétique,  mais  la  méthode  analytique 
est  plus  rapide,  parce  qu'elle  évite  d'avoir  à  considérer  le  cas  par- 
ticulier où  N  est  un  carré,  qui  est  exceptionnel  tant  pour  les 
formes  (A,  o,  G)  que  pour  celles  des  deux  autres  espèces. 

Je  reviens  maintenant  à  la  série  Sll(/i)^",  où  H(/i)  désigne  le 
nombre  des  classes  de  déterminant  —  /z,  afin  d'indiquer  une  con- 
séquence de  l'expression  que  nous  avons  obtenue,  à  savoir 

^     ^^  ^i  —  q"^        ^i  — </2'i  ^    i  —  q'^ 

Divisons,  à  cet  effet,  les  deux  membres  par  i  —  q  et  déve- 
loppons ensuite  suivant  les  puissances  croissantes  de  q\  on  trouvera 
d'abord,  dans  le  premier,  pour  le  cocflicient  de  q^,  hi  quaiililé 

U  =  II(f) -h  11(2) -;-... +  II(N). 
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Si  l'on  fait  ensuite  usage  de  cette  équation,  que  j'ai  donnée 
ailleurs  {Acta  matheinatica,  5  :  4,  p-  3ii),  où  E(^)  représente 
l'entier  contenu  dans  x,  à  savoir 


<7' 


-i-C-:-h 


on  obtient  immédiatement 


.^y.ri^^^^^^.ri^  y.j^. 


n 


Voici  une  remarque  à  laquelle  donne  lieu  cette  forme  analytique 
de  U  par  le  symbole  arithmétique  E.  On  remarquera  que,  dans 
les  deux  premières  sommes,  le  nombre  variable  ii  a  pour  limite 
supérieure  l'entier  contenu  dans  y/JN,  que  je  désignerai  par  v.  En 
négligeant  une  quantité  qui  ne  peut  surpasser  v,  nous  pouvons 
donc  écrire 


2 


^  /  N  -4-  /i  —  Ai2\       V'  N  +  /z  —  n'^       ,.  /         I        I  I \       v2  —  V 

E  f    ■      =  >    =xNH h^-i-...+  - : 

n  )      ^^  n  \         '2       J  v/  •!. 


Jmà       \        in       J  ^111  2\  2  3  V/  4 


V 


et,  par  conséquent,  si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  de  y/N, 


E 


C   étant  la  constante   d'Euler.   A  l'égard  de  la   dernière    somme 
>  E(— —  I7  ou  1  on  doit  prendre 

5  =  1,    2,    3,     ...  et  /i=25-hl,    25-T-2,    25-1-3,     ..., 

je  représente  un  moments  et  11  par  l'abscisse  et  l'ordonnée  x  qI y 
d'un  point  rapporté  à  des  arcs  rectangulaires.  Ayant  ainsi  les 
conditions 

JK  >  207,         N  +  a:'^  —  j2^o, 

devant  de  plus  supposer  x  ç.\.  y  positifs,  on  voit  que  les  points 
considérés  sont  à  l'intérieur  d'un  secteur  hyperbolique  qui  a  j)our 
hommct  l'origine  cl   pour  côtés  h\s   j)orlions   de   l'axe    Iransvcrse 
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vl  (Je  la  droÏLo  /  =  'ax,  coinprises  entre  le  ceiiire  el  Tare  de  V\ï\- 

perbole 

N  -{-x^  —  y^  =  o. 

L'aire  de  ce  secteur  qui  s'obtient  facilement  esl 

J10US  en  tirons  cette  conséquence  qucî  h;  nombre  des  points  con- 
tenus à  son  intérieur  est  de  l'ordre  de  grandeur  de  IV;  au\ 
quantités  près  de  cet  ordre,  on  a  donc 


et,  par  conséquent, 

U  =  ^NlogN  -H^tV 

On  doit  prendre,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  série  double 
qui  figure  au  second  membre, 

5  =  1,    2,    3,        ...,  ;Z  =  25  +  I,    254-2,    2  5-1-4,        .••, 

avec  la  condition 

N  -f-52—  /l2->  (,. 

Une  évaluation  approchée  de  cette  suite  pour  de  grandes  valeurs  de 
N  est  donnée  par  l'intégrale  double 


// 


N  -h:r2— r2 

•'—  dx  ay^ 


y 

où  l'on  suppose 

y  >  2ir,       N -h  372 — j2^o; 

7tN2 

elle  est   éo^ale  à  ■>  d'où  résulte 

,,  2TCN2 

Lj  =  j 

9 

en  négligeant  les  termes  moindres.  Ce  résultat  ouvre  une  voie  pour 
parvenir  aux  belles  propositions  sur  la  valeur  moyenne  du  nombre 
des  classes  proprement  primitives,  énoncées  par  Gauss,  Disquisi- 
tiones  ariihmelicœ j  art.  302,   et  que  M.    Lipscliitz  a   le   premier 
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réussi  à  démontrer  [^Ueber  die  asymptotischen  Gesetze  von  ge- 
ivissen  GaLtungen  zalilenlheoretischer  Functionen  [Comptes 
rendus  de  U Académie  des  Sciences  de  Berlin^  i865,  p.  174)]- 


SUR  QUELQUES  FORMULES  DONNÉES  DANS  LE  COURS  D'ANALYSE 
DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  DE  M.  HERMITE; 

Par  m.  PTASZITSKY. 

Dans  son  Cours  d^ Analyse  de  l^ Ecole  Polytechnique,  p.  64, 
M.  Hermite  a  donné  plusieurs  développements  en  séries  des 
fonctions  à  plusieurs  variables.  Je  me  suis  proposé  d'expliquer  la 
manière  d'obtenir  ces  développements. 

Soit 

/•i(^,  iO=^?'r'(^0^"S     h{y.u)  =  Y.o[^\u)y'\    Mz,u)=I.^f\u)zP,    .... 
La  fonction 

(l^{x,y,z,  ...)=    /   fi{^,u)f2(j,  ii)f3izi  u)...dii 

est  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
y^  z^  On  trouve 

c{)(^,7,  Z,   ...)  =  SX(,„,  „,  p,  ...)  X'ny'^zP..., 
OÙ 

En  posant 

(1)      f^(x,  u)  =  ,       /2(y,  w)  —  -,         a  =  o,        b  =  i, 

_J  _i 

Il    i  (  I  —  u)    '^ 

on  obtient 

loir(i — x)(\  —  y)        'vi  1 .9. .3.  .  .m.  1 .5t.3, .  ./i 
'  xy  —  X — y  >^  1 .2.3.  ,  .(/^i -t- /i -r- 1)  "  ' 

_i  _i 

H-(i  — r)2(i  — ^')^ 
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l^'ciions  la  série  de  Lagrangc 

z  =  a  -\-  x(f(z), 
/(.)-/(„)  =  ^  _3-_  ^_  [cf(«)»./ïa)l 

En  (JifTérentiant  par  rapport  à  a,  on  trouve 

^,    .dz        v^  x"^  d"^  ^    ,    ,     j,      , 

^    ^  da       ^  i.i.i..  .m  da"^^^^    '       ^    '^ 

après  avoir  remplacé /'(;:;)  par  rT(5). 
Posons 

'  ^    ^  '        ^    '       i  —  ay 

On  obtient 

^  =  a  H-  37 iî^, 

( ■?.  m  -h  n) ( 9. m  -h  n  —  i ) .  . . ( m  H-  /? -f-  i ) 


?/"(7)  =  ^ 


fim+n  yti^ 


l  .'l.'i.  .  ./il 

La  valeur  g  est  celle  des  deux  racines  de  l'équation 

z  =^  a  -\-  xz^, 
qui  pour  ^  =  o  devient  égale  à  a.  Il  s'ensuit 

I  —  y/i  — ■  /\  ax        dz  i 

1  x  dx        y/ 1  —  ^ax 

la  racine  carrée  étant  prise  positivement. 
En  remarquant  que 

(i  +  v/i  —  l\ax^\\  —  \J  \.  —  l\ax^  =  .\ax, 
on  trouve 

^,    .dz  n-(i—  .\ax)  2 

I  —  2af  H-  (i  —  4  ax)' 

T-i  1  ^^        y  ^    • 

En  posant  a  ==  i  et  remplaçant  ^r  et  jk  P^i' 7-  et—?  on  obtient 

le  développement 

1  + (i — X')   2  y^  (9.771 -\- n)('2m-\- n  —  i). .  .(m  -h  n  -h  i)    , 
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Dans  le  Cours  cV Analyse,  p.  3oi,  on  rencontre  la  formule 


?/«(7)  = 


-l/2m-Hl  dy 


V/ï— 7     ^y 


-y- 


3.:j.7...C2m-4-i)L  2.4"^ 

En  calculant  la  valeur 


1 . 3 . 5 . . .  (  2  /?i  —  I  ) 

2.4  .t).  .  .XDl 


y 


1711 


on  obtient 


arc  cos 


fl>(^'^) 


l/n 


X 


xy^ 


\/x{\~x){i—y-^) 
Après  avoir  remplacé  y'^  par  —  ?  on  trouve 


arc  COSI 


—  X 

■7 


^  I  _i_  |(^  H_  1^)  _^  r^  /  ^2  _^  |ay  -H  '^^y'- 


)^(\~  x){x — y)  ^'^ 


2. 


Pour  obtenir  le  développement  de  la  fonction 


arc  cos 


{i-yf 


(i-r)" 


1  _i 

i  +  (i  —  x)'^         i-t-(i  —  or)   2_ 


on  pose 


s/y{i  —  x){x  —  y) 
-y  yttn-^idy  T         T.3.5...C2mH-i  )    ^^ 


r/y 


—  I      r-'  v^" 

o'n{y)=  j==    I       ^^—  ,  

7\/i-7Vo      \/i-7'        -^/i__;^2  2.4-b...U/^i-i-'^^,Vo    \/'-7- 


ct  l'on  remplace  jK^  par  —  dans  le  résultat  final 
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IIERMITE.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

I  vol.  in-4°;  i^G  p.  Paris,  Gauthier- Villars,  i885. 

Depuis  plusieurs  années,  M.  Hcrmitc  a  ofTcrt  à  radmiratlon 
des  géomètres,  sous  le  titre  qui  précède,  un  nombre  considérable 
de  résultats;  ceux-ci  étaient  dispersés  dans  les  Comptes  rendus; 
le  public  savant  sera  heureux  de  les  trouver  réunis.  C'est  rendre 
à  l'éditeur  un  grand  et  juste  hommage  que  de  dire  que  le  Volume 
qu'il  nous  présente  est  digne,  par  la  beauté  de  l'exécution  typo- 
graphique, des  matières  qu'il  contient. 

Le  Bulletin  a  eu  bien  des  fois  l'occasion  de  parler  des  Appli- 
cations des  fonctions  elliptiques  ;  la  plupart  des  articles  qui  les 
composent  ont  été  analysés  avec  détail  à  mesure  qu'ils  parais- 
saient; il  convient  aujourd'hui  d'essayer  d'en  résumer  l'esprit  et 
d'en  montrer  l'unité. 

C'est  l'étude  approfondie  de  l'équation  de  Lamé 

et  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  qui 
est  le  véritable  sujet  du  Livre.  A  ce  sujet  viennent  se  rattacher  des 
applications  à  la  Mécanique,  le  problème  de  la  rotation  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de 
forces  extérieures,  le  pendule  sphérique,  l'élastique  et  diverses 
applications  analytiques  parmi  lesquelles  les  plus  considérables  se 
rapportent  à  des  types  d'équations  différentielles  linéaires  à  coef- 
ficients doublement  périodiques  et  à  intégrales  uniformes.  Il  suffira 
au  lecteur,  pour  connaître  la  façon  dont  l'auteur  renouvelle  les 
sujets  qu'il  traite,  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  applications  à  la 
Mécanique. 

On  sait  que  M.  Henni  te  désigne  sous  le  nom  àa  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  seconde  espèce  des  fonctions  uniformes 
F(^),  sans  points  singuliers  essentiels  à  distance  finie,  jouissant 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  \.  (Février  i886.)        '  .i 
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des  propriétés  que  définissent  les  équations 

¥{x-\--2iK')  =  ix'F{xy 

Les  constantes  [J-,  [jJ  sont  les  multiplicateurs.  Telle  est  la  fonc- 
tion 

ir(o)H(:r-l- w)e>^^ 


/(^)  = 


H(to)H(^) 


OÙ  w  et),  sont  des  constantes.  Cette  dernière  fonction  qui,  dans 
le  rectangle  des  périodes,  n'a  qu'un  pôle  simple,  pour  x  =  o,  avec 
un  résidu  égal  à  un,  joue,  dans  la  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce,  le  rôle  à^élément  simple.  En 
remarquant  que,  pour  une  détermination  convenable  des  con- 
stantes \  to,  la  fonction  de  z 

^{z)=.¥{z)f{x-z) 

est  une  fonction  doublement  périodique  de  z  et  en  écrivant  sim- 
plement que,  dans  le  rectangle  des  périodes,  la  somme  des  résidus 
est  nulle,  on  parvient  à  la  formule 

F(^)  =  2[A/(^  -  a)  +  AiD^/(^  _  a)  +. . .+  KT^^f{x  -  a)], 

où  la  sommation  se  rapporte  à  tous  les  pôles  a  de  la  fonction  F(^) 
dans  le  rectangle  des  périodes  et  où  les  constantes  A,  Ai ,  .  .  . ,  A,^ 
relatives  à  l'un  de  ces  pôles  a  sont  définies  par  le  développement 

F(a  +  s)  =  As-i  -t-  Al  De£-i  -\-  AoDl  s-i  + . . . 

cette  formule  de  décomposition  joue  un  rôle  prépondérant  dans 
toutes  les  applications  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques de  seconde  espèce;  elle  contient  comme  cas  particulier 
la  formule  analogue  de  décomposition  pour  les  fonctions  double- 
ment périodiques  ordinaires,  donnée  jadis  par  M.  Hermite  dans  la 
célèbre  Note  du  Traité  de  Lacroix.  Signalons  en  passant  les  belles 


(')    Les  symboles   K,  K',  comme  plus  loin  0.  Il,  B,.  II,.    ...,  ont    les  significa- 
rions  adoptées  dans  les  Fundamenla  nova. 
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conséquences  qu'en  tire  l'auteur  en  l'appliquant  aux  (ouctlons 

,.,     ,        e(x-ha)e(.v-^ô)...ë(x-\-  l)ef^ 

l(x)=   — ^ j 

_  U(x^a)U(T-v-  h)..  .\\(x-^  l)e'-^ 

déjà  considérées  dans  la  lettre  à  M.  Heine  sur  l'intégration  de 
l'équation  de  Lamé  {^Journal  de  Crelle,  t.  89)  et  ce  lait  essentiel 
pour  la  suite  que,  en  traitant  par  le  même  moven  la  fonction 

y  =  /iS  ?,n'^xy{x,  lo), 
OÙ 

H'/    \TI/                     \           ©'((>))  ....         iTZM 

(0)H(.r  -h  (1))      -; U--«K')-H— — 

'-^  '    ^        e((o)e(d7)  ' 

on  voit  que  la  fonction  ^^  vérifie  l'équation 

-^  =  (2  A-2  sn2;r  —  I  — /c2 -+- /rs  sn2  w)r, 
dx^  -^ 

en  sorte  que  l'on  olDtient  parla  formule 

y  =  Gx(^,  w)  -\-  G'7(—  a-,  w), 

où  G  et  G'  sont  des  constantes  arbitraires,  la  solution  complète  de 

l'équation  différentielle  qui  précède,  équation  qui  n'est  autre  que 

l'équation  de  Lamé,  pour  /i  =  i ,  les  constantes  Ji  et  co  étant  liées 

par  la  relation 

/i=  — I  — /:2  — A-2sn2w. 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe,  quand  il  n'y  a  pas  de  forces  accélératrices,  dépend  de  cette 
équation  de  Lamé,  précisément  dans  le  cas  de  n  =  i .  M.  Hermite 
parvient  directement  à  l'expression  des  neuf  cosinus  a,  6,  c;  a\ 
h\  d \  o!\  b" ,  c"  des  angles  que  les  axes  fixes  (x,  y,  z)  font  avec 
les  axes  mobiles  (?,  t).  Ç),  sans  passer  par  les  angles  d'Euler.  En 
prenant  pour  l'axe  des  ;:;  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement,  on  obtient  immédiatement  les  cosinus  a".,  b'\  d'  sous 

la  forme 

en  i<  ,„       dn  ?/  ,,       sniodriM 

a  = 1  b  = -,  c  =  — ^ ; 

en  co  en  co  ?  en  co 

(0  est  une  constante,  a  est  le  temps  t  multiplié  par  un  facteur  con- 
stant. M.  Hermite,  pour  déterminer  les  autres  cosinus,  introduit. 
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comme  l'avait  déjà  fait  M.  Brill,  les  quantités 

\  =  a  -\-  ia\         B  =  ^  H-  ib\         G  =  c  H-  ic'  ; 


on  trouve  sans  peine 


QX\{U  —  ^)^^ 


B=  —^^ ^A,        G== 


sn{u  —  w)  isn(a  —  to) 

en  sorte  que  tout  revient  à  la  détermination  de  A;  l'auteur  y  par- 
vient de  deux  manières,  d'abord  par  un  procédé  élémentaire,  qui 
repose  uniquement  sur  la  décomposition  en  éléments  simples 
d'une  fonction  doublement  périodique  ordinaire,  puis  en  montrant 
que  la  quantité  A,  multipliée  par  un  facteur  exponentiel,  vérifie 
une  équation  de  Lamé,  dans  le  cas  de  /i  =  i  ;  les  résultats  précé- 
demment obtenus  pour  cette  équation  fournissent  immédiatement 
les  formules  de  Jacobi.  Après  quelques  indications  sur  les  résul- 
tats obtenus,  dans  cette  théorie,  par  Chelini  et  par  ^l.  Siacci, 
l'auteur  s'occupe  de  l'herpoloïde,  pour  laquelle  il  donne  les  ex- 
pressions de  l'arc,  de  l'aire,  du  rayon  de  courbure;  les  questions 
analogues  sont  ensuite  résolues  pour  la  courbe  décrite  par  un 
[)oint  quelconque  du  corps  solide. 

Le  problème  de  la  rotation  est  ensuite  repris  par  une  méthode 
nouvelle,  qui  permet  de  garder  dans  les  calculs  une  symétrie  par- 
faite; je  me  contenterai,  en  laissant  de  côté  le  problème  méca- 
nique, de  signaler  quelques  résultats  analytiques  importants. 

Adoptant  la  seconde  notation  de  Jacobi,  oi^i  les  symboles  Oo,  0,, 
O2,  B3  remplacent©.  H,  H,,  0,,  M.  Hermite  introduit  les  fonctions 

où  a  et  X  sont  des  constantes,  où  R^  est  le  résidu  relatif  au  pôle 
n  zz=  o,  où  enfin  l'indice  s  doit  être  pris  suivant  le  module  4  ;  ce 
symbolisme  permet  de  n'employer  qu'un  seul  système  de  formules 
pour  les  quatre  fonctions  8.  Ces  fonctions  peuvent  évidemment 
servir  d'éléments  simples  pour  la  décomposition  des  fonctions 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce  qui  admettent  les 
mêmes  multiplicateurs;  en  appliquant  cette  méthode  aux  fonc- 
•ions  /Â  cn/<  <I>.ç(w),  /r  sn  w  <I>^(m),  «dn^^  <Iij(w),  et  en  remplaçant, 
pour  la   symétrie,  ikcxxu^  Asnif,  i  dnit  par  U|,  U2,  U3,  on  arrive 
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au  résultat  suivant  :  les  fonctions 

V  ^       --(£,-+-2,4,) 

A3  =  ^',.^     2  , 

où  l'on  a  posé 

£,  =  X-f-D«logO,_5(a), 

vérifient  les  équations  linéaires  du  second  ordre 

D2  X,  -  D„  logUi  D„X,  —  (of  H- 5,  D„  logU, -4- U?)X,  =  o, 
0^X2-  D„  logU^D^X^  -  (5|  -^  82 D„  IogU2-+-  Ui)X2  =  o, 
D2X3  -  D„  logUaD.Xa  -  (Sf  +  Ô3  D,  I00U3 -f-  U2)X3  =  o, 


en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

Ol  =    2(^.V  -24-5)»  ^2="2(£5  —  ^1-5);  C»3=2(-A-  —  ^3-5)» 

et  les  intégrales  générales  de  ces  équations  sont  respectivement 

6,(^^-4- a)    -"i)„iog6,_,0,_,  G2+,(t<  — rt)    ^i)ai"&0,_,0,_, 

Xo  =  t  — ^— — ^ —  c     2  _+.  (^  ^^ — ^ ç  2 

A3  —  Li  — ^— - — - —  e     ^  +  (j  — — - — e-  ; 

on  a  mis  en  général  8^  à  la  place  de  Oj(a). 

La  forme  de  ces  équations  ou  d'autres  analogues  et  de  leurs 
intégrales  conduit  naturellement  à  la  recherche  de  types  d'équa- 
tions différentielles  linéaires,  à  coefficients  doublement  pério- 
diques et  à  intégrales  uniformes;  M.  Picard  a  fait  remarquer  que 
les  intégrales  de  pareilles  équations  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce.  A  cette  occasion,  M.  Hermite  pose 
la  question  suivante. 

Soit  en  général 


f{u)  = 


H(?0©(w) 


la  fonction   doublcFuent  périodique    de    seconde    espèce    la  plus 
générale  admettant  pour  seul  pôle  w  ==  o  ;  désignons  pary^(w)  ce 
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que  devient  f{u)  quand  on  y  remplace  les  constantes   to,  \  par 


to 


,,  \p  :  si  l'on  pose 


Cnfnilf-), 


et  si  l'on  forme  l'équation  dlflérentielle  linéaire  d'ordre  n  qui 
admet  y  comme  intégrale  complète, 

on  reconnaît  sans  peine  que  les  coefficients  de  cette  équation  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  avec  le 
pôle  11=^0  d'ordre  de  multiplicité  n  +  i,  sauf  pour  le  premier, 
pour  lequel  l'ordre  de  multiplicité  est  /i,  en  sorte  qu'on  est  amené 
à  poser 


*o(w) 


=  const.  + 


A]  sn^i 


sn  u  sn{u  —  «j) 
A2  sn  «2 


A„  sn  a , 


sn  u  sï){u  —  «2) 


sn  II  sn(  zi  —  ctn) 


Inversement,  étant  donnée  une  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  n  dont  les  coefficients  ont  la  forme  qui  précède,  à  quelles 
conditions  doivent  satisfaire  les  constantes  A  pour  que  l'intégrale 
complète  de  celte  équation  soit  une  fonction  uniforme  de  w? 
M.  Hermite  résout  complètement  la  question  dans  le  cas  de 
/i  =  2,  il  intègre  explicitement  le  type  d'équations  différen- 
tielles linéaires  auquel  il  parvient  ainsi,  savoir 


Lsn  u  èn{ii 

[A  snc 
sn  w  sn(a 


a) 


snb  1    , 

;n  u  sn{ii  —  ^  )  J 


Bsn6 


a) 


ou 


A  ^ 


B  = 


snu  sn{u  - 
sn  b 


sna  sn(a 
sna 


sn6  sn(6  —  a ) 


b)        sii'{a  —  b) 
-G, 


Gj7  =  o, 


^) 


et  vérifie  sur  cet  exemple  particulier  le  théorème  de  M.  Picard. 
L'intégration  de  cette  équation  conduit  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion de  Lamé  pour  /i  =.  2. 

Quant  au  |)roblème  général  qu'on  vient  de  poser,  M.  ïlermite 
le  restreint  à  la  recherche  des  équations   du  tvpc  considéré  pour 
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lesquelles  ^I*o('^)  ^c  réduit  à  une  constante,  ainsi  que  cela  a  lieu 
pour  l'équation  de  Jyanié.  C'est  un  problème  qu'a  traité  M.  Miltag- 
Leffler  dans  un  Mémoirfî  insén';  dans  les  Annall  dl  Malcmatlcay 
2*  série,  t.  XI,  et  analysé  dans  le  Bulletin,  s>/  Série,  t.  VIII, 
'j^  Partie,  p.  190.  M.  Herinite  résume  les  résultats  obtenus  par  le 
géomètre  suédois. 

Avant  de  traiter  le  cas  général  de  l'équation  de  Lamé,  M.  Her- 
mite  développe  deux  applications  relatives  à  la  Mécanique  :  l'une 
concerne  \  élastique  ;  l'autre  le  pendule  s|)hérique. 

L'étude  de  l'élasti(pie  se  fait  encore  complètement  au  moyen  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  à  pôle 
unique;  M.  Hermite  traite  successivement  le  cas  où  la  courbe  est 
plane  et  celui  où  elle  est  gauche;  il  donne  dans  cette  dernière 
supposition  les  expressions  des  rayons  de  courbure  et  de  torsion 
et  signale  un  cas  particulier  où  le  rayon  de  torsion  est  constant. 

Quant  au  problème  du  pendule  spliérique,  sa  solution  dépend 
de  l'intégration  de  l'équation  de  Lamé  dans  le  cas  de  /z  =  2  ;  les 
constantes  sont  déterminées  explicitement. 

Les  dernières  pages  des  Applications  sont  consacrées  à  l'étude 
de  la  solution  de  l'équation  de  Lamé 

^  -  [/i(Ai  -+-  i)A-2  sn2a^  4-  h\y  =  o, 

dans  toute  sa  généralité.  Les  méthodes  de  M.  Fuchs,  jointes  au 
théorème  de  M.  Picard,  montrent  que  l'intégrale  de  cette  équation 
est  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  et  per- 
mettent de  l'obtenir  ainsi  par  des  procédés  généraux;  l'auteur  dé- 
veloppe toutefois  une  solution  directe  cpii  permet  de  résoudre 
entièrement  le  difficile  problème  de  la  détermination  explicite  des 
constantes. 

Il  établit  d'abord  qu'on  vérifie  l'équation 

^-^  =  L^sî^  ^ '' F' 

en  posant 

I  Al  lu 

y  = 1 — h. ..H .  -f- . . . , 


lorsqu'on   [)rcnd   pour   les   coefficients   //,,    //o,    ...,  I/i,    ...    de- 
valeurs  convenables  qui  s'expriment  au  moyen  de  n  et  de  //,  pui: 
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que,  en  faisant 

OÙ  y{oo)  a  la  même  signification  qu'au  début  de  cet  article,  on 
satisfait  à  l'équation  de  Lamé  par  les  expressions 

ou 

suivant  que  Ton  a 

/J  =  2  V  OU  ;i  =  '2  V  I  , 

en  choisissant  convenablement  les  constantes  \  et  to;  dès  lors  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  de  Lamé  sera  donnée  par  la  formule 

y=  C¥{x)-\-a¥{—x\ 

pourvu  toutefois  que  le  rapport  des  deux  fonctions  F(x),  F( — x) 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante.  Cette  dernière  circonstance,  qui 
se  présente  quand  les  valeurs  absolues  des  multiplicateurs  [i.  et  ]x' 
de  F(^)  deviennent  égales  à  l'unité,  correspond  au  cas,  traité  par 
Lamé,  oi^i  l'équation  différentielle  est  vérifiée  par  des  fonctions 
doublement  périodiques  ordinaires  5  une  étude  spéciale  de  ce  cas 
est  nécessaire. 

Pour  en  revenir  au  cas  général,  tout  est  ramené  à  exprimer  to  et 
\  au  moyen  des  données  ji  et  h\  la  méthode  précédemment  expli- 
quée fait  dépendre  la  détermination  de  ces  constantes  d'équations 
algébriques  en  sno)  et  A;  mais  la  complication  de  ces  équations, 
que  M.  Hermite  traite  toutefois  dans  le  cas  de  /i  =  3,  ne  permet 
guère  d'espérer  qu'on  puisse  en  tirer  une  solution  générale.  C'est 
par  une  voie  tout  autre,  ayant  son  point  de  départ  dans  l'étude  du 
produit  des  deux  solutions  F(.r),  F( — x)  que  M.  Hermite  par- 
vient à  la  solution  cherchée;  ce  produit,  mis  sous  la  forme 

^^{x)  =  {—iy^ix'F{x)F(—x), 

est  une  fonction  doublement  périodique  ordinaire,  qui  s'exprime 
linéairement  au  moyen  desn^^et  de  ses  dérivées,  les  coefficients 
étant  des  })olynômcs  entiers  en  h  que  l'on  sait  former  cxplicilc- 
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inenL;  on  parvient  ensuilc  à  rexprcssion  <\c  la  (jiianlilc 

/n  =  (-  i)«+i  !x'[ F(.r)  F'(-  x)  -i-  F'(^)  r(-  X)], 

(jui,  en  vertu  d'une  proposition  élémentaire,  doit  se  réduire  à  une 
constante.  N  est  en  effet  un  polynôme  entier  en  h  de  degré  2/i  -+-  i  ; 

puis,  finalement,  sn-co  et -^  s'ohlicnoent  sous  forme  de  fracli(jns 

^  s/n 

rationnelles  en  h. 

La  supposition  N  =  o  entraîne  la  conséquence 

F(.r) 

— =  const. 

l{-x) 

c'est  une  circonstance  dont  on  a  parlé  plus  haut  :  on  a  de  cette 
façon  les  valeurs  de  A  pour  lesquelles  elle  se  présente. 

M.  Hermite  a  dédié  son  Livre  à  la  mémoire  de  C-V.  Borcliardl. 

J.  T. 


JMÔBIUS.  —  Gesammelte  Werke.  Erstcr  lîand.   i  vol.  in-8";  xx-G33  pages. 

Leipzig,  Hirzel,  i885. 

La  réimpression  des  Œuvres  de  Mobius  était  assurément  dési- 
rable; les  géomètres  qui  ont  retrouvé  ou  développé  ses  doctrines 
ne  doivent  ni  faire  oublier  son  nom,  ni  détourner  ceux  qui  étudient 
les  Mathématiques  de  la  lecture  de  ses  écrits;  longtemps  encore  le 
commerce  de  ce  génie  si  personnel  sera  profitable.  Il  faut  donc 
savoir  gré  à  la  Kojiigl.  Sachs.  Gesellscliaft  der  Wissenschafteii 
de  l'édition  qu'elle  nous  offre  ;  c'est  d'ailleurs  un  devoir  pieux  que  la 
savante  Société  remplit  envers  l'un  de  ses  plus  illustres  fondateurs. 

Le  premier  Volume  des  Œuvres  de  Mijbius  contient  le  Bary- 
centrisclie  Calcul  el  divers  Mémoires  de  Géométrie.  Il  commence 
par  une  intéressante  Préface  de  M.  Baltzer,  qui  a  retracé  la  vie  de 
Mobius  et  analysé  rapidement  ses  principaux  travaux. 

Le  Calcul  harycentriciue  a  été  le  premier  titre  de  gloire  de 
Mobius.  L'Auteur  paraît  bien  avoir  eu  le  premier  une  idée 
nette  du  principe  des  signes  :  la  chose  en  tous  cas  n'est  guère 
douteuse  pour  ce  qui  concerne  les  signes  à  attribuer  aux  aires  et 
aux  volumes.  C'est  lui  qui,  le  premier,  a  introduit  des  coordonnées 
homogènes,  les  coordonnées  barjcentriques,  les  poids  (positifs  ou 
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négatifs)  qu'il  faudrait  placer  aux  sommets  du  triangle  ou  du 
tétraèdre  de  référence  pour  que  le  point  que  l'on  veut  déterminer 
fût  le  centre  de  gravité  du  système  de  ces  poids;  dans  beaucoup 
de  questions,  ces  coordonnées  sont  les  plus  avantageuses.  C'est  lui 
qui  a  fait  le  premier  l'étude  du  rapport  anharmonique,  de  la  trans- 
formation collinéaire  (homographique)  et  de  V affinité  qui  en  est 
un  cas  particulier.  L'égalité  est  elle-même  un  mode  particulier  de 
l'affinité.  Mobius  regarde  comme  égales  deux  figures  dont  l'une 
est  égale,  au  sens  ordinaire  du  mot  ou,  pour  parler  comme  lui, 
égale  et  congruente  à  la  symétrique  de  l'autre;  il  fait  observer 
que,  pour  faire  coïncider  deux  pareilles  figures,  il  faudrait  à  l'es- 
pace une  dimension  de  plus.  M.  Baltzer  remarque  plaisamment,  à 
ce  sujet,  que  Mobius  ne  soupçonnait  probablement  pas  le  parti 
que  les  Spirites  prétendraient  un  jour  tirer  de  cette  doctrine. 
Enfin,  la  dernière  Section  du  Calcul  bary ce n trique,  consacrée  à 
l'étude  des  coniques  regardées  comme  des  courbes  rationnelles, 
est,  aujourd'hui  encore,  pleine  d'intérêt. 

La  lecture  du  Calcul  ^a/yce/i^rig^e  paraît  avoir  offert  quelques 
difficultés  aux  contemporains  de  l'Auteur;  M.  Baltzer  cite  un 
passage  du  Bulletin  de  Férussac  où  Cauchy  s'exprime  ainsi  :  «  Il 
ne  nous  est  pas  facile  de  donner,  par  forme  d'extrait,  une  idée 
satisfaisante  à  nos  lecteurs  de  cet  Ouvrage,  où  tout  est  nouveau, 
aussi  bien  la  forme  que  le  fond,  les  idées  aussi  bien  que  les  nota- 
lions  et  les  termes.  C'est  une  autre  méthode  de  Géométrie  analy- 
tique dont  les  bases  sont  assurément  moins  simples;  ce  n'est  que 
par  une  étude  plus  approfondie  qu'on  peut  décider  si  les  avantages 
de  cette  méthode  en  compensent  les  difficultés.  »  Les  notations  de 
Mobius  semblent  aussi  avoir  effrayé  Gauss,  au  moins  pendant  un 
moment.  Aujourd'hui,  que  les  idées  de  Mobius  sontdans  le  domaine 
public  des  géomètres,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  se  familiariser 
avec  ses  notations.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  paroles  de  Cauchy  sont 
faites  pour  consoler  les  auteurs  de  comptes  rendus  des  peines 
qu'ils  éprouvent  parfois  à  parler  des  livres  nouveaux.  Ils  ont  der- 
rière eux  un  exemple  singulièrement  illustre. 

Parmi  les  Mémoires  contenus  dans  ce  premier  Volume,  il  con- 
vient de  citer  particulièrement  les  suivants  : 

Sut'  une  certaine  relation  dualistique  entre  les  figures  de 
l'espace. 
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Sur  la  composition  des  rotations  infiniment  petites. 

Le  litre  du  second  Mémoire  indique  suffisamment  son  objet;  les 
matières  qu'il  contient  sont  entrées  dans  l'enseignement  classique. 
Quant  au  premier,  on  y  trouvera  d(';veloppée  l'étude  de  ce  genre 
de  réciprocité  entre  un  point  et  un  plan  qui  résulte  de  la  considé- 
ration d'un  complexe  linéaire.  C'est  l'équivalent  du  premier  Cha- 
pitre de  la  Neue  Géométrie  des  Raumes  de  Pliicker.  Mijbius  avait 
antérieurement  touché  ce  sujet  dans  une  Note  intitulée  :  deux  té- 
traèdres peuvent-ils  être  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  l'un  à 
l'autre? 

C'est  M.  Baltzer  qui  s'est  chargé  de  l'édition  de  ce  premier  Vo- 
lume. La  publication  du  second  Volume,  qui  sera  sans  doute  ter- 
minée quand  ces  lignes  paraîtront,  est  dirigée  par  M.  Klein.  Il 
contiendra  divers  Mémoires  de  Géométrie.  La  Statique  et  les  tra- 
vaux de  Mécanique  céleste  paraîtront  dans  les  tomes  III  et  IV,  que 
préparent  MM.  Klein  et  Scheibner.  J.  T. 


LANGE  (J.).  —  Die  Beruiirungskreisiî  eines  ebenen  Dreiecks  lnd  deren 
Beruhrungskreise.  —  Wissenscliaflliclie  Bcilairc  zum  Proi2;ranim  dcr  Fric- 
drichs-Werderschen  Oberreaischule.  Berlin,  1884.  In-4°,  19  pages,  3  Tables 


lithogr. 


Dans  chaque  Traité  de  Géométrie  élémentaire,  on  trouve  des  pro- 
positions sur  les  points,  dits  remarquables,  d'un  triangle  :  les  points 
où  se  rencontrent  respectivement  les  hauteurs,  les  médianes,  les 
bissectrices,  les  perpendiculaires  menées  parles  milieux  des  côtés. 
M.  Lange  augmente  refifectif  de  ces  théorèmes  en  considérant  dans 
son  Mémoire  un  grand  nombre  d'autres  points  intéressants  et  non 
moins  remarquables.  Ce  sont  les  points  d'intersection  de  trois  li- 
gnes qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  et  des  cercles  in- 
scrits au  triangle,  respectivement  aux  centres  de  ces  cercles,  aux 
sommets  du  triangle,  aux  milieux  des  côtés,  au  centre  du  cercle 
circonscrit,  ou  bien  entre  eux. 

Le  travail  se  divise  en  deux  Chapitres  dont  le  premier  dévelo[>pe 
les  relations  de  position,  le  second  celles  de  mesure.  Les  n''^"  i-10 
servent    à  établir  l'existence  des  points  en  question    et    à  mon- 
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Lrer  qu'ils  se  rangent  en  plusieurs  groupes,  chacun  situé  sur  une 
droite.  Les  numéros  suivants  s'attachent  à  un  Mémoire  de 
M.  SchroLer  \^Enveiterung  elniger  bekannten  Elgenschaften 
des  ehenea  Dreiecks  (.Tourn.  far  Math.,  t.  68,  p.  208)];  M.  Lange  y 
enseigne  des  constructions  très  simples  qui  conduisent  à  certaines 
droites  importantes  :  elles  touchent  au  même  point  le  cercle  des 
neuf  points  et  un  quelconque  des  cercles  inscrits.  De  là  11  conclut 
c[ue  ceux-ci  sont  touchés  par  celui-là  (théorème  de  Feuerbach). 
Cette  recherche  fait  encore  voir  d'autres  droites  passant  trois  à 
trois  par  le  même  point,  et  des  points  situés  trois  à  trois  sur  une 
droite.  En  joignant  (n^^  21-23)  les  points  où  se  touchent  le  cercle 
des  neuf  points  et  les  cercles  inscrits,  on  parvient  à  des  propositions 
sur  ces  lignes.  Enfin  la  construction  des  seize  cercles  qui  touchent 
les  cercles  inscrits  pris  trois  à  trois  montre  qu'ils  passent  trois  à 
trois  par  un  quelconque  des  points  déjà  mentionnés  et  que  certains 
rayons  de  ces  circonférences  menés  par  ces  points  sont  perpen- 
diculaires aux  côtés  du  triangle. 

Le  second  Chapitre  développe  les  calculs  qu'on  doit  effectuer 
pour  arriver  aux  relations  métriques  les  plus  importantes  qui  sub- 
sistent pour  les  segments  des  droites  engendrés  par  les  points 
considérés.  Signalons  surtout  les  cinq  équations  groupées  dans 
un  Tableau  à  la  fin  du  JMémoire,  pour  les  rayons  des  seize  cercles 
mentionnés;  équations  non  moins  élégantes  et  d'une  nature  aussi 
simple  que  les  relations  connues  pi  +  p2  +  p3 —  p  =  4''  •  •  •  • 

L'auteur  facilite  la  lecture  du  travail  par  une  notation  choisie 
selon  un  principe  lucide;  l'exactitude  de  ses  figures  aide  à  en  saisir 
les  propriétés.  Comme  il  n'a  mis  en  jeu  que  les  ressources  de  la 
Géométrie  élémentaire  en  dédaignant  même  l'emploi  delà  Trigo- 
nométrie, SCS  développements  sont  bien  appropriés  à  servir  de 
problèmes  pour  les  élèves  qui  ont  terminé  leur  cours  de  Géomé- 
trie plane  :  c'est  ce  point  de  vue  qui  a  décidé  M.  Lange  à  achever 
et  à  publier  ce  genre  de  recherches. 
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MÉLANGES. 

NOTE    SUR  LES   EXPRESSIONS    QUI,   DANS  DIVERSES    PARTIES   DU    PLAN, 
REPRÉSENTENT  DES   FONCTIONS  DISTINCTES; 

I'au  m.  j.  i.i;iw;n. 

Dans  les  premières  Leçons  de  son  Cours,  professé  à  l'Université 
de  Berlin  pendant  le  semestre  d'hiver  1 884-1 885,  M.  Kronec- 
ker  a  exposé  le  problème  de  la  résolution  des  équations,  et  a 
montré  qu'il  revient  à  la  recherche  d'une  expression  qui  représente 
indififéremment  une  des  variables  ^,,  X2,  . . .,  Xn  comme  fonction 
des  quantités /^  ,/2,   .  .  .^  f,i  définies  par  l'équation  identique 

X^—fxX'^-^  -^f'2^'^~-  —  ■  •  ■—  fii=  {X  —  X^){X  —  X^).  .  .{X  —  Xa). 

M.  Kronecker  a  insisté  sur  cette  manière  de  concevoir  le  pro- 
blème, et  il  a  ajouté  qu'on  la  rencontre  déjà  dans  les  travaux 
fondamentaux  de  Vandermonde.  Puis,  passant  à  la  résolution 
algébrique,  il  a  remarqué  que  l'on  cherche  ordinairement  à  for- 
mer les  fonctions  de  f\,f2^  •••>/«  ^^i  doivent  représenter  une 
quelconque  des  variables  x  au  moyen  des  équations  binômes. 
Comme  une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  ces  équations 
est  de  ne  contenir  qu'un  seul  paramètre,  on  est  conduit  à  généra- 
liser la  question  de  la  résolution  algébrique  en  employant  quelques 
autres  équations  auxiliaires  possédant  la  même  propriété. 

Pour  bien  éclaircir  ces  considérations  préliminaires,  M.  Kro- 
necker, traitant  le  cas  des  équations  du  second  ordre,  a  exposé 
la  méthode  ordinaire  qui  conduit  à  l'expression 

représentant  indilférerament  x^  et  .ro  à  l'aide  du  signe  y/,  c'est- 
à-dire  d'une  fonction  y/^,  définie  par  l'équation  binôme 

r'^  =  t  ; 

puis,  il  a  donné  l'expression 

.r,-|-  Xi 


i-i-  w  r^ 


xi  -f-  xfi 


XyX'i 
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représentant  aussi  indifTéremment  .r,  et  x^^  si  l'on  définit  la  fonc- 
tion d'un  seul  paramètre  W(^)  par  l'équation 

ou  par  la  fraction  continue 

W(0=  — '—. 


t  — 


t  — 


Cette  remarque  m'a  rappelé  une  expression  dont  je  me  suis 
occupé  il  y  a  quinze  mois,  et  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de 
celle  que  nous  allons  développer. 

De  l'équation  du  second  ordre 

X'^ — {Xx-\-  OC2.)OC  -\- XiX2^=  Oj  t 

ayant  pour  racines  les  deux  quantités  œ^  et  x-2,   on  déduit  immé- 
diatement 

X\  Xo 

X  =  Xx-\-  X^ '-  j 

X 

en  prenant  pour  x  une  quelconque  de  ces  deux  racines  x^  et  X2' 
On  est  ainsi  naturellement  amené  à  rechercher  si  la  fraction 
continue  périodique 

(n  a  =  ^Ti -T- d^o —  ■ 

^  -■  .ri  x^ 

Xi  -+-  Xo  — 


est  convergente  et  si  elle  représente  l'une  de  ces  deux  racines 

Kien  n'est  plus  facile  que  l'étude  de  cette  expression  (i).  Dé- 
signons, en  effet,  par  a,;  sa  réduite  d'ordre  n\  nous  avons  évidem- 
ment 

'^n+\  —  -^l  -T-  X2 —  , 

d'où  résulte  la  relation 

([ui  exprime  que  les  valeurs  a,;  et  a/^n-i  sont  liées  par  une   relation 
liomographique. 


I 
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D'après  un  tlioorcmc,  très  souvent  appliqué  dans  la  (jéonictiie 
projectivc,  cette  relation  est  équivalente  à  la  suivante  : 


«/i-H—  "J-      _     .  '^n  -  -  '^ 


a«+i  —  ^  'J-n  —  '^ 


a'  et  a"  désignant  les  cooi'donnécs  d<'s  (lcu\  points  doubles  de  cette 
liomograpliie  et  c  étant  une  constante  facile  à  calculer. 

Mais  les  points  doubles  sont  donnés  par  les  racines  x^  et  ^j,  et 
l'on  obtient  aisément 


a,,.,,  —  .r,         .7-,  a„  — .r, 


d'oi!i  il  résulte 


OU,  parce  que  ay  =  .^j  -h  ^2? 


7  +  1  -î"!  /  X-i 


'^fi'i-l  —  ^2  V-^l 


n-h2 


Si  maintenant  le  module  de  ^,  est  plus  grand  que  celui  de  Xo, 
cette  quantité  deviendra  infiniment  petite  pour  les  valeurs  infini- 
ment croissantes  de  n,  et  la  quantité  a,;^,  se  rapprochera  indéfi- 
niment de  la  limite  .r,,  de  telle  sorte  que,  dans  ce  cas,  l'expres- 
sion (i)  est  convergente  et  représente  la  valeur^,. 

Si  les  modules  des  deux  quantités  ^,  et  X2   sont  égaux,  l'ex- 

pression  (  —  j        n'a  pas  de  limite,  et  par  conséquent  la  fraction 

continue  (i)  sera  divergente. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  ce  résultat  que  l'expression  (i) 
converge  vers  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  deux  quantités 
Xi  et  Xo^  dont  les  modules  sont  supposés  différents,  etnous  avons 
une  expression  uniforme  composée  de  fonctions  sjmétriques  des 
deux  quantités  Xi  et  X2,  représentant  une  seule  de  ces  deux  quan- 
tités. 

Nous  en  pourrions  déduire  un  grand  nombre  de  conséquences, 
mais  je  ne  veux  en  signaler  que  les  suivantes  : 

(a)  Si  l'on  regarde  Xi  =  z  comme  variable  complexe,  et.r2=  (f 
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comme  conslanle,  on  a  l'expression 

az 


a 


qui  est  convergente  si  le  point  représentant  dans  le  plan  la  quan- 
tité z  ne  se  trouve  pas  sur  la  circonférence  ayant  le  point  zéro  pour 
centre  et  passant  par  le  point  a;  si  le  point  z  se  trouve  à  l'intérieur 
de  ce  cercle,  l'expression  (2)  est  constante  et  égale  à  a,  et  s'il  se 
trouve  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  elle  est  égale  à  z. 

(b)  L'expression  (2)  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  que 
l'on  obtient  en  prenant  pour  ^,  et  Xo  deux  fonctions  rationnelles 
de  z  quelconques  'f  (^  )  et'^(^),  de  telle  sorte  que  l'on  a 

o(z)<l(x) 


o(^)^^(^)-,..,;^iî'f 


et  le  plan  des  z  se  subdivisera  en  diverses  régions  de  telle  façon 
que,  dans  les  unes,  l'expression  (3)  est  égale  à  'f(-ï^),  dans  les 
autres  à'J>(.r),  suivant  que  le  module  de  o{z)  ou  celui  de  '^(z)  est 
le  plus  grand  dans  la  région  considérée. 

(c)  Prenons,  par  exemple, 

l'expression  a  nous  donnera  ou  z -\-  i  ou  z  —  i,  suivant  que  :;  se 
trouve  ou  à  droite  ou  à  gauche  de  l'axe  imaginaire,  de  telle  sorte 
que  l'expression  a  —  z  nous  donnera  le  signe  de  la  partie  réelle 
de  z,  celle-ci  étant  supposée  différente  de  zéro,  et  si,  en  particu- 
lier, z  est  réelle  et  égale  à  ^,  elle  nous  donnera  le  signe  de  la 
quantité  œ  elle-même,  ce  que  nous  exprimons  par  la  formule 

:r'^—  I 


IX 

2X 


On  voit  que  l'on  en  peut  déduire  une  infinité  d'expressions  pré- 
sentant des  coupures  de  représentation,  et  cela  d'une  manière 
[)lus  simple  que  toutes  les  autres  connues  jusfju'à  présent. 
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Le  lecteur  a  déjà  aperçu  (jiic  J'existencc  d'expressions  représen- 
tant des  fonctions  distinctes  se  déduit  immédiatement  des  consi- 
dérations que  nous  avons  rappelées  au  commencement. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  fr(juvé  une  expression  uni- 
forme 

X  =  V(«2,,  «2 an) 

représentant  une  racine  quelconque  de  l'équation 
x^ —  «i^«-i-4-  a=iX'^-'^  — .  .  .±:  a^=  o, 

expression  convergente  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  r/,. 
rto,  .  .  .  ,  cini  à  l'exception  de  certains  systèmes  singuliers  consti- 
tuant une  variété  d'ordre  (/?  —  i).  D'après  le  principe  de  Vander- 
monde,  on  peut  remplacer  dans  cette  expression  les  coefficients  il 
parles  n  fonctions  symétriques/, , /o?  ''-if ni  des  n  variables  in- 
dépendantes x^,  cTo,  .  .  .,  x,i  et  l'expression  uniforme 

sera  convergente  en  général  et  aura  pour  valeur  une  racine  x^  dé- 
terminée. 

Si  l'on  y  substitue  des  fonctions  rationnelles  '^\{z),  '^^i'-) 

'o,i{z)  au  lieu  de  ^1,^0?  •••?  ^n-,  on  obtient  une  expression  uni- 
forme en  ^,  qui,  dans  diverses  parties  du  plan  des  z.  représente 
les  diverses  fonctions  '-dj^^z). 

11  me  semble  que  c'est  la  voie  la  plus  naturelle  pouvant  nous 
amener  à  des  expressions  affectées  de  coupures,  expressions  dont 
on  a  donné  de  nombreux  exemples  dans  les  derniers  temps. 

Berlin,  juillet  i885. 


LE  RÉSUMÉ  HISTORIQUE  DE  PROCLUS; 
1>AR  M.  Paul  TANNIiHY. 

J'aborde  maintenant  le  long  fragment  iiistorique  inséré  par  Pro- 
clus  dans  la  seconde  partie  de  son  Prologue  (p.  64-70):  je  vais 
donner  la  traduction  intégrale  de  ce  texte  capital  pour  Thistoire 
de  la  Géométrie;  j'examinerai  ensuite  à  (pielles  sources  Proclus  a 
du  puiser  en  réalité  et  ce  qu'il  peut  avoir  tiré  de  son  propre  fonds. 
Bull,  des  Sciences  inathém.,  2'"  sorio,  l.  \.  (  tVvricr  1S86.)  \ 
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a  (').  ((  Il  convient  désormais  de  parler  de  l'orij^ine  de  la  Géo- 
métrie dans  la  période  actuelle;  car,  comme  Fa  dit  le  surhumain 
Aristote,  les  mêmes  pensées  sont  venues  à  plusieurs  reprises  aux 
hommes  suivant  certaines  périodes  déterminées  de  l'univers,  et  ce 
n'est  pas  de  notre  temps,  ou  dans  celui  que  nous  connaissons  par 
l'histoire,  que  les  sciences  se  sont  constituées  pour  la  j)remière 
fois;  mais  elles  apparaissent  et  tour  à  tour  disparaissent  suivant  les 
retours  de  révolutions  célestes,  dont  on  ne  peut  assigner  le  nombre 
pour  le  passé  ni  pour  l'avenir.  C'est  donc  pour  la  période  actuelle 
seulement  qu'il  faut  considérer  les  commencements  des  arts  et  des 
sciences. 

h>  ((  Nous  dirons  que,  suivant  la  tradition  générale,  ce  sont  les 
Egyptiens  qui  ont  les  premiers  inventé  la  Géométrie,  et  qu'elle  est 
née  de  la  mesure  des  terrains,  qu'il  leur  fallait  sans  cesse  renou- 
veler à  cause  des  crues  du  Nil  qui  fait  disparaître  les  bornes  des 
propriétés. 

c.  ((  Il  ne  faut  pas  s'étonner  qu'un  besoin  pratique  ait  occasionné 
l'invention  de  cette  science  ou  des  autres,  puisque  tout  ce  qui 
est  soumis  à  la  génération  procède  de  l'imparfait  au  parfait;  il  v  a 
donc  progrès  naturel  de  la  sensation  au  raisonnement,  de  celui-ci 
à  l'intelligence  pure.  De  même  donc  que  la  connaissance  exacte 
des  nombres  a  commencé  chez  les  Phéniciens  à  la  suite  du  trafic  et 
des  transactions  auxquelles  ils  se  livraient,  la  Géométrie  a  été  in- 
ventée par  les  Egyptiens  pour  la  raison  que  j'ai  dite. 

d.  ((  Thaïes,  le  premier,  ayant  été  en  Egypte,  en  rapporta  cette 
théorie  dans  l'Hellade  ;  lui-même  fît  plusieurs  découvertes  et  mit 
ses  successeurs  sur  la  voie  de  plusieurs  autres,  par  ses  tentatives 
d'un  caractère  tantôt  plus  général,  tantôt  plus  restreint  au  con- 
cret. 

e.  «  Après  lui,  Mamercos  (2)  (Mamertinos?)  frère   du   poète 


(1)  La  subdivision  du  texlc  en  paragraphes  marques  par  des  lettres  est  destinée 
à  faciliter  les  renvois  ultérieurs. 

(')  La  Icron  des  manuscrits  est  douteuse  :  Mamertinos  est  la  forme  donnée 
[)ar  Suidas:  le  fraj;mcnt  pscudo-licronicn   poiic  INIanicrlios. 
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Stésichorc,  est  mentionne  comme  s'élanl   enllamiiK'  jxxir  la  (jéo- 
niétrie,  et  Ilippias  d'I'^lls  rapporte  qu'il  s'v  fit  de  la  réputation. 

y*.  ((  Après  eux,  Pvllia^ore  transforma  celte  étude,  et  en  fit  un 
enseignement  libéral;  car  il  remonta  aux  principes  supérieurs  et 
rechercha  les  théorèmes  abstraitement  et  pai  rintelligence  pure; 
c'est  à  lui  que  l'on  doit  la  découverte  des  irrationnelles  et  la  con- 
struction des  figures  du  cosmos  [les polyèdres  réguliers^. 

g.  «  Après  lui,  Anaxagore  de  Clazomène  s'occupa  de  diverses 
questions  géométriques,  de  même  qu'OEnopide  de  Chios,  un  peu 
plus  jeune  qu'Anaxagore;  Platon,  dans  sesRiçaux,  fait  mention  de 
tous  deux  comme  de  mathématiciens  en  réputation. 

II.  ((  Puis  devinrent  célèbres  en  Géométrie  :  Hippocrate  de 
Chios,  l'inventeur  de  la  quadrature  de  la  lunule  et  Théodore  de 
Gyrène.  Hippocrate  fut  le  premier  qui  composa  des  Eléments. 

i.  «  Après  eux  vécut  Platon  qui  fit  prendre  aux  Mathématiques 
en  général,  à  la  Géométrie  en  particulier,  un  essor  immense,  grâce 
au  zèle  qu'il  déploya  pour  elles,  et  dont  témoignent  assez  ses  écrits 
tout  remplis  de  discours  mathématiques,  et  qui,  à  chaque  instant, 
éveillent  l'ardeur  pour  ces  sciences  chez  ceux  qui  s'adonnent  à  la 
philosophie. 

/.  ((  Vers  le  même  temps  vivaient  Léodamas  de  Thasos,  Arcliy- 
las  de  Tarente,  et  Théétète  d'Athènes,  qui  augmentèrent  le  nombre 
des  théorèmes  et  en  firent  un  ensemble  plus  scientifique;  Néoclide 
(plus  jeune  que  Léodamas)  et  son  disciple  Léon,  qui  agrandirent 
singulièrement  les  connaissances  antérieures,  en  sorte  que  Léon 
put  composer  des  Eléments  très  supérieurs  par  le  nombre  et  l'im- 
portance des  démonstrations;  ce  fut  aussi  lui  qui  inventa  les  dis- 
tinctions (ctopiapLoi),  quand  le  problème  cherché  est  possible  et 
quand  il  est  impossible  (^). 

Â-.    «  Eudoxe  de  Gnide,  un  peu  plus  jeune  que  Léon,  et  disciple 


(1)  Dans  les  ouvrages  classiques,  toutes  les  fois  qu'un  problème  est  astreint, 
pour  être  possible,  à  certaines  conditions,  celles-ci  sont  insérées  dans  l'énoncé  du 
problènne  sous  la  rul)ri([iic  :  ceï  6y)  (il  faut  que).  Kilos  constituent  ce  ({u'oii  ap- 
pelle le  Siopiofj.ô;. 
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des  amis  de  Platon,  augmenta  le  premier  le  nombre  des  théorèmes 
dits  généraux  ;  il  ajouta  trois  nouvelles  analogies  aux  trois  an- 
ciennes (  M,  et  fît  progresser  les  questions  relatives  à  \di  section  (-), 
questions  soulevées  par  Platon  et  pour  lesquelles  il  fit  usage  des 
analyses. 

l.  «  Amjclas  d'Héraclée,  disciple  de  Platon,  IMénechme,  élève 
d'Eudoxe  et  de  Platon,  Dinostrate,  frère  de  Ménechme,  perfection- 
nèrent l'ensemble  de  la  Géométrie.  Theudios  de  Magnésie  s'acquit 
une  réputation  singulière  dans  les  Mathématiques  comme  aussi  dans 
les  autres  branches  de  la  Philosophie;  il  rédigea  d'excellents  ^/e- 
ments  et  rendit  plus  générales  diverses  définitions  (3).  Athénée 
de  Cyzique  vécut  à  la  même  époque  et  fut  célèbre  comme  mathé- 
maticien, en  particulier  comme  géomètre.  Tous  ces  savants  se  réu- 
nissaient à  l'Académie  et  faisaient  leurs  recherches  en  commun. 

ni.  ((  Hermotime,  de  Golophon,  poursuivit  les  découvertes  d'Eu- 
doxe et  de  Théétète,  trouva  diverses  propositions  des  Eléments, 
et  composa  une  partie  des  Lieux.  Philippe  de  Medma  (^),  disciple 
de  Platon  qui  le  tourna  vers  les  Mathématiques,  fit  des  recherches 
suivant  les  indications  de  son  maître,  mais  il  se  proposa  aussi 
toutes  les  questions  qu^il  crut  utiles  pour  la  philosophie  de  Platon. 
C'est  jusqu'à  ce  Philippe  que  ceux  qui  ont  écrit  les  histoires  con- 
duisent le  développement  de  la  Géométrie. 

n.  ((  Euclide,  l'auteur  des  Eléments,  n'est  pas  beaucoup  plus 
jeune;  il  a  mis  en  ordre  divers  travaux  d'Eudoxe,  amélioré  ceux  de 


(')  L'ariLliinéliquc,  la   gconiéLriquc  et  l'harmonique;  eelles   d'Eudoxe   sont  dé- 
finies par  les  relations  suivantes  entre  le  moyen  m  et  les  extrêmes  a'>  b  : 

a  —  m        b  a  —  ni        b  o       <^  —  ^^        ^'^ 

2°      j  —  — ;  3° 


m  —  b       a  '  îïi  —  b       m  '  m  —  b        a 

('^)  La  section  en  moyenne  et  extrême  raison,  d'après  Bretschncider,  dont  l'opi- 
nion a,  depuis,  été  généralement  admise;  la  section  des  corps  ronds,  d'après 
l'interprétation  antérieure  que  je  montrerai  être  la  plus  probable. 

(')  Le  texte  est  douteux;  peut-être  :  «  rendit  plus  générales  diverses  proposi- 
tions particulières  ». 

(*)  M£Ô(i.aîoç  doit  certainement  être  lu  au  lieu  de  Mevôaïoç;  mais  il  ne  semble 
pas  qu'il  faille  distinguer  ce  Philippe  de  celui  dit  ordinairement  d'Opunle.  {Voir 
IJni.cKii,  Sonnenkrcise  dcr  Alleti  (lîerlin,  iS63),  p.  3'|-/|0. 
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Tiicétètc,  et  aussi  donné  des  doinonslralions   irrc('utal)l('s  pour  ce 
que  ses  prédécesseurs  n'avaient  pas  assez  rigoureusement  piouvé. 

o.  «  Euclidc  vivait  sons  PioN'mh'c  1,  car  il  est  mciitinim(';  par 
Archimède,  qui  naquit  vers  la  fin  du  règne  de  ce  souveiain,  et 
d'autre  part  on  rapporte  que  Ptolémée  demanda  un  jour  à  Euclide 
s'il  n'y  avait  pas  pour  la  Géométrie  de  route  plus  courte  que  celle 
des  Eléments  ;  il  eut  cette  réponse  :  a  11  n'y  a  pas  en  Géométrie 
de  chemin  fait  pour  les  rois  ».  Euclide  est  donc  plus  récent  que 
les  disciples  de  Platon,  mais  plus  ancien  qu'Eratostliène  et  Archi- 
mède, car  ces  derniers  étaient  contemporains,  comme  Eratostliène 
le  dit  quelque  part. 

p.  «  Euclide  était  d'ailleurs  Platonicien  d'opinion,  et  bien  fa- 
milier avec  la  philosophie  du  Maître  :  aussi  s'est-il  proposé  comme 
but  final  de  l'ensemble  de  ses  Eléments,  la  construction  des 
figures  appelées  platoniciennes  [les  cinq  polyèdres  réguliers). 

q.  «  Il  y  a  de  lui  nombre  d'autres  Ouvrages  de  Mathématiques, 
écrits  avec  une  singulière  exactitude  et  pleins  de  science  théorique. 
Tels  sont  ses  Optiques^  ses  Catop triques,  ses  Eléments  de  Mu- 
sique, et  encore  son  livre  sur  les  Divisions  (  '  ). 

/".  ((  Mais  on  admire  singulièrement  ses  Eléments  de  Géométrie, 
pour  l'ordre  qui  y  règne,  le  choix  des  théorèmes  et  problèmes  pris 
comme  éléments  (car  il  n'a  nullement  inséré  tous  ceux  qu'il  pouvait 
donner,  mais  bien  seulement  ceux  qui  sont  susceptibles  déjouer  le 
rôle  d'éléments),  et  aussi  la  variété  des  raisonnements,  conduits  sui- 
vant tous  les  modes  et  produisant  la  conviction,  tantôt  en  partant  des 
causes,  tantôt  en  remontant  des  faits,  mais  toujours  irréfutables, 
exacts,  et  du  caractère  le  plus  scientifique.  Ajoutez  tous  les  ])rocé- 
dés  de  la  dialectique  :  la  méthode  de  division  (SiaipsTixTi),  dans  la 
reconnaissance  des  espèces,  celle  de  définition  (ôpia-rix-r,),  dans  les 
raisons  en  essence,  Vapodictique,  dans  les  marches  des  principes 
au  cherché,  M  analytique ,  dans  celles  inverses,  du  cherché  aux 
principes.  Le  même  Traité  nous  montre  encore,  exactement  distin- 
guées, les  diverses  espèces  des  réciproques,  tantôt  plus  simples, 


(')    L'Ouvrage  géoinélrique  copie  par  Maliomct  de  Bagdad,  dans  le  Traitr  de 
rncme  titre  qui  fait  partie  de  rédiliun  d'iùiclide  par  Grégory. 
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tantôt  plus  composées,  en  tant  que  la  réciprocité  peut  avoir  lieu, 
soit  de  la  totalité  à  la  totalité,  soit  de  la  totalité  à  la  partie,  ou  in- 
versement, soit  enfin  de  partie  à  partie.  Parlerons-nous  de  la  teneur 
continue  de  l'inA^ention,  de  l'économie  et  de  l'ordre  des  antécédents 
et  des  conséquents,  de  la  puissance  avec  laquelle  il  établit  chaque 
point?  Si  tu  veux  y  ajouter  ou  retrancher,  tu  reconnaîtras  que  tu 
t'écartes  de  la  science,  et  te  laisses  emporter  en  dehors,  vers  l'er- 
reur ou  l'ignorance. 

s.  «  Nombre  de  choses,  à  vrai  dire,  paraissent  bien  offrir  la  vé- 
rité, et  découler  des  principes  de  la  science,  mais  s'écartent  de  ces 
principes  vers  Terreur  et  trompent  les  esprits  superficiels.  Euclide 
a  donc  aussi  donné  les  procédés  qu'emploie  l'intelligence  clair- 
voyante, et  grâce  auxquels  il  est  possible  d'exercer  les  débutants 
dans  l'étude  de  la  Géométrie,  à  reconnaître  les  paralogismes  et  à 
éviter  les  erreurs.  C'est  dans  l'écrit  qu'il  a  intitulé  ^'suSapia  que  ce 
travail  a  été  accompli,  qu'il  a  énuméré  séparément  et  en  ordre  les 
divers  genres  de  faux  raisonnements,  exerçant  pour  chacun  notre 
intelligence  par  des  théorèmes  de  toute  sorte,  où  il  oppose  le  vrai 
au  faux,  et  où  avec  la  preuve  il  fait  concorder  la  réfutation  de 
l'erreur.  Ainsi  ce  Livre  a  pour  but  la  purification  et  l'exercice  de 
rintelligence,  tandis  que  les  éléments  sont  un  guide  sûr  et  ac- 
compli pour  la  contemplation  scientifique  des  objets  de  la  Géo- 
métrie. » 

2.  D'ordinaire,  on  reconnaît  comme  empruntée  à  Eudème  la  par- 
lie  de  ce  fragment  (b-m)  qui  concerne  les  temps  antérieurs  à 
Euclide;  mais  on  admet  que  cet  emprunta  été  fait  par  Proclus, 
car  il  est  trop  clair  qu'en  tout  cas  nous  n'avons  pas  le  texte  même 
d'Eudème,  et  l'on  considère  le  commentateur  d'Euclide  comme 
ayant  rédige  toute  la  partie  (fis)  relative  à  l'auteur  des  jE^lé- 
ments. 

Je  vais  essayer  de  montrer  que  le  fragment  tout  entier  appartient 
à  Geminus,  sauf  les  quelques  légères  altérations  que  Proclus  a  pu 
se  permettre. 

En  premier  lieu,  j'appelle  l'attention  sur  le  paragraphes;  ce  sin- 
gulier hors-d'œuvre  ne  correspond  pas  à  une  doctrine  assez  invé- 
térée chez  Proclus,  pour  qu'on  puisse  croire  qu'il  Tait  écrit  sans  y 
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avoir  été  au  moins  Incite*  par  (jiiclqiic  auteur  qu'il  avait  sous  les 
yeux.  L'autorité  d'Aristote  ne  doit  pas  non  plus  nous  fîiiie  illusion, 
quoique  le  Staf;irite  dise  bien  quel(jue  cho^c  (jllrl n/j h.,  XI,  8,  i3) 
qui  justifie  suffisam/nent  la  citation  de  Proclus;  ce  n'est  point  là 
une  doctrine  du  Lycée  ('),  et  un  tel  développement  serait  aussi 
singulier  dans  Vllistoii'e  géométrique  d'Eudème  (ju'il  Test  dans 
Proclus.  La  croyance  qu'indique  ce  paragraphe  est  au  contraire 
bien  connue  comme  faisant  partie  des  dogmes  stoïciens;  nous  de- 
vons donc  soupçonner  là  la  main  de  Geminus,  sauf  à  laisser  à  Pnj- 
clus  la  mention  d'Aristote. 

Passons  maintenant  à  la  partie  du  fragment  qui  concerne  Euclide  ; 
les  mentions  précises  d'Eudoxe  et  de  ThééttVte  {n)^  dont  Proclus 
n'a  certainement  pas  les  ouvrages,  indiquent  assez  que,  pour  ce  qu'il 
dit  d'Euclide,  il  a  encore  une  autorité  postérieure  à  Eudème. 

La  petite  discussion  chronologique  (o),  sur  l'époque  où  vivait 
Euclide,  ne  peut  être  de  Proclus,  homme  qui  se  contente  toujours 
de  s'en  référer  à  la  tradition;  elle  répond  au  contraire  tout  à  fait 
aux  habitudes  du  temps  de  Geminus,  alors  que  la  chronologie  ve- 
nait à  peine  de  se  fonder.  Cette  discussion  nous  prouve  d'ailleurs 
une  chose,  c'est  que  son  auteur,  quel  qu'il  soit,  n'en  savait  pas  plus 
que  nous  sur  les  dates  de  la  vie  d'Euclide. 

Je  ne  m'arrête  pas  au  renseignement  (/?)  que  Proclus  aurait  pu 
tenir  d'une  tradition  quelconque,  ni  à  la  liste  {q)  incomplète  des 
Ouvrages  attribués  à  Euclide  et  que  nous  avons  encore  (-),  mais  je 
relève  la  digression  {s)  sur  les  Pseudaria.  Evidemment  Proclus  en 
parle  comme  s'il  avait  l'Ouvrage  entre  les  mains  ^  qui  peut  croire 
cependant  que  de  son  temps  un  livre  dont  nous  ne  trouvons  ail- 
leurs qu'une  seule  mention  (^)  ait  été,  comme  il  semble  le  dire, 
encore  suivi  dans  l'enseignement?  Qui  peut  croire  qu'un  commen- 


(')  Aristote,  comme  Platon,  qui  admet  de  même  des  périodes  successives  de  ci- 
vilisation aboutissant  à  des  cataclysmes,  croit  en  tout  cas  que  la  race  humaine 
n'est  pas  déLvuitc  et  conserve  des  traces  des  connaissances  antérieures. 

(^)  Cependant,  si  les  Données  et  les  Porismes  n'y  figurent  pas,  c'est  sans  doute 
parce  que  Geminus  se  réservait  d'en  parler  plus  loin  et  qu'il  l'avait  fait  après 
l'endroit  où  Proclus  s'est  arrêté;  les  Divisions  ne  méritaient  pas  une  mention  plus 
détaillée.  Quant  aux  Phénomènes,  leur  omission  ici  ne  peut  étonner. 

(')  Alexand.  Aplirod.  in  Arist.  (joçktt.  èXfyy.-  (Venise,  1020),  fol.  25,  B.  Peut-être 
aussi  le  scholiaste  tlu   Thcélèle  de  Platon.  1  |i   l>. 
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lateiir  d'Euclide  ait  possédé  un  pareil  Ouvrage,  sans  en  rien  tirer 
pour  une  seule  remarque,  même  incidente?  11  y  a  certes  là  une 
des  preuves  les  plus  palpables  que  le  fragment  est  copié  en  son 
entier,  et  dès  lors,  à  qui  peut-il  être  emprunté,  si  ce  n'est  à  Gemi- 
nus? 

Quant  à  l'éloge  àes  Eléments  qui  j)récède  (;-),  il  suffît  de  remar- 
quer que,  dans  le  commentaire  de  Proclus,  il  n'est  nullement  à  sa 
place;  il  se  comprend  très  bien  au  contraire  dans  le  plan  que  paraît 
avoir  suivi  Geminus,  parlant  des  Ouvrages  d'Euclide  après  avoir 
brièvement  rappelé  les  travaux  antérieurs,  et  commençant  ainsi 
l'exposé  des  théories  géométriques  en  relevant  les  mérites  de  l'œuvre 
classique  où  se  trouvaient  développés  les  éléments  de  ces  théories. 

3.  Nous  possédons  dès  maintenant  des  motifs  suffisants  pour 
penser  que  c'est  à  Geminus  également  que  Proclus  emprunte  Je 
résumé  de  l'histoire  antérieure  à  Euclide,  et  que,  s'il  vient  origi- 
nairement d'Eudème,  c'est  Geminus  qui  a  fait  le  premier  extrait. 
Examinons  donc  ce  résumé  plus  attentivement  et  cherchons  à  dis- 
cerner, dans  cette  hypothèse,  s'il  n'y  a  pas  d'autre  trace  nous  in- 
diquant que  Proclus  n'avait  nullement  Eudème  sous  la  main. 

Tout  d'abord,  écartons  une  question  préjudicielle  :  on  nous 
parle  [m)  de  ceux  qui  ont  écrit  les  histoires.  Geminus  avait-il, 
lui,  à  sa  disposition  d'autres  historiens  qu'Eudème? 

On  répète  souvent,  d'après  Diogène  Laërce  (V,  4^,  5()),  que 
Théophraste,  comme  Eudème,  disciple  d'Aristote,  avait,  lui  aussi, 
composé  quatre  Livres  à'' Histoires  géométriques,  six  à' Histoire 
astrologique,  un  à^ Histoires  arithmétiques.  Mais,  comme  Usener 
l'a  remarqué  le  premier,  il  est  probable  que  cette  donnée  nous 
fournit  seulement  le  nombre  de  livres  historiques  composés  par 
Eudème,  le  seul  sous  le  nom  duquel  soient  citées  de  telles  his- 
toires, tandis  que  Théophraste  n'est  cité  que  comme  auteur  (^His- 
toires physiques  (seize  Livres),  et  que  les  quelques  renseignements 
qui  proviennent  en  outre  de  lui  sur  l'histoire  astronomique  doivent 
être  empruntés  à  des  écrits  spéciaux,  comme  celui  sur  le  Ciel,  etc. 
Il  suffit  d'ajouter  que  le  prétendu  catalogue  des  écrits  de  Théo- 
phraste est  formé  de  quatre  listes  successives  par  ordre  alphabé- 
tique, dont  la  troisième  et  la  quatrième,  qui  parlent  des  Histoires 
mathématiques,   ne   contiennent  aucun  ouvrage  authentique  de 
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l'auteur  des  Caractères,  mais  seulement  des  écrits   dr  l;i  mrni»- 
école. 

La  mention  que  fait  également  Diogène  Lacrce  (IV,  i3j  de  cinq 
Livres  Ilepi  Yeo)[7.£Tpwv  (sur  les  géomètres),  qu'aurait  écrits  Xéno- 
crate,  disciple  de  Platon  et  contemporain  d'Kudème,  n'est  guère 
plus  acceptable.  Aucune  trace  ne  se  rencontre  ailleurs  d'un  |)areil 
écrit  dont  le  titre  peut  être  corrompu  et  lu  Ilcpi  yewixETpixoiv  (sur 
la  Géométrie);  d'autre  part,  il  semble  que  la  source  de  iJiogène 
Laërce  ait  réuni  sous  ce  titre  commun  cinq  Livres  distincts  qui  sont 
énumérés  ensuite,  et  dont  aucun  n'a  de  caractère  historique  (*). 

Mais,  si  Eudème  est  le  seul  historien  de  la  Géométrie  avant  Eu- 
clidc,  comment  Geminus  aura-t-il  pu  emplover  le  pluriel? 

Il  est  aisé  devoir  que,  quoique  Eudème  ait  été  la  source  princi- 
pale, comme  le  témoigne  assez  l'exclusivisme  de  la  liste  des  géo- 
mètres nommés  (-),  Geminus  a  du  chercher  d'autres  renseigne- 
ments que  les  siens,  sinon  chez  des  historiens  spéciaux  qui 
n'existaient  pas,  au  moins  chez  les  écrivains  qui  pouvaient  com- 
pléter Eudème,  et  cela  suffit  pour  justifier  l'expression  dont  il  s'est 
servi. 

On  le  soupçonne,  quand  on  rencontre  dans  le  fragment  la  tradi- 
tion sur  les  débordements  du  Nil  (6),  qui  remonte  à  Hérodote,  et 
l'attribution  aux  Phéniciens  de  l'invention  de  l'Arithmétique  (c). 
Sur  ces  deux  points,  en  effet,  le  fragment  s'écarte  de  l'opinion 
formelle  d'Aristote  {Metapli.^  1,  i),  qui  voit  dans  les  loisirs  des 
prêtres  égyptiens  la  cause  déterminante  de  la  formation  première 
des  Mathématiques.  Platon  admettait  également  et  à  juste  titre 
que  la  science  des  nombres  venait  originairement  de  TEgvpte; 
enfin,  quand  Jamblique  nous  dit  que  Thaïes  emprunte  aux  Egyp- 
tiens sa  définition  de  l'unité,  il  nous  fournit  un  renseignement  qui 
doit  venir  plus  ou  moins  directement  d'Eudème  et  qui  contredit 
également  la  prétendue  origine  phénicienne. 


(*)  Je  remarque  incidemment  que  le  PcrigèneSy  auteur  d'un  ouvrui^c  sur  les 
Mathématiques  chaldéennes,  cité  par  le  scholiaste  d'Apollonius  (  iSesselmann,  p.  i-.>), 
est  évidemment  Epigènc  de  Byzancc,  dont  parlent  Sénèque  et  Pline. 

(^)  Notamment  l'omission  de  Déniocrile;  il  est  bien  peu  croyable  d'ailleurs 
qu'en  dehors  d'Athènes  ou  de  l'Académie,  il  n'y  ait  pas  ou  un  nom  à  citer  à  partir 
d'Hippocrate  de  Chios.  La  Sicile  notamment  a  dCi  avoir  des  ijéomclres  entre  Ma- 
mercos  et  Archimcde,  quand  elle  a  eu  des  astronomes  originaux  comme  lùphanle 
et  Hicétas. 
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On  reconnaît,  d'autre  part,  une  source  particulière  utilisée  par 
Geminus,  quand  on  voit  citer  (e)  llippias  d'Elis  à  propos  de  Ma- 
mercos.  Cette  citation  ne  peut  en  effet  appartenir  à  Proclus  qui 
n'avait  point  certainement  l'ouvrage  d'Hippias;  si  elle  était  d'Eu- 
dème,  Geminus  ne  l'aurait  pas  sans  doute  conservée  dans  l'extrait, 
tandis  qu'il  aura  voulu  donner  une  preuve  de  son  érudition,  en 
parlant  d'un  géomètre  omis  par  le  disciple  d'Aristote.  Au  reste,  la 
mention  du  polygraphe  Hippias  devait  probablement  se  référer  à 
des  vers  du  poète  Stésichore,  et  n'a  donc  pas  de  valeur  historique 
réelle. 

La  mention  des  Rivaux  de  Platon  [g)  conduit  aux  mêmes  con- 
clusions; à  la  rigueur,  elle  aurait  pu  être  faite  par  Proclus;  mais, 
comme  le  dialogue  est  apocryphe,  cette  citation  n'est  certainement 
pas  d'Eudème,  tandis  que  Geminus  pouvait  déjà  la  faire. 

A  la  vérité,  Eudème  avait  parlé  d'OEnopide  ;  nous  sommes  donc 
conduits  à  supposer  qu'il  avait  omis  Anaxagore,  et  que  c'est  ce 
dernier  que  Geminns  aura  voulu  placer,  d'après  le  témoignage 
qu'il  invoquait,  à  côté  de  l'astronome  de  Ghios.  11  est  certain  pour- 
tant que  ce  témoignage  est  d'autant  plus  insuffisant  qu'il  concerne 
une  discussion  astronomique  et  non  pas  géométrique  :  nous  n'avons 
pas  de  preuves  valables  en  fait  qu'Anaxagore  se  soit  sérieusement 
occupé  de  Géométrie  (').  Son  Ouvrage  sur  la  perspective,  men- 
tionné par  Vitruve,  pouvait  ne  pas  réclamer  des  connaissances  bien 
étendues,  et  le  trait  rapporté  par  Plutarque  {de  ExsiUo,  G.  1 7),  qu'il 
composa  dans  sa  prison  une  Quadrature  du  cercle,  s'il  n'est  pas 
inventé  à  plaisir,  ne  prouve  nullement  qu'Anaxagore  fût  à  la  hau- 
teur, comme  géomètre,  même  des  sophistes  Antiphon  et  Bryson. 
En  tout  cas,  sa  conception  du  monde  semble  bien  prouver  que  ses 
connaissances  géométriques  n'étaient  pas  au  niveau  de  son  origi- 
nalité comme  physicien. 

Dans  la  suite  du  fragment,  nous  reconnaissons  aussi  dans  le  re- 
tour perpétuel  aux  Eléments  la  main  d'un  auteur  qui  recherche 
les  origines  de  l'œuvre  d'Euclide,  qui  lui  est  donc  postérieur.  C'est 
bien  le  même  qui  va  rapprocher  (;«)  de  cette  œuvre  les  travaux 


(')  Pas  ])his  (|uc  les  autres  physiciens  de  recelé  ionique  après  Thaïes.  L"ô).y); 
rfc(j)|jicTpia;  ÛTTOT'jTTœGiv  sociHev  de  Suidas  sui"  Anaxiniandre  doit  sans  doute  se 
l'apporit  r  ;i  la  li,:;uialit)ii  de  la  Terre  sur  une  luappeniomlc.  ([ui  fui  IVeuvre  du 
Miir-sien. 
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d'Eudoxe  et  de  Théélètc;  il  en  ii  lu  rcîxposilioii  détaillée  dans  Eu- 
dème  et  il  résume  ainsi  son  imprc^ssion,  de  même  qu'il  l'a  fait  j)lus 
haut  à  plusieurs  reprises.  La  façon  (Jonl  il  parle  des  Lieux  ii  pro- 
pos d'IIermotine  [m)  est  bien  aussi  d'un  écrivain  au  temps  du(piel 
ce  sujet  comprenait  une  matière  consid(''rahle,  tandis  (pi'au  temps 
d'Eudème  on  commençait  seulement  à  l'aborder. 

Je  me  résume  :  les  renseignements  que  i'ournit  notre  fragment 
pour  les  temps  antérieurs  à  Euclide  étaient  épars  dans  les  quatre 
Livres  d'Eudème,  composés  sans  doute  par  ordre  des  matières,  sui- 
vant l'usage  de  son  école.  Si  Proclus  avait  eu  ces  Livres  entre  les 
mains,  il  n'aurait  point  fait  l'extrait  que  nous  avons,  et  il  nous  au- 
rait fourni  en  temps  et  lieu  beaucoup  plus  de  détails  tirés  d'Eu- 
dème que  nous  n'en  trouvons  malheureusement  chez  lui.  Tout,  au 
contraire,  indique  la  main  de  Geminus,  pour  lequel  cet  extrait, 
avec  le  morceau  qui  suit  sur  Euclide,  forme  un  ensemble  rentrant 
naturellement  dans  le  cadre  qu'il  s'était  tracé;  nous  avons  donc 
assez  de  probabilités  pour  pouvoir  lui  attribuer  la  totalité  du  frag- 
ment historique. 

4.  Il  me  reste  à  indiquer  une  conséquence  importante  qui  s'en- 
suit relativement  à  un  témoignage  de  ce  fragment  relatif  à  Platon 
et  à  Eudoxe  (A). 

Bretschneider  a  pensé  que  la  section  dont  il  est  parlé  dans  ce 
passage  était  la  section  d'une  ligne  en  moyenne  et  extrême  raison, 
et  qu'Eudème  avait  en  vue  les  théories  du  Livre  XIll  d'Euclide,  sur 
les  polyèdres  réguliers,  lequel  débute  précisément  par  des  théo- 
rèmes où  intervient  cette  division  en  moyenne  et  extrême  raison  et 
pour  lesquels,  à  côté  des  démonstrations  d'Euclidc;,  les  manuscrits 
en  ont  conservé  d'autres,  par  analyse  et  synthèse.  Ce  seraient  là, 
d'après  lui,  des  débris  des  analyses  d'Eudoxe. 

Contre  cette  dernière  conclusion,  lleiberg  a  objecté  très  juste- 
ment que  ces  démonstrations  ne  peuvent,  philologiquement  jku- 
lant,  être  regardées  que  comme  l'œuvre  d'un  scholiaste  très  pos- 
térieur à  Euclide.  Mais  la  thèse  générale  elle-même,  quoique  très 
séduisante,  surtout  si  l'on  croit  retrouver  dans  le  fragment  histo- 
rique un  texte  d'Eudème,  n'a  guère  plus  de  valeur  que  la  con- 
jecture qui  s'y  rattache. 

A  mon  sens,  il  s'agit,  comme  on  le  cro\ait  a\aiit  Brclschneider. 
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de  Ja  section  des  solides  (')  et  des  travaux  qui  ont  préludé  à 
l'invention  des  coniques.  Mais  j'ajoute  que  selon  toute  probabilité 
la  donnée  dont  il  s'agit  appartient  à  Geminus,  non  pas  à  Endème; 
que,  d'autre  part,  elle  est  empreinte  d'un  caractère  légendaire  qui 
en  diminue  singulièrement  la  valeur. 

La  donnée  qui  précède  immédiatement,  relative  à  l'invention 
par  Eudoxe  de  trois  analogies  nouvelles,  excite  tout  d'abord  nos 
soupçons;  comme  ces  analogies  semblent  avoir  toujours  été  con- 
sidérées comme  rentrant  dans  l'Arithmétique,  il  est  improbable 
qu'Eudème  en  ait  parlé  à  propos  de  la  Géométrie  ;  d'un  autre  côté, 
Jamblique  les  attribue  tantôt  à  Eudoxe,  tantôt  à  Arclivtas;  la  tra- 
dition n'était  donc  pas  bien  assurée  à  cet  égard.  Il  est  donc  pos- 
sible qu'ici  Geminus  se  soit  écarté  d'Eudème;  en  tout  cas,  pour 
Eudoxe,  il  a  cherché  d'autres  renseignements  que  ceux  que  Ibur- 
nissaient  les  Histoires  géométriques. 

Quant  à  l'invention  des  sections  coniques,  il  est  très  probable 
qu'Eudème  n'en  avait  point  parlé.  Si  l'on  considère  que  son  Ou- 
vrage ne  comprenait  que  quatre  Livres,  et  que  la  quadrature  des 
lunules  se  trouvait  exposée,  très  longuement  d'ailleurs,  dans  le 
second,  il  paraît  impossible  qu'un  Traité  aussi  restreint  comme 
dimensions  et  entrant  dans  autant  de  détails  ait  pu  comprendre  la 
théorie  des  coniques. 

Cette  conjecture  est  confirmée  par  le  passage  de  Geminus  que 
cite  Eutocius  (sur  Apollonius)  au  sujet  de  l'histoire  des  coniques. 
Dans  ce  passage,  Geminus  a  évidemment  emprunté  à  Eudème  ce 
qu'il  dit  de  la  façon  dont  les  anciens  démontraient  l'égalité  à  deux 
droits  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle;  mais,  pour  l'invention 
même  des  coniques,  il  semble  réduit  aux  connaissances  qu'il  pou- 
vait tirer  lui-même  des  écrits  antérieurs  à  Apollonius,  et  Eutocius, 
qui  le  cite  pour  réfuter  l'opinion  d'Heraclite  (^),  ne  peut  y  trouver 
l'attribution  de  l'invention  à  un  personnage  déterminé. 


(*)  L'emploi  (lu  singulier,  quand  d'ailleurs  le  texte  serait  plus  assure  qu'il  ne 
l'est,  ne  prouve  rien.  11  est  au  reste  impossible  de  montrer  un  texte  où  il  soit  parlé 
d'une  section  proprement  dite,  à  savoir  celle  en  moyenne  et  extrême  raison;  un 
peu  plus  haut  Proclus  (p.  Go,  17-19)  s'exprime  tout  auti'cment. 

(^)  Nom  douteux,  il  avait  écrit  une  vie  d'Archimède,  où  il  attribuait  au  Syra- 
f'usain  l'invention  des  coni(jues. 
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Gcminiis  cependant,  mais  dans  un  antre  passaf^e  et  d'une  façon 
tout  incidente  (Procliis,  p.  i  i  i),  avait  reconnu  Méneclnne  comme 
l'inventeur  des  coniques,  mais  il  s'appuvait  express('ment  sur  un 
vers  où  Erastolliène  parlait  des  triades  de  Mcneclime,  les  sections 
du  cône,  et  cpii  se  trouve  dans  la  lettre  conservée  [)ar  Eutocius 
(sur  Arcliimède).  Ce  témoignage,  postérieur  à  Eudème,  n'est  pas 
évidemment  suffisant  pour  trancher  complètement  la  question. 

Enfin  les  solutions  du  problème  de  Délos,  attribuées  à  Ménechme 
par  Eutocius,  ne  paraissent  pas  remonter  à  Eudème,  comme  celle 
qui  nous  est  restée  sous  le  nom  d'Archvtas;  est-il  nécessaire  d'a- 
jouter que  ces  solutions  peuvent  très  bien  avoir  été  imaginées  après 
coup,  et  qu'elles  doivent  nous  être  suspectes  jusqu'à  un  certain 
point,  surtout  quand  nous  trouvons  déjà  dans  l'une  d'elles  l'équa- 
tion de  l'hvperbole  rapportée  à  ses  asvmptotes? 

Ménechme  peut  très  bien  avoir  distingué  le  premier  les  trois  co- 
niques et  établi  leur  équation  au  sommet,  mais  son  maître  Eudoxe 
peut,  par  exemple,  avoir  considéré  la  section  plane  du  cvlindre  (  '  ), 
et  peut-être  Geminus  retrouvait-il  dans  un  de  ses  écrits  encore 
existants  le  nom  antique  de  Oupsoi;  (bouclier),  appliqué  autrefois  à 
l'ellipse;  cela  suffisait  pour  lui  attribuer  d'avoir  étudié  les  ques- 
tions relatives  à  la  section  des  corps. 

Mais  il  est  aussi  très  possible  que  Geminus  ait  forgé  complète- 
ment sa  donnée  pour  faire  remonter  jusqu'à  Platon  le  principe  de 
l'invention.  Dans  ce  cas,  Eudoxe,  comme  maître  de  Ménechme, 
était  un  intermédiaire  naturel. 

5.  Dès  le  temps  de  Geminus  en  effet,  avait  cours,  dans  le  milieu 
philosophique,  la  légende  qui  attribuait  à  Platon  une  part  consi- 
dérable dans  le  développement  de  la  Géométrie.  Ce  que  dit  du 
Maître  le  passage  (/)  du  fragment  historique  peut  bien  être  con- 
sidéré comme  exact  ou  tout  au  moins  comme  représentant  fidèle- 
ment le  témoignage  d'Eudème,  qui  devait  déjà  être  quelque  peu 
porté  à  s'exagérer  le  rôle  de  Platon  comme   promoteur  de  la  Géo- 


(')  Kudoxc,  pour  représenter  les  mouvenionls  tics  planètes,  avait  cludié  une 
courbe  qui  est  l'intersection  d'une  sphère  par  un  cylindre  tanp;cnt  antérieurement  ; 
Archytas  avait  déjà,  dans  sa  solution  du  problème  de  Délos,  au  moins  posé  la 
question  d'inteiseclions  encore  plus  conuplexes. 
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niétrie.  Mais,  quand  nous  arrivons  an  passage  sur  Eudoxe,  la  lé- 
gende a  pris  corps,  Platon  a  inventé  l'analyse  et  soulevé  les  ques- 
tions sur  la  section. 

Sur  la  prétendue  invention  de  l'analyse,  je  reviendrai  ailleurs; 
quant  à  l'autre  élément  de  la  légende,  il  ne  me  paraît  pas  difficile 
d'en  reconnaître  l'origine  :  au  Livre  VU  de  la  République,  où  il 
parle  longuement  des  diverses  sciences  mathématiques,  Platon 
constate  que  les  théories  géométriques  concernant  les  solides  sont 
encore  à  peine  ébauchées.  Si  l'on  considère  que  cependant  la  con- 
struction des  cinq  polyèdres  réguliers  était  attribuée  aux  Pythago- 
riciens, que  la  découverte  capitale  d'Eudoxe  sur  le  volume  de  la 
pyramide  présente  un  caractère  pratique  qui  ne  permettait  guère 
aux  disciples  de  Platon  de  l'apprécier  à  sa  juste  valeur,  une  seule 
théorie  se  présentait  comme  représentant  le  desideratum  àvi  Maître, 
c'était  celle  qui,  en  tout  cas,  apparut  vers  la  même  époque,  la  théo- 
rie de  la  section  du  cône.  C'est  donc  à  elle  que  s'attache  la  légende 
et  dès  lors  c'est  à  Platon  lui-même  qu'à  tort  ou  à  raison  elle  fait  re- 
monter l'origine  de  la  question. 

Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  d'autant  moins  nous  pro- 
noncer sur  la  valeur  réelle  de  cette  tradition  que,  d'une  part,  elle 
s'appuie  en  fait  sur  des  textes  de  Platon  pour  l'interprétation 
complète  desquels  les  éléments  nous  font  défaut,  mais  que  d'un 
autre  côté,  si  cette  légende  a  peut-être  un  fond  de  vérité,  nous  la 
voyons  s'accroître  bientôt  de  développements  inadmissibles. 

Qu'elle  ait  été  rattachée  dès  l'origine  au  fameux  problème  de 
Délos,  il  est  à  peine  utile  de  le  faire  remarquer,  puisque,  histori- 
quement parlant,  les  sections  coniques  apparaissent  tout  d'abord 
comme  appliquées  à  la  solution  de  ce  problème.  A  la  vérité;,  dans 
sa  lettre  à  Ptolémée,  Ératosthène  n'indique  nullement  que  Platon 
lui-même  se  soit  occupé  de  ce  problème,  mais  dans  son  Platoni- 
cien ('),  il  racontait  déjà  que  c'était  au  chef  de  l'Académie  que 
s'étaient  adressés  les  Déliens,  embarrassés  par  l'oracle,  et  il  lui  at- 
tribuait d'avoir  dit  :  <(  Si  le  Dieu  a  fait  cette  réponse,  ce  n'est  pas 
qu'il  eût  besoin  d'un  autel  double,  mais  il  a  voulu  reprocher  aux 
Grecs  de  négliger  les  Mathématiques,  il  blâme  leur  dédain  pour  la 
Géométrie.  » 

(')   Tliron  (le  Sniyrnc.    \rilli..  ('.liap..I. 


La  lc<^cndc  iia  cm  ^lossissant  de  plus  cii  [)liis;  l)leiil<')l  mi  attii- 
hiicra  à  Plalon  une  soliil  ion  drlerminéc  du  prol)lème,  .solution  pra- 
li(jue  d'une  rare  élégance  au  reste,  mais  certainement  postérieure 
à  Eralosthène;  aux  derniers  lem[)s,  d'après  Pliilopon,  ce  sera  Pla- 
lon qui  aura  ramené  la  duplication  du  cuhe  à  rinvenlion  des  deux 
moyennes  proportionnelles,  réduction  que  cependant  Eialosthène 
attribue  formellement  à  Hi[)pocrate  de  Chios. 

Mais  arrêtons-nous  à  Plutarque.  Jl  nous  raconte  (0;/^.ç/.  cnnçw., 
VIII,  9-2,  CI.  —  /^;7rt  Marcelli,  C.  i4,  5)  que  Platon  a  blâmé 
Eudoxe,  Archytas  et  Ménechme  d'avoir  employé  pour  la  duplication 
du  cube  des  instruments  et  des  dispositions  mécaniques,  d'avoir 
ainsi  rabaissé  jusqu'aux  objets  sensibles  une  science  dont  les  spé- 
culations doivent  être  exclusivement  abstraites.  Ce  fut  aussi  lui  qui 
sépara  définitivement  la  Géométrie  de  la  iVlécanique  et  réduisit 
celle-ci  au  rôle  secondaire  qu'elle  garda  jusqu'à  Archimède. 

Ce  récit  de  Plutarque  est  ordinairement  accepté  sans  défiance  : 
comment  nier  cependant  qu'il  ne  soit  forgé  à  plaisir  d'après  le  ca- 
ractère général  de  la  philosophie  de  Platon  et  sans  tenir  aucun 
compte  de  ce  qu'étaient  les  solutions  d'Eudoxe,  d'Archytas  et  de 
Ménechme?  Par  une  singulière  contradiction  avec  une  autre  forme 
de  la  légende,  la  solution  attribuée  à  Platon  est,  avant  celle  d'Era- 
tosthène,  la  seule  qui  suppose  l'emploi  d'un  instrument,  celles 
d'Archytas  et  de  Ménechme  sont  aussi  théoriques  que  possible,  et 
il  n'y  a  pas  à  douter  que  celle  d'Eudoxe^  que  nous  n'avons  j)lus, 
ne  leur  ressemblât  sous  ce  rapport. 

Si  Diogène  Laërce  nous  dit  (VHI,  83)  (*)  qu'Archytas  fut  le 
premier  à  introduire  des  mouvements  d'instrument  dans  une  figure 
géométrique  pour  trouver  la  duplication  du  cube  par  l'intersection 
d'un  cône,  d'un  cylindre  et  d'un  tore,  ce  peut  être  vrai  en  tant  que 
ces  mouvements  sont  considérés  comme  purement  abstraits^  mais 
on  répète  simplement  sous  une  forme  encore  plus  inadmissible  la 
donnée  de  Plutarque,  si  l'on  entend  que  le  Tarentinaura  efifeclive- 
ment  tenté  de  réaliser  mécaniquement  sa  construction;  il  aurait, 
à   ce   compte,   certainement   tenu  la   gageure  de    trouver  le  pro- 


(')  C'est  d'après  une  autre  source  évidemment  que  le  moine  auteur  indique 
Archytas  comme  le  géomètre  dont  parle  I*laton  à  mots  couverts,  au  IJvr(>  W\  de 
la  République.,  pour  le  proposer  comme  maître  aux  malhématiciens. 
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cédé  manuel  le  plus  impraticable  qu'il  fût  possible  d'imaginer. 

Ce  que  l'on  peut  seulement  concéder,  c'est  que  les  surfaces  con- 
sidérées par  Archytas  rentraient  dans  celles  qui,  pratiquement  et  à 
l'aide  du  tour,  pouvaient  être  réalisées  avec  autant  d'exactitude 
que  la  surface  plane  et  qui,  dès  lors^  avaient  droit,  à  tous  égards, 
d'être  introduites  dans  les  spéculations  géométriques.  Si,  d'autre 
part,  Ératosthène,  dans  sa  lettre  à  Ptolémée^  nous  dit  que  Ménechme 
a  été  jusqu'à  lui  le  seul  qui  ait  tenté  une  solution  plus  ou  moins 
pratique,  je  ne  puis,  pour  ma  part  du  moins,  supposer  une  descrip- 
tion continue  d'une  conique  pas  plus  qu'une  construction  par 
points,  je  ne  puis  penser  qu'à  une  construction  d'un  cône  et  à  sa 
section  effective,  pour  obtenir  par  exemple  une  parabole  d'un  pa- 
ramètre donné;  mais,  en  fait,  une  pareille  solution  reste  toujours 
purement  théorique. 

Le  témoignage  d'Eratosthène  suffit,  en  tout  cas,  pour  repousser 
les  récits  de  Plutarque,  mais  la  légende  platonicienne  n'en  embar- 
rasse pas  moins  d'un  voile  désormais  impénétrable  les  origines 
de  la  théorie  des  coniques. 


co.Mi'ii'is  in;M)Ls  \iï  an  \i.vsi:s. 
COMPTAS    KKNDIS    KT    \N\L^SKS. 
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Victor  PKOU.  —  Lr:s  rfssorts-iuttvnts  di;  i.v  CiiinoBvi.isri:  d'Ukron 
d'Alex \M)Rii:.  d'vimucs  L[:s  i:\i'i';rii;\(;i;s  dk  1878  i;t  suivant  lv  théorie 
QUI   EN   A  ÉTÉ  DÉDUITE    EX   I  8S  .»,  (Mc'inoircs-  de  L' Acddc'in'tc  de;  fiiu-riptions-, 

t.  XXXI,  l'"  Partie). 

La  quoslion  de  la  conslruclioii  dos  inMcliliics  de  ^^iK-rre  de  l'an- 
tiquité est  d'une  grande  impoilance  [)f)ui-  Il  lisloire  des  Sciences. 
Elle  permettrait,  si  elle  était  résolue,  i\v.  |)ié(  iser  retendue  des 
connaissances  des  anciens  en  Mécanique  expériinentide.  Malheu- 
reusement les  documents  sont  nire^. 

M.  Victor  Prou,  qui  s'est  occupé  s[)écialement  des  uiacliines  dé- 
crites par  Héron,  s'efforce  de  restituer  la  eliirobaliste  du  savant 
alexandrin.  Dans  un  de  ses  travaux  antérieurs,  il  avait  déjà  j)ro- 
posé  une  solution  du  problème,  mais  cette  soliiliou  ne  l'avait  pas 
satisfait.  Celle  qu'il  donne  aujourd'hui  suppose  que  les  anciens  ont 
eu  une  connaissance  approfondie  des  lois  de  la  flexion.  On  avait 
admis  jusqu'ici  que  les  j)remières  recherches  théoricjues  sur  cette 
question  étaient  de  Galilée  et  que  l'idée  fondamentale,  celle  du 
travail  égal  des  deux  faces  fléchissantes,  n'avait  été  établie  que 
par  Charles  Dupin  au  commencement  de  notre  siècle.  D'après 
M.  Prou,  au  contraire,  Philon  aurait  su  fort  bien  que  (c  la  tranche 
centrale  de  chaque  section  transversale  de  la  pièce  supporte  le 
minimum  de  fatigue  et  que  ce  sont  les  surfaces  opposées  (le  dessus 
et  le  dessous),  sur  lesquelles  agit  perpendiculairement  relTort  flé- 
chissant, qui  travaillent  le  plus  ».  ()uel  a  été  l'auteur  de  cette  loi? 
M.  Prou  n'émet  pas  d'hypothèse  sur  ce  point;  il  pense  toutefois 
«  qu'on  ne  peut  contester  aux  Grecs  le  mérite  d'avoir  appliqué 
avec  réflexion  une  théorie  dont  la  recherche  a  égaré  Galilée,  Ma- 
ri otte  et  Leibnitz  ». 

En  partant  de  ce  point,  qu'il  regarde  comme  acquis,  l'auteur 
recherche  dans  le  texte  de  Héron  la  construction  des  ressorts-bat- 
tants  de  la  chirobaliste.  Il  arrive  à  conclure  cpi'ils  étaient  formés, 
non  comme  il  l'avait  supposé  antérieurenïent,  d'une  seule  broche 
en  acier,  légèrement  effilée,  mais  bien  de  huit  lames  minces  d'acier 
trempé,  jointives  de  champ,  fléchies  et  étagées  à  la  manière  des 
ressorts  de  suspension  de  nos  voitures  modernes.  îl  confirme  cette 

Huit,  des  Sciences  nidtlicni .,  :>'  sôrif.  t.  \.  (M;irs  rSS'i.t  ,'» 
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livpolliùse  par  la  considération  des  figures  des  manuscrits,  qui 
semblent  en  effet  présenter  des  arcs  formés  de  plusieurs  lamelles. 
Nous  ne  nous  étendrons  pas  sur  les  autres  détails  de  construction 
de  la  chirobaliste,  que  l'auteur  décrit  fort  minutieusement  et  dont 
il  donne  la  théorie. 

Mentionnons  seulement,  dans  le  dernier  (Chapitre,  une  curieuse 
correction  de  l'auteur  à  un  passage  de  Diodore  de  Sicile.  Jusqu'ici 
on  avait  compris  que  les  Egyptiens  divisaient  la  stature  d'un 
homme  en  vingt  et  une  parties  un  quart.  D'après  M.  Prou,  cela  veut 
dire  qu'ils  mesuraient  les  vingt  et  une  parties  principales  du  corps 
au  module  naturel  de  quart  de  pied  ou  de  palme.  L'auteur  re- 
trouve d'ailleurs  ce  module  dans  les  dimensions  de  sa  machine. 

H. 


Catalogua  de  modèles  de  INIathématiques,  publiés  par  L.  Brill, 

à  Darmstadt. 

Le  Bulletin  (')  a  déjà  eu  plusieurs  fois  l'occasion  d'attirer 
l'attention  de  ses  lecteurs  sur  les  intéressantes  collections  que 
M.  Brill  publie  à  Darmstadt. 

Le  nouveau  Catalogue,  qui  vient  de  paraître,  diffère  des  précé- 
dents, non  seulement  par  les  nouveautés  assez  nombreuses  qu'il 
mentionne,  mais  encore  par  un  double  groupement  des  modèles, 
qui  permet  de  se  rendre  un  compte  plus  exact  de  l'importance 
acquise  par  ces  collections. 

La  première  Partie  nous  présente  les  modèles  rangés  en  séries, 
suivant  l'ordre  chronologique  de  leur  publication.  La  seconde 
Partie,  au  contraire,  en  offre  le  classement  méthodique,  d'après 
le  genre  d'intérêt  théorique  qui  s'attache  à  chaque  sujet.  En  outre, 
chaque  mention  est  accompagnée  d'une  courte  note,  où  se  trouvent 
expliquées  les  propriétés  géométriques  les  plus  saillantes,  et  la 
méthode  que  l'on  a  suivie  pour  la  construction.  Ce  Catalogue  est 
donc  une  sorte  de  complément  indispensable  de  la  collection,  un 
guide  instructif  qui  nous  met  à  même  de  la  connaître  et  de  l'ap- 
précier. 

(•)  T.  VIII,,  p.  7:  t.  VI,,  p.  5. 
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Premier  groupe.      Surfaces  du  second  ordre. 

(  ■?.()  iiiodrics.  ) 

Nous  ne  rcv icndron.s  pas  .sur  (mîs  luodèh.'s  dont  il  a  <''lé  déjà 
question  dans  le  Bulletin  ;  les  (juadrirjues  s'y  trouvent  représen- 
tées en  plaire,  en  iil  et  eu  earlon. 

Deujiiéme  groupé.  --  Surfaces  algébriques  d'ordre  supérieur. 
A.  Série  des  surfaces  du  lioisiènw  ordre  (o.  [   modèles^. 

i3 .  C\  'c  lides  (  i  o  modèles). 

Plusieurs  de  ees  modèles  sont  nouveaux. 

C.  Surfaces  de  Kummer  (3  modèles). 

D.  Série  de  s lu^ faces  du  quatrième  ordre  toucliées  par  quatre 
plans  suivant  des  cercles  (6  modèles). 

Série  nouvelle,  remarquable  par  l'éJégance  de  ses  modèles;  la 
célèbre  surface  romaine  de  Steiner  en  fait  partie. 

E.  Diverses   surfaces   algébriques    du    quatrième    ordre,    ou 
d'ordre  supérieur  (4  ^Tiodèles). 

Troisième  groupe.  —  Surfaces  transcendantes. 

(  2   inodrics.  ) 

L'une  de  ces  deliX.  surfaces  représente  la  ibnction  elliptique 

'i  =  am  (  //,  k  ). 


Quatrième  groupe.  —  Courbes  gauches. 
(r3  modèles.) 

Huit  des  modèles  de  ce  groupe  figurent  les  diverses  circonstances 
qu'une  courbe  gauche  peut  présenter,  eu  égard  à  ses  singularités 
ou  à  celles  de  ses  projections.  Les  autres  modèles  représentent 
di's  cubiques  et  des  quartiques  gauches.  Pour  représenter  ces  der- 
nières, on  a  construit  en  fil  deu\  cpiadriques  réglées  dont  elles 
sont  l'intersection  :  on  a  figuré  de  la  même  manière  la  dévelop- 
pable  dont  ces  courbes  sont  les  arêtes. 
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Cinquième  groupe.  —  Courbure  des  surfaces. 

A.  Lignes   de   courbure.    —  Asyinpto tiques.   —   Géodésiques 
(21   modèles). 

Lii^nes  de  coiu^biire  et  géodésiques  sur  les  quadriques  dans  des 
cas  très  variés.  Asymptotiques  sur  plusieurs  surfaces  de  révolution. 

B.  Surfaces    à    courbure   constante   et    surfaces   applicables 
(  i4  modèles). 

Cette  série  et  la  suivante  présentent  le  plus  grand  intérêt;  elles 
ont  trait  à  l'une  des  parties  les  plus  profondes  et  les  plus  cu- 
rieuses de  la  Géométrie.  Les  travaux  de  Bour,  par  exemple,  sont 
représentés  par  quatre  surfaces  à  courbure  constante  positive, 
applicables  l'une  sur  l'autre;  par  un  hélicoïde  applicable  sur 
l'ellipsoïde  de  révolution,  par  l'alysséide  et  l'bélicoïde  gauche 
correspondant.  On  trouve  également  plusieurs  modèles  de  surfaces 
à  courbure  constante  négative,  auxquelles  les  travaux  de  M.  Bel- 
trami  ont  ajouté  tant  d'intérêt  :  citons  notamment  celle  qui  est 
engendrée  par  la  révolution  de  la  tractrice,  et  une  remarquable 
surface  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes, 
surface  qui  a  fait  l'objet  des  recherches  de  MM.  Enneper,  Bianchi 
et  Kuen.  Des  feuilles  minces  en  laiton  permettent  de  réaliser 
l'applicabilité  de  ces  surfaces  les  unes  sur  les  autres. 

G.  Surfaces  à  courbure  moyenne  constante.  Surfaces  niininia 
(9  modèles). 

Plusieurs  de  ces  surfaces  ont  été  réalisées  physiquement  par 
M.  Plateau  dans  ses  mémorables  recherches  sur  les  liquides;  ainsi 
l'on  retrouve  l'onduloïde,  le  nodoïde,  etc.  Parmi  les  surfaces 
minima,  celle  du  neuvième  ordre,  étudiée  par  M.  Enneper,  mérite, 
à  plusieurs  titres,  de  fixer  l'attention. 

D.  Surfaces  des  centres.  Surfaces  focales  (5  modèles). 


Sixième  groupe.    -  Modèles  pour  la  Géométrie  projective,  la  Physique 

et  la  Mécanique. 

(^haîncllc  sui-   la   sphère:  pendule  conicpic.   Citons  enfin  divers 
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iiiodrlcs   (Je   la    surface   (le    l'onde,    dont    riin,  eoniposi*   (Je  |)i«jces 
mobiles,  permet  de  dégager  la  na|)|)e  iiilf-rieiire  de  la  siirrace. 

G.  K. 


J.  TANNEUV.  —   Intuoduction  \  i,v  Tiniouii:  i)\:<  K<»\cri()N>   i>"i  \i:  vmuvmlk. 

Préface. 

Qiioi([uc  les  vérités  matliématicjues  se  déduisent,  dans  un  ordre 
rigoureux,  d'un  petit  nombre  de  principes  réputés  évidents,  on  ne 
parvient  point  à  Jes  posséder  pleinement  en  commençant  par  ces 
principes,  en  en  suivant  pas  à  ])as  les  déductions,  en  allant  tou- 
jours dans  le  même  sens  du  connu  à  l'inconnu,  sans  jamais  revenir 
en  arrière  sur  un  chemin  où  l'on  n'a  rien  laissé  d'obscur.  Le  sens 
et  la  portée  des  principes  échappent  au  débutant,  ([ui  saisit  mal 
la  distinction  entre  ce  qu'on  lui  demande  d'accorder  et  les  consé- 
quences purement  logiques  des  hvpothèses  ou  des  axiomes; 
parfois,  la  démonstration  lui  paraît  plus  obscure  que  l'énoncé; 
c'est  en  vain  qu'il  s'attarderait  dans  la  région  des  principes  pour  la 
mieux  connaître,  il  faut  que  son  esprit  acquière  des  habitudes 
qu'il  n'a  pas,  qu'il  aille  en  avant,  sans  trop  savoir  ni  où  il  va,  ni 
d'où  il  part;  il  prendra  confiance  dans  ce  mode  de  raisonnement 
auquel  il  lui  faut  plier  son  intelligence,  il  s'habituera  aux  symboles 
et  à  leurs  combinaisons.  Revenant  ensuite  sur  ses  pas,  il  sera 
capable  de  voir,  du  point  de  départ  et  d'un  seul  coup  d'œil,  le 
chemin  parcouru  :  quelques  parties  de  la  route  resteront  pc^ur  lui 
dans  l'ombre,  quelques-unes  même  seront  peut-être  entièrement 
obscures,  mais  d'autres  sont  vivement  éclairées;  il  sait  nettement 
comment  on  peut  aller  de  celte  vérité  à  cette  autre;  il  sait  où  il 
doit  porter  son  attention;  ses  yeux,  mieux  exercés,  arrivent  à  voir 
clair  dans  ces  passages  difficiles  dont  il  n'aurait  jamais  pu  se  rendre 
maître  s'il  ne  les  avait  franchis;  il  est  maintenant  capable  d'aller 
plus  loin  ou  de  suivre  une  autre  direclion;  il  entre  en  possession 
de  vérités  nouvelles  qui  s'ajoutent  aux  vérités  anciennes  et  qui  les 
éclairent;  il  s'étonne  parfois  des  perspectives  inattendues  qui 
s'ouvrent  devant  lui  et  lui  laissent  voir^  sous  un  aspect  nouveau, 
des   régions  qu'il   crovail    connaîtra    rnlirremrnl;    peu   à   peu   1rs 
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ombres  disparaissent  et  la   beauté   de  la  Science,  si   une  dans  sa 
riche  diversité,  hii  apparaît  avec  tout  son  éclat. 

Ce  qui  se  passe  dans  l'esprit  de  celui  qui  étudie  les  Mathéma- 
tiques n'est  que  l'image  de  ce  qui  s'est  passé  dans  la  création  et 
l'organisation  de  la  Science;  dans  ce  long  travail,  la  rigueur  déduc- 
tive  n'a  pas  été  seule  à  jouei;-  un  rôle.  On  peut  raisonner  fort  bien 
et  fort  longtemps  sans  avancer  d'un  pas,  et  la  rigueur  n'empêche 
pas  un  raisonnement  d'être  inutile.  Même  en  Mathématiques, 
c'est  souvent  par  des  chemins  peu  sûrs  que  Ton  va  à  la  découverte. 
Avant  de  faire  la  grande  route  qui  y  inène,  il  faut  connaître  la  con- 
trée où  l'on  veut  aller;  c'est  cette  connaissance  même  qui  permet 
de  trouver  les  voies  les  plus  directes;  c'est  Texpérience  seule  qui 
indique  les  points  où  il  faut  porter  l'effort;  ce  sont  les  difficultés, 
parfois  imprévues,  qui  se  dixîssent  devant  les  géomètres,  qui  les 
forcent  à  revenir  au  point  de  départ,  à  chercher  une  route  nouvelle 
qui  permette  de  tourner  l'obstacle.  S'imagine-t-on,  par  exemple, 
les  inventeurs  du  Calcul  différentiel  et  intégral  s'acharnant,  avant 
d'aller  plus  loin,  sur  les  notions  dedérivée  et  d'intégrale  définie? 
Ne  valait-il  pas  mieux  montrer  la  fécondité  de  ces  notions,  dont 
l'importance  justifie  le  soin  qu'on  a  mis  à  les  éclaircir?  Cette  revi- 
sion même,  qu'on  a  faite  de-  notre  temps,  l'aurait-on  entreprise 
sans  les  questions  que  l'étude  des  fonctions  et  particulièrement 
des  séries  Irigonométriques  a  posées  d'une  manière  inévitable? 

Pour  en  revenir  à  l'enseignement,  il  me  semble  que,  dans  notre 
système  d'instruction,  la  révision  des  principes  de  l'Analyse  s'im- 
pose nécessairement  comme  transition  entre  les  matières  que  l'on 
traite  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales  et  celles  que  l'on 
étudie  soit  dans  les  Facultés,  soit  dans  les  Ecoles  d'enseignement 
supérieur.  A  la  fin  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  les 
élèves  sont  maîtres  d'un  nombre  de  faits  mathématiques  déjà 
considérable^  ils  possèdent  les  éléments  de  l'Algèbre;  de  la  Géo- 
métrie analytique,  et  même  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Un 
classement  rigoureux  de  ces  matériaux  est  indispensable.  C'est 
]^our  faciliter  ce  travail,  en  ce  qui  concerne  l'Analyse,  que  je  me 
suis  décidé  à  publier  le  présent  Livre,  où  j'ai  développé  quelques 
Leçons  faites  à  l'Ecole  Normale  en  i883.  Je  l'ai  fait  aussi  élémen- 
taire que  j'ai  pu.  en  în'cflbrcant  de  rapprocher  les  choses  des  prin- 
«;ipcs,  mais   en  essa\ant    toulefois  d'èlrr    parliciiUèrcmcnl    utile  à 
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coux  (jul  (li'sirent  pousser  leurs  éludes  iDnllM'rn.iliqiies  he.nicouj) 
plus  loin  (pie  je  ue  j)réleiids  les  conduire. 

Je  n'ai  eu  qu'à  me  li\rer  à  un  hîivnil  d'jinanj^^enieriL  ri  d<;  rédac- 
lion  :  les  faits  nvalhéinaliques  (pji  eouslrluent  et  conslilueront 
toujours  les  éléments  de  l'Analyse  étaient  acquis  pour  la  plupart 
au  eommeneemer>l  de  ce  siècle;  à  la  v('i  lié,  bien  des  démonstrations 
laissaient  à  désirer;  mais,  après  les  exemples  de  rigueui-  dDiinés 
parGauss,  après  les  travaux  deCaucliy  ('),  crAhel  (  -),  de  Lejeune- 
Dirichlet  ('^),  dellicmann  (  '),  de  M.  O.  Bonnet('),  de  M.  Heine(«), 
après  l'enseignement  de  M.  \\  eierstrass,  divulgué  et  développé 
par  ses  disciples,  après  le  Mémoire  de  M.  IJarhoux  sur  les  fonc- 
tions discontinues  ('),  les  Livres  de  M.  Dini  (^)  et  de  M.  Lip- 
scliitz  (*),  il  ne  semble  pas  qu'il  reste  quelqtte  chose  d'essentiel  à 
élucider  dans  les  sujets  auxquels  je  me  suis  borné. 

On  peut  constituer  entièrement  l'Analyse  avec  la  notion  de 
nombre  entier  et  les  notions  relatives  à  l'addition  des  nombres 
entiers;  il  est  iiiulilc  de  faire  aj)pcl  à  aucun  auhe  j)OStulat,  à 
aucune  autre  donnée  de  l'expérience;  la  notion  de  l'infini,  dont  il 
ne  faut  pas  faire  mystère  en  Mathématiques,  se  réduit  à  ceci  : 
après  chaque  nombre  entier,  il  y  en  a  un  autre.  C'est  à  ce  point 
de  vue  que  j'ai  essayé  de  me  placer.  A  la  vérité,  pour  être  complet, 
il  eût  fallu  reprendre  la  théorie  des  fractions;  une  fraction,  du 
point  de  vue*  que  j'indique,  ne  peut  pas  être  regardée  comme  la 
réunion  de  parties  égales  de  l'unité;  ces  n>ots  parties  de  Vanité 
n'ont  plus  de  sens;  une  fraction  est  un  ensemble  de  deux  nombres 

(')  Cours  d'Analyse  de  V Ecole  royale  Polytechnique.  Taris,  iS>i. 

,    V    ^     .        ,  ,         -    .  ^'i  ni  (  m  —  i)     „  ,  x^r-  i 

(-)  Reclierches  sur  la  série  i -i x~ 3S^-\-...    {ULuvrcs,  -2'  éd., 

I  I .  ' 

t.  I,  p.  219.  Sur  les  séries,  U  tl,,  p.  197). 

(')  Sur  la  convergence  des  séries  trigonomélriques  qui  servent  à  re/)résenter 
une  /onction  arbitraire  entre  des  limites  données  {Journal  de  C  relie,  t.  I\  , 
p.  157). 

(')  Sur  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  par  une  série  trigonomé- 
trique  {Bulletin  des  Sciences  mat /lénia tiques  et  astrono/nii/ucs,  i"  série,  t.  \  , 
P-  20). 

(^)  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries  { .]fémoircs  couronnés...  publies 
par  rAcadcniic...  de  liclgique,  l.  WllI). 

(*)  Die  Elemente  der  Functionenlehre  {Journal  de  Crclle,  l.  Ti.  p.   17:0. 

(')  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  JVormalc  supérieure,  .>*  série,  l.  I\  .  p.  '17. 

C)  Fundamcnfi  pcr  la   trorica  dclle  funzioni  di  cariabili  rcali.    I'i>e.  1S7S. 

(")  I.chrbuch  dcr  Anahsis.  Umin.   i''^77. 
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eiillers,  rangés  clans  un  ordre  déterminé  ;  sur  cette  nouvelle  espèce 
de  nombres,  il  y  a  lieu  de  reprendre  les  définitions  de  l'égalité, 
de  l'inégalité  et  des  opérations  arithmétiques.  J'aurais  dû  aussi 
reprendre  la  théorie  des  nombres  positit^s  et  négatifs,  théorie  que 
l'on  ne  dégage  pas  toujours  de  la  considération  des  grandeurs 
concrètes,  et  dans  laquelle  il  faut  encore  reprendre  à  nouveau  les 
définitions  élémentaires.  Mais  tout  cela  est  facile  et  les  dévelop- 
pements que  j'aurais  du  donner  sur  ces  sujets  auraient  allongé 
mon  livre  et  augmenté,  sans  grande  utilité,  la  fatigue  du  lecteur. 
J'ai  donc  supposé  acquise  la  théorie  des  opérations  rationnelles 
sur  les  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs,  et 
j'ai  débuté  par  l'introduction  des  nombres  irrationnels.  J'ai  déve- 
loppé une  indication  donnée  par  M.  Joseph  Bertrand  dans  son 
excellent  Traité  d'Arithmétique  et  qui  consiste  à  définir  un  nombre 
irrationnel  en  disant  quels  sont  tous  les  nojnbres  rationnels  qui 
sont  plus  petits  et  tous  ceux  qui  sont  plus  grands  que  lui;  c'est 
de  cette  façon  que  les  nombres  irrationnels  s'introduisent  le  plus 
naturellement  quand  on  traite  de  la  mesure  des  grandeurs  incom- 
mensurables avec  l'unité  ;  j'ai  d'ailleurs  cherché  à  dégager  la  notion 
(le  nombre  irrationnel  de  son  origine  géométrique.  J'ai  appris  par 
une  citation  de  M.  G.  Gantor  {Grundlagen  einer  allgemeiner 
Mannichfaitigkeilslehre,  p.  21),  que  M.  Dedekind  avait  déve- 
loppé la  même  idée  dans  un  écrit  intitulé  Steti^keit  und  irra- 
lioiiale  ZaJileii  (Brunswick,  18^2);  je  n'ai  pas  eu  à  ma  disposi- 
tion le  travail  de  M.  Dedekind,  mais  les  développements  d'une 
même  idée  se  ressemblent  forcément,  et  il  y  a  lieu  de  supposer 
(jue  ce  qui  est  l)on  dans  mon  exposition  se  retrouve  dans  celle  du 
géomètre  allemand,  qui  a  d'ailleurs  bien  d'autres  titres  de  gloire. 
D'autres  points  de  départ  ont  été  indiqués  :  M.  Weierstrass,  qui 
ne  craint  pas  de  s'attarder  sur  ces  matières  dans  un  cours  qui 
aboutit  à  l'étude  des  fonctions  abéliennes,  considère,  si  mes  ren- 
seignements sont  exacts,  un  nombre  irrationnel  comme  la  somme 
d'un  nombre  iidini  d'éléments  rationnels,  en  précisant  toutefois 
avec  rigueur  sous  quelles  conditions  on  peut  parler  de  pareilles 
sommes  et  les  emplover-  IM.  Heine,  dans  le  Mémoire  déjà  cité 
Pir  l'Uenicntc  drr  Fuiictioneulchre,  a  proposé  de  dire  qu'une 
suilc  iiiliinc  (le  ii()nd)res  rationnels 
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a  une  liniLle  U)vm\\\(\  i\  cli.iquc  nouibrc  raliuiiiicl  jjo^ilif  z  curres- 
pon(]  ufi  indice  //.  lel  que  la  difréronce  ttn-irp  —  "«  '^o't.  poiii-  toutes 
les  valeurs  du  nombre  entier  positif^,  inféricurt;  à  z  en  vah'ur 
absolue.  C^ette  délînition  ;ubnl>c,  rintroduction  des  nombres  irra- 
tionnels, comme  limites  de  |)areil(<'s  suites,  ne  souffre  aucune 
difficulté;  c'est  la  marche  qu'ont  suivi»'  MM.  Lipscliitz,  du  Bois- 
Keymond,  G.  Cantor.  Je  trouve  cette  définition  plus  arbitraire 
que  celle  que  j'ai  adoptée,  qui  permet,  dès  cju'un  nombre  irra- 
tionnel est  défini,  de  lui  donner  sa  place  dans  l'échelle  des  nombres; 
cependant,  comme  on  ne  peut  se  dispenser  de  faire  Tétude  des 
suites  qui  jouissent  de  la  propriété  précédente,  j'ai  fail  cette  étude 
indépendamment  de  la  théorie  des  opérations  effectuées  sur  les 
nombres  irrationnels,  en  montrant  comment  elle  permettrait  d«' 
constituer  cette  théorie.  Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  remarquer 
que  mon  exposition  pourrait  être  abrégée  en  ne  reprenant  pas 
deux  fois,  comme  j'ai  fait,  les  choses  au  commencement. 

Les  notions  de  nombre  irrationnel  et  de  limite  une  fois  acquises^ 
les  éléments  de  la  théorie  des  séries  et  des  produits  infinis  ne  pré- 
sentent aucune  difficulté;  les  deux  façons  d'introduire  ces  notions 
y  jouent  un  rôle  essentiel  ;  la  seconde  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que 
le  point  de  départ  adopté  par  Cauchy,  pour  la  théorie  des  séries, 
dans  son  Cours  cV Analyse  de  l'Ecole  royale  Polytechnique, 
Livre  qu'on  peut  encore  admirer,  depuis  le  temps  où  Abel  disait 
qu'«7  devait  être  lu  par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans 
les  rechercJies  mathématiques .  La  notion  de  produit  inliui  se 
relie  étroitement  à  celle  de  série;  les  deux  notions,  à  elles  deux, 
ne  tiennent  pas  plus  de  place  dans  l'espiit  qu'une  seule;  j'ai  cru 
devoir  les  développer  concurremment. 

Avant  de  parler  des  séries  et  des  produits  infinis  dont  les  termes 
dépendent  d'une  variable,  j'ai  donné  quelques  théorèmes  généraux 
relatifs  aux  fonctions  d'une  variable-,  je  me  suis  efforcé  de  préciser 
les  définitions,  d'éclaircir  les  notions  de  continuité,  de  limites 
supérieure  et  inférieure.  J'ai  fail  grand  usage,  dans  ce  Chapitre  et 
ailleurs,  du  beau  Mémoire  de  M.  Darboux  Sur  les  fonctions  dis- 
continues. J'ai  repris  ensuite  les  définitions  des  fonctions  a'\ 
log^,  x"' \  à  propos  de  la  fonction  «'",  j'ai  reproduit  la  démonstra- 
tion par  lacpielle  (^auchv  déduit  la  foiine  de  cetle  fonclion  de  son 
théorème  d'addilion. 
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Dans  le  Chapitre  suivant,  je  reprends  la  théorie  des  séries  et  des 
produits  infinis  ;  je  me  suis  appesanti  particulièrement  sur  les  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  dune  va- 
riable; à  la  vérité,  j'ai  supposé,  là  comme  partout,  la  variable 
réelle  :  une  variable  imaginaire,  c'est  an  fond  deux  variables  réelles, 
et  je  tenais  à  me  limiter  au  cas  d'une  seule  variable;  mais  l'exposi- 
tion est  faite  de  manière  à  permettre  la  généralisation  immédiate- 
ment et  sans  aucun  effort;  il  n'y  a,  le  plus  souvent,  qu'à  mettre  le 
mot  module  à  la  place  des  mots  valeur  absolue.  Dans  notre 
enseignement,  on  déduit  d'habitude  de  la  formule  de  Taylor  les 
développements  en  série  des  fonctions  trigonométriques,  et  l'on 
tire  leurs  développements  en  produits  infinis  ou  en  séries  de  frac- 
tions simples  de  propositions  générales  appartenant  à  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  il  me  paraît  bien  regret- 
table de  laisser  ignorer  aux  étudiants  les  procédés  si  simples,  si 
naturels  par  lesquels  Euler  a  obtenu  ces  développements  ;  ils  de- 
viennent tous  rigoureux  par  l'application  d'un  même  raisonnement, 
de  celui  qui  permet  de  déduire  la  continuité  d'une  série  de  l'uni- 
formité de  sa  convergence.  Il  va  sans  dire  que  j'ai  du  dégager  la 
définition  des  fonctions  circulaires  de  toute  considération  géomé- 
trique; j'ai  terminé  ce  Chapitre  en  indiquant  les  propriétés  les 
plus  simples  de  la  fonction  r(^),  de  manière  à  mettre  le  lecteur 
sur  la  voie  du  beau  théorème  de  M.  Weierstrass  sur  la  décomposi- 
tion d'une  fonction  transcendante   entière  en  facteurs  primaires. 

J'aborde  enfin  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie;  mon 
but  n'était  pas  d'écrire  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral; 
j'ai  glissé  sur  les  procédés  de  calcul,  en  insistant  sur  les  théorèmes 
généraux. 

Paris,  le  20  octobre  i885. 

Jules  Taknery. 


M  (^: LANGES. 


Mi:LA\(iES, 


NOTE  SUR  LE  MÉMOIRE  DE  M-  PICARD  .'  SUR  LES  INTÉGRALES  DE  DIFFÉ- 
RENTIELLES TOTALES  ALGÉERIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  ..  ; 

Par  m.    \.   CAVLi:V. 

On  peut  présenter  l'analyse  sur  laquelle  est  fondé  le  Mémoire 
sous  une  forme  plus  symétrique  en  introduisant  dès  le  commence- 
ment les  fonctions  homogènes. 

Soit  /=  (*)(j:^  j)^,  ::,  t)'"-  Tinc  fonction  du  degré  m  des  va- 
riables x^y.  z,  /,    lesquelles  seront  toujours   liées,  par  l'équation 

/  =  o  :  écrivons  aussi  -{-^   -j-,  -^ ,  ^  =  A,   i ,  A.  1 ,  d 

^  dx     dy     dz      ^'*  7       t  . 


dt 


e  manière 


que  X,  Y,  Z,  T  sont  des  fonctions  du  degré  m  —  i  :  et  soient  A, 
B,  C,  D  des  fonctions  chacune  du  degré  ni  —  i^  et  Q  une  fonction 
du  degré  m  —  /\,  telles  que  AX  +  BY  -f-  CZ  -h  DT  :^  Q/ iden- 
tiquement; donc,  en  supposant/^  o,  on  aura 

AX4-BY-^CZ~DT  =  o. 


On  vérifie  sans  peine  que  l'expression 

).  [J.  V  p 

A       B       G       D 

X       y       z        t 
dx     dy     dz     dt 


du  = 


v(XX-f-  [xY4-vZ^-pT) 


est  indépendante  des  valeurs  de  A,  |j.,  v,  p,  et  ainsi  égale  à  chacune 
des  quatre  expressions  dùx^  dùy,  dù^-,  dù(. 
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c. 

I 

/ 
df 

X 

dx 

y 
dy 

i 
'     "  T 
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dx 
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respectivement, 
r.ela  étant,  soit 


r/f\  =  —  — 


\ 

.r 
dx 


T 
r/. 


C 


un(*  (l'ifVrirnliclle  IdaK* 
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en  écrivant  pour  un  moment  x,  r,  z  =  x't,  v't^  z' t.  et  en  déno- 
tant par  /'  la  fonction  (*)(-^'\  r' i  ^S  »)'",  et  de  même  par  X',  Y', 
7J ,  T',  A',  B',  G'  les  valeurs  correspondantes  de  X,  Y,  Z,  T, 
A,  B,  G,  les  varialjles  x' ,  y\  z'  seront  liées  par  l'équation  /'=  o, 

ce  qui  donne 

X'dx'-\-  \'dy'  +  Z'  dz'=^  o  ; 

et  l'on  voit  sans  peine  que  Texpression  de  dilc  se  réduit  à 

A'      B'      C 


I 

r 


X       y        z 
dx'     df     dz' 


(onction  de  la  forme 


Y' dx -\- G'  df -^  Wdz', 


qui  ne  contient  que  les  variables  x'^j',  z' ;  donc,  en  omettant  les 
accents,  il  est  permis  de  prendre  t  =  const.,  ce  qui  donne 

X  dx  -+-Y  dj  -hZ  dz  =  o, 

et  avec  cette  relation  entre  les  différentielles  dx,  dj.,  dz  de  faire 
que  dùc^=F  dx -\- G  dy -j-Hdz  soit  une  différentielle  totale  : 
cela  donne  la  condition 


dG  _dH 

dz        dy 


yrfdU.  _  ^FN 

\  dx         d 


ou  enfin 


d   Cx  —  Xz         d    A.r—  B.r 
dz  T  d]-  l 

d    Ar— B.r  d    hz  —  C.y 


ï 


dz 


T 


.,  ,    d    Y^z  -  Çy         d    Cx  —  \z 

^  ^Ty  T  -  -dx  T—  '  =  "• 


On  a  d'abord  un  terme  %  i  T,  où 

^A       dW       dC. 


2  A  4^ 


y  ^  '    \dx    '    o 

[ 


dx         dy         d:. 


dX 
dx 

d\\ 


y"dr-^ 


ly    '    dz  /       \      dx 


y 


dk 
dy 

r/B 
dv 


-m 


L    —  }.  C  -+- 


d\        r/B*       <l^'\_[     ^5  ^<] 

dx        dy  ~^  dz  /       \     dx       '     dy 


dC 

dz  / 
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on.  (MJ  rcduisanl. 


:?^--  — 2(A\  -i-  m  -T-cZj 

—  (m  — 3;(AX-hBY-+-CZ) 
/^A  //B      .,  r/(• 


=  (m  — i)DT 
dk 


'ït 


d.r 


dB 

dv 


^ ,  ..  d\      . .  d[^ 

«'/^  dt 


dC 
dz 
,dC 


r/D 

df 
^dD 


dt     '    '    dt)' 
puis  un  lei me  i^  \  T-,  où 


OU,  en  réduisant, 
dT 


i[3  =      -^[(AX-f-BY-i-CZ)^  — A(:cX-HXY-f-x:Z)] 


[(AX  -\-  BY  -f-  CZ)j  —  B(^X  -k-r\  +  ;;Z  )] 


-H  ^  [(  AX  H-  BY  ^-  CZ)^  —  C(^X  ^-jY  -f-  zZ)\ 

Cl  ^ 


DT     X 


dx 


dT  dT\ 


+  /  T    A  -y-  -H  B    --  4-  C  -y- 
\      «J7  r/r  ftz  / 


dy 

=  — (m  — i)DT2 

^     /  ,  d\       „  6/Y       ^ ,  r/Z       ^  r/T  . 
4-  T  M  A  -r-  -h  B  -^  -i-  C:  -T-  -f-  D  --    . 
\      r//  rt!i  ^//  dl  ) 

Donc,  en  réunissant  les  deux  parties,  o  =  5l  +  — ,  c'esl-à-diie 


,..    ,  d\       f/B 


(10.  _^  cl^\ 

dz  "^   dt  1 


^-^-j-(AXh-  BY+  GZ  -hDT) 
dt 


-^  t  QT, 
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ou,  en  omeltanl  le  facleiir  /T,  on  oblicnl  eniin 

-0—(^—     '    —  -^^^-^^^ 
~  ^        \  dj^        cly    '     clz        dt  j 

c'esl-à-dire  que  les  fonctions  A,  B,  C,  D  sont  telles  qne 

r^r,       ^^       fdk        d?>        dC        dD\  ,. 

et,  cela  étant,  l'expression  générale  dù^  et  de  même  chacune  des 
expressions  dùx^  dùy,  dù^,  d^t^  ^^era  égale  à  une  différentielle 
totale. 

Canibridgo,  le  8  janvier  1886. 


SUR  TROIS  FORMULES  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 
Ï^ÀR  M.  J.-A.  MARTINS  DA  SILVA. 

Dans  les  Acta  inathemadca,  t.  I,  p.  368,  M.  Hermite  a  fait 
usage  des  formules  qui  donnent  la  décomposition  en  éléments 
simples  des  trois  quantités 

sn:r  sn(:fc- -h  a),     crier  cn(x  H- «);,     dn;r  dn(a7 -i- a), 

pour  démontrer  une  relation  remarquable  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques 

D'une  manière  analogue  je  démontre  facilement,  au  moyen  de 
ces  formules,  les  trois  relations  suivantes.  Supposons  les  quatre 
quantités  Uy  (%  /',  s  assujetties  à  la  condition 


U  -h  ('  -T-  /•  -h  5 


on  aura 


k-  'àwu  snpcnr  en 6' 
(  I  )  \       —  /i:^  en  II  en  v  sn  /'  sn  s 

—  dn  u  dn  i>  -h  dn  r  dn  r  =  o, 
/i'2  sn  w  sn  (^  —  k''^  srt  r  sn  .v 
(II)  l       H-  d  n  ^^  d  n  p  en  r  en  A' 

—  en  z^  en  v  d  n  /•  dn  s  ~  ç>. 
[   su  u  sn  ('  (\\\  r  dus 
(^111)  \        — dn /Min  v  sn /•  sn.s 

-r-  en  /■  en  A  —  en  u  en  v  =:  o. 


Ces  relalioiis,  (J(''diiil(;s  par-  iM.  Srnllli  (Jaiis  ic-s  l*roco-('din^s  of 
Londoii  MathemiUical Socii'Ay ,  i.  \,  p.  91,  sont  synopllcjucs  par 
rapport  au\  deux  couples  de  quanlilés  //,  t',  y,  s  et  au\  deux  arj^u- 
incnts  des  mêmes  couples.  Posons 


U 


a  —  u-, 

t^  =  — (^  H-  «  j, 

r  -T-  s  =  a. 


la  rclallon  (I)  devieul 


—  A-  snx  sn(^  -h  a)  en  /•  en  5 
('•^j  (  — />:- cnx  cn(.r -~  a )  su  r  sii.'i 

(   —  dnj;  ân(  X  -h  a)  -^  dur  dus  =  o; 

mais  les  formules  du  savant  géomètre,  M.  Hermile,  sont 

[  suj?  sn{x  -r-  a)  =  U, 
(3)'  <   cn^  en  (a? -+-«)  =  en  a — dnaU, 


en  supposant 


i\ux  dn(:r  -i-  a)  =  durt  —  A-  cnaU, 

U  =  —^ —  [Z{x)  —  Z(x  -h  «)  -r-  Z(a)], 
■L{x)  =  --- —  : 

appliquées  dans  la  relation  (2),  elles  donnent 

—  A-  U  en  /■  Ç.US 

—  A-  (  en  <2  —  dn  a  U  )  sn  /•  sn  5 

—  (dna  —  A^  cnalJ)  +  dn  rdus  =  o, 
ou 

A^  U( —  cnr  en*  -f-  snr  sn5  dna  -f-  cn«) 

—  (  k-  sn/'  sns  en  a  -f-  dn<7  —  dn  /•  dn^)  =  o. 

Il  faut  alors  démontrer  les  formules 

(   —  en  /•  en  5  -T-  sn  /'  sn  a-  dn  a  -f-  en  /•  =  o, 

(4) 

(   A2  sn  /■  sn  s  en  a  -{-  dn  a  —  dn  /•  tin  s  =  o. 

Il  suffit  d'introduire  les  conditions  (i)  dans  les  foiinules  (3).  eu 

remarquant  l'égalilé 

a  =  —  (u  -r-  {>): 

on  obtient  les  formules  (4).  qui  démoiitrenl  la  relalioti  (\). 
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Considérons  niainlcnant  Ja  relation  (  II),  il  vient  par  un  caleul 
semblable  la  relation 

—  (À'^U  —  k"-  snr  sn5 

-^  (  dn  a  —  k-  cnnlj) en  /■  r n  s 

—  (en  a  —  dn  a  U  ^  dn  /•  dn  5  =  o, 
on 

U( —  A'- —  A-  cnrt  en  r  en  s  -^-  dn  a  dn  /-  dn  s  ) 

—  (  k'-  sn  ;'  sn  .9  —  d  n  a  en  /•  en  5  -h  e  n  a  d  n  /•  d  n  .v  )  =  o. 

On  connaît  déjà  les  formules 

—  k'-  —  k-  en  a  en  /■  en  s  -^  dn  a  dn  /■  dn  5  =  o, 
k-  sn  /'  sn  s  —  d  n  a  en  ;•  en  5  -4-  en  a  d  n  /"  d  n  .9  =  o  ; 

ce  sont  les  équations  dont  M.  Hermite  s'est  servi  pour  obtenir  la 
relation  de  M.  Cavlev  (/oc.  cit.),  et  qui  déterminent  aussi  la  rela- 
tion (II). 

La  relation  (III)  donne 

—  U  dn  r  dn  5  —  (  dn  a  —  k-  en  a  U  )  sn  ;•  sn  s 

-i- cnr  cn5  —  (en  a  —  dn  aU)  =  o 
ou  bien 

U  (  —  dn  /•  d  n  5  -!-  k-  en  a  sn  r  sn  5  -i-  dn  «  ) 

—  (dn  a  sn/'  sn5  —  en  /'  en  5  -;-  en<7  )  =  o. 

Les  parenthèses  comprennent  les  formules  (4)  qni  démontrent 
notre  question. 


COMPTES   KHNDUS   !•  T   ANALYSES.  «i 

COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES. 

GUNTHER  (S.)-  —  Lkiiiujucii  dkr  (jkoi'iivsik  und  imivsikalisciien  (ii:o- 
GRAPiiiE.  Stuttgart,  i88j.  Zvv citer  liaiid.  ln-8",  \11-O71  pages,  118  fi- 
gures (i). 

Le  Traité  de  Géophysique  n'est  pas,  à  la  vérité,  une  étude 
liistorique  dans  le  sens  des  Mémoires  antérieurs,  dont  une  analvse 
très  détaillée  a  été  donnée  au  Bulletin  (1878  et  1879).  C'est  réel- 
lement un  Ouvrage  didactique,  ayant  pour  but  de  tracer  rapide- 
ment au  lecteur  le  Tableau  des  progrès  accomplis  dans  la  connais- 
sance des  divers  objets  dont  l'étude  se  rattache  à  la  Physique  du 
globe. 

Au  premier  examen  de  l'Ouvrage,  le  lecteur  sera  certainement 
frappé  de  Textraordinaire  profusion  des  données  bibliographiques 
qu'il  renferme.  Plusieurs  milliers  de  citations  appuient  l'autorité 
scientifique  des  assertions  de  l'auteur  et  permettent  de  recourir 
aux  sources  originales  et  de  reprendre,  s'il  est  nécessaire,  l'étude 
des  questions  qui  paraîtraient  exiger  de  nouvelles  recherches. 

Nous  désirerions  cependant,  à  propos  de  ce  Livre,  comme  aussi 
d'autres  Recueils  mathématiques,  que  les  titres  des  Ouvrages  cités 
fussent  autant  que  possible  accompagnés  de  la  date  de  publication. 
J^e  numéro  du  Volume  d'une  collection  telle  que  les  Comptes 
rendus  de  V Académie,  les  Annales  et  Journaux  de  Physique  et  de 
Chimie,  les  Mémoires  des  divers  Instituts,  est  une  donnée  notoi- 
rement insuffisante  au  point  de  vue  chronologique.  L'indication  du 
numéro  de  la  série  n'ajoute  pas  plus  de  clarté,  car  elle  peut  se 
rapporter  à  des  séries  de  cinquante,  vingt,  douze  ou  dix  Volumes 
et  quelquefois  moins  encore.  Au  contraire,  la  seule  mention  de 
l'année  donne  immédiatement  au  lecteur  une  idée  nette  de  l'évo- 
lution accomplie  dans  la  Science,  et  elle  lui  permet  de  retrouver 
aisément  l'Ouvrage  dans  la  collection  la  plus  étendue. 

Nous  croyons  devoir  insister  sur  la  nécessité  et  l'utilité  de  cette 
observation,  dont  tout  chercheur  quelque  peu  familiarisé  avec  les 


(')  Voir  Bulletin,  VIII,,  p.  345-355;  1884. 
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travaux  d'éraditlon  saisira  la  portée  pratique.  En  matière  scienti- 
fique ou  littéraire,  mais  surtout  peut-être  en  Mathématiques,  la 
bibliographie  est  la  moitié  de  la  Science. 

Après  cette  digression,  qui  nous  a  semblé  motivée,  revenons  au 
sujet  que  nous  avons  en  vue. 

Le  second  Volume  de  la  Géophvsique,  dont  nous  allons  nous 
occuper  aujourd'hui,  est  d'un  développement  notablement  supé- 
rieur à  celui  du  premier.  Il  renferme  six  grandes  subdivisions 
générales,  consacrées  au  magnétisme  terrestre,  à  l'étude  de  l'at- 
mosphère, à  la  physique  de  l'Océan,  à  l'action  mutuelle  des  terres 
et  des  mers,  à  l'influence  des  eaux  et  à  la  biologie. 

Le  Magnétisme  et  TElectricité  dans  leurs  manifestations  à  la 
surface  du  globe  ont  fixé  l'attention  des  physiciens  depuis  un 
siècle  à  peine.  Aujourd'hui,  l'ingénieuse  hypothèse  du  courant 
terrestre  donne  une  explication  naturelle  aux  phénomènes  magné- 
tiques; d'autre  part,  le  magnétisme  a  été  défini  par  trois  compo- 
santes, la  déclinaison,  l'inclinaison  et  l'intensité,  qui  ont  été 
évaluées  au  moyen  d'instruments  et  ont  permis  de  suivre  avec 
précision,  sur  notre  planète,  le  tracé  des  lignes  caractéristiques  du 
magnétisme  terrestre,  les  isogones,  les  isoclines  et  les  isodyna- 
miques. Il  est  vrai  que  les  quantités  ainsi  mesurées  éprouvent  des 
variations  que  l'on  a  cherché  à  rattacher  à  une  périodicité  analogue 
observée  dans  la  fréquence  des  taches  du  Soleil.  L'emploi  d'instru- 
ments enregistreurs  dans  l'étude  du  magnétisme  fournira,  dans  la 
suite,  les  éléments  nécessaires  à  une  appréciation  définitive. 

Toutes  ces  questions,  nettement  exposées  dans  les  premiers 
Chapitres,  servent  d'introduction  à  la  théorie  du  magnétisme  ter- 
restre, étudiée  dans  le  Chapitre  IV,  d'après  les  idées  de  Gauss. 

Le  Chapitre  V,  qui  termine  cette  quatrième  Partie  de  l'Ouvrage, 
est  consacré  à  un  intéressant  exposé  de  nos  connaissances  relatives 
à  la  lumière  des  aurores  polaires,  mais  plus  particulièrement  de 
l'aurore  boréale. 

La  cinquième  Partie,  intitulée  Etude  de  V atmosphère,  con- 
tient d'abord  une  esquisse  historique  des  progrès  de  la  Météoro- 
logie, depuis  les  vagues  notions  des  écrivains  de  l'antiquité 
jusqu'à  rr|)oquc  moderne  de  la  subdivision  en  Météorologie  pro- 
prement dite  ou  Science  du  temps  et  Climatologie  ou  élude  des 
clinuils. 
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La  composition  de  ralniosphùrc  amène  à  Irailer  do  la  proportion 
d'acide  carhoni(jiie,  d'ozone,  da  divers  j^a/,  de  corps  étrangers  et 
de  vapeur  d'eau  rpi'elle  renfVîrme.  Cette  dernière  éprouve  des  va- 
riations continuelles,  par  suite  de  sa  production  et  de  sa  précipi- 
tation alternatives.  Les  phénomènes  de  la  rosée,  du  givre,  des 
nuages,  de  la  pluie  et  de  la  neige  et  même  la  chute  de  blocs  de 
glace  offrent  le  sujet  d'intéressantes  remarques.  Les  ascensions 
aérostatiques  ont  fourni  aussi  de  précieuses  indications  sur  la 
composition  de  l'atmosphère,  ainsi  que  sur  sa  forme,  dont  la  con- 
naissance a  été  d'ailleurs  complétée  par  les  résultats  de  méthodes 
fondées  sur  l'Optique,  la  Thermodynamique  et  l'Astronomie. 

Le  Chapitre  suivant  traite  des  méthodes  d'observation  et  de 
réduction  employées  en  Météorologie.  Nous  ne  pouvons  en  donner 
ici  qu'un  aperçu  rapide. 

L'auteur  examine  les  principaux  types  d'instruments  adoptés 
par  les  météorologistes  pour  l'observation  et  la  mesure  des  princi- 
pales données  atmosphériques  :  direction,  vitesse  et  force  du 
vent,  évaporation,  pression  ou  poids  de  l'atmosphère,  tension  de 
la  vapeur  d'eau  et  humidité  relative,  pluie,  ozone,  température, 
éléments  que  l'on  a  réussi  à  observer  et  à  enregistrer,  soit  séparé- 
ment, soit  en  totalité,  au  moyen  de  météorographes,  à  la  liste 
desquels  nous  croyons  devoir  ajouter  le  baromètre-balance  de 
M.  Crova  et  la  belle  collection  d'instruments  enregistreurs  ima- 
ginés et  construits  par  M.  Redicr. 

Quant  à  l'établissement  des  heures  d'observations,  l'entente  ne 
paraît  pas  encore  définitive  entre  tous  les  pays.  Elle  s'imposera, 
vraisemblablement,  par  l'extension  donnée  aux  observations  inter- 
nationales simultanées. 

Pour  terminer  ce  Chapitre,  l'auteur  examine  les  méthodes  par 
lesquelles  on  évalue  les  hauteurs  des  localités  d'après  les  données 
barométriques  ou  thermométriques,  l'emploi  des  tableaux  gra- 
phiques en  Météorologie,  enfin  la  théorie  de  la  méthode  des 
moindres  carrés  et  l'usage  de  la  formule  de  réduction  inventée  par 
Bessel. 

L'Optique  tient  une  place  considérable  dans  l'étude  de  la  Mé- 
téorologie. C'est  déjà  à  un  effet  de  perspective  aérienne,  expliqué 
encore  insuffisamment,  ([u'ilfaut  attribuer  la  dé[)rcssion  :q)[)ait'ule 
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de  la  voùle  céleste  et  ragrandissement  apparent  de  la  Lune  et  du 
Soleil  à  riiorizon.  Ensuite,  les  rayons  de  lumière,  passant  du  vide 
planétaire  dans  notre  atmosphère,  subissent  des  réfractions  dont 
il  faut  tenir  compte  pour  l'exactitude  des  observations  astrono- 
miques et  géodésiques.  A  ce  titre,  il  eût  été  intéressant  de  signaler 
Bouguer,  Ivory  etBessel,  qui  sont,  avec  Laplace,  les  fondateurs  de 
la  théorie  actuellement  suivie  dans  l'étude  de  ces  phénomènes. 

Les  proportions  variables  de  vapeur  d'eau  ou  de  poussières 
d'une  très  grande  ténuité  que  peut  renfermer  l'atmosphère  don- 
nent naissance  à  d'autres  modifications  de  la  lumière,  telles  que  la 
scintillation  des  étoiles,  la  coloration  et  la  transparence  de  la 
masse  d'air,  la  formation  des  rayons  crépusculaires,  la  polarisation, 
les  raies  telluriques  du  spectre  solaire,  l'illumination  crépusculaire 
habituelle  ou  anomale.  L'état  thermométrique  provoque  aussi  des 
réfractions  spéciales  au  voisinage  immédiat  du  sol,  comme  le  mi- 
rage; enfin,  la  présence  des  gouttes  de  pluie  ou  des  cristaux  de 
neige  détermine  les  phénomènes,  maintenant  bien  connus,  de 
l'arc-en-ciel,  des  halos,  des  cercles  et  couronnes  solaires,  etc. 

Au  Chapitre  IV,  l'auteur  étudie  l'électricité  atmosphérique.  Les 
notions  qui  s'y  rapportent  ont  gagné  quelque  précision  à  la  suite 
du  perfectionnement  des  électromètres.  On  a  ainsi  reconnu  la 
périodicité  diurne  et  annuelle  de  l'intensité  électrique^  mais  l'ori- 
gine même  de  l'électricité  de  l'atmosphère  est  une  question  non 
encore  absolument  élucidée. 

Le  reste  du  Chapitre  est  consacré  à  l'exposé  du  système  d'obser- 
vations des  orages  institué  dans  divers  pays,  du  principe  et  de  la 
construction  des  paratonnerres,  pour  lesquels  l'Académie  des 
Sciences  a  souvent  donné  son  avis. 

Le  Chapitre  V  traite  de  la  Météorologie  cosmique,  c'est-à-dire 
des  inilucnces  attribuées  à  la  Lune  et  au  Soleil  dans  la  production 
ou  la  fréquence  des  variations  atmosphériques.  L'auteur  de  l'Ou- 
vrage a  publié,  sur  ce  sujet,  deux  importants  Mémoires  parus 
en  1876  et  en  1882,  et  auxquels  nous  devons  renvoyer  le  lecteur. 

M.  Giinther  a  donné,  avec  raison,  plus  d'importance  au  Chapitre 
suivant,  réservé  à  la  Météorologie  dynamique  et  à  l'étude  des 
grands  mouvements  de  l'atmosphère,  science  nouvelle,  pressentie 
par  notre  ilhishr   ronipalriotr    l^avoisier,  mais  pratiquement  due 
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aux  patientes  études  des  météorolof^lstes  anglais  et  anK-ricaiiis,  et 
puissamment  dcveJop[)ée  aujourd'hui  en  Europe  et  chez  toutes 
les   nations  civilisées. 

Le  point  de  départ  de  ces  notions  repose  sur  la  discussion  ôc^ 
observations  barométriques,  dont  la  comparaison  est  devenue  si 
facile  par  l'emploi  des  instruments  enregistreurs.  Naguère,  l'ob- 
servateur isolé,  privé  de  communications  rapides  avec  ses  voisins, 
ne  pouvait  faire  que  des  conjectures  très  incertaines  sur  les  varia- 
lions  qu'il  remarquait  dans  la  pression  barom('*trique  et  dans  la 
direction  et  l'intensité  du  vent.  Mainlennnr,  grâce  aux  règles  for- 
mulées par  Piddington,  Espy,  Reid,  Hedfield,  Dove,  Buvs-Ballot, 
toutes  les  circonstances  jouent  un  rôle  important  et  bien  défini. 
Les  tempêtes  cessent  d'elTrayer  le  navigateur  et  la  connaissance  de 
leur  mouvement  vient  lui  servir  de  sauvegarde.  Par  malheur,  la 
violence  et  la  rapidité  d'irruption  de  la  bourrasque  déjouent  quel- 
quefois toutes  les  précautions  et  tous  les  efforts,  et  l'humanité 
paye  encore  un  formidable  tribut  aux  tempêtes  qui  viennent,  à 
diverses  reprises,  désoler  les  populations  maritimes. 

Les  études  de  Météorologie  dynamique  ont  montré  que  l'atmo- 
sphère éprouve  une  sorte  de  déplacement  général,  caractéristique 
delà  saison  d'hiver  et  de  la  saison  d'été;  les  lignes  isobares  ou 
d'égale  pression  n'occupent  pas  les  mêmes  places,  pour  les  re- 
prendre environ  six  mois  après.  Elle  est  soumise  aussi  à  de  grands 
courants  périodiques,  bien  connus  sous  les  tropiques,  et  dont  la 
formation  et  la  direction  suivent  les  fluctuations  des  saisons  astro- 
nomiques. Mais  la  théorie  de  certains  autres  phénomènes  atmo- 
sphériques, tels  que  le  siroco  en  Afrique  et  le  fœhn  en  Europe, 
les  trombes,  les  tornados,  les  typhons  et  la  grêle,  n'est  pas  encore 
entièrement  fixée  et  exerce  depuis  longtemps  la  curiosité  des 
météorologistes. 

Après  la  Météorologie  dynamique  se  présente  la  Météorologie 
slatique  ou  Climatologie  générale,  qui  a  pour  objet  d'observer  et 
de  réunir  toutes  les  données  qui  peuvent  servira  caractériser  Tétat 
moyen  de  l'atmosphère  en  chaque  point  du  globe.  Les  facteurs  à 
intervenir  dans  celte  étude  sont,  en  première  ligne,  la  tempéra- 
ture, l'humidité  et  la  nébulosité;  mais  il  faut  y  joindre  l'anémo- 
logie,  la  pression,  la  pluie,  ainsi  que   Télertricilé  atmosphérique 
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et  d'autres  parlicularités  plus  ou  moins  locales,  les  procluclions 
végétales,  la  proximité  des  forêts. 

Les  climats  diffèrent  entre  eux  au  point  de  vue  de  la  quantité 
de  clialeur  solaire  qui  les  définit  et  des  circonstances  topographi- 
ques ou  de  la  situation  géographique,  dont  l'influence  contrarie 
ou  modifie  parfois  notablement  les  premières  caractéristiques. 
Ceci  explique  pourquoi  l'on  a  été  amené  à  établir  une  classifica- 
tion en  climats  continentaux,  maritimes  et  des  grandes  altitudes. 
Une  part  importante  doit  être  faite  aussi  à  l'influence  de  l'absorp- 
tion atmosphérique  de  la  chaleur  solaire. 

Tout  en  restant  dans  des  vues  d'ensemble,  les  météorologistes 
ont  eu  l'idée  de  réunir  les  données  climatologiques  recueillies  et 
de  les  traduire  en  tableaux  graphiques  se  rapportant  à  la  totalité 
du  globe  terrestre.  La  première  notion  ainsi  acquise  a  été  celle 
des  isothermes  et  des  pôles  de  froid.  Elle  est  indiquée  dans  le 
Chapitre  VIL  Le  suivant  est  plus  spécialement  consacré  à  l'analvse 
des  Mémoires  de  Wojeikof  sur  la  distribution  géographique  des 
pluies,  et  de  Supan^  sur  la  fréquence  du  vent  dominant  dans 
vingt-trois  grandes  régions  du  globe. 

Le  Chapitre  IX  étudie  l'importante  question  des  changements 
des  climats.  L'époque  glaciaire,  caractérisée  par  le  développement 
extraordinaire  des  glaciers,  a  joué  dans  cet  ordre  d'idées  un  rôle 
fondamental.  Nous  avons  vu,  à  propos  de  Mémoires  antérieurs 
déjà  cités  (^),  les  hypothèses  invoquées  pour  l'explication  de  cette 
transformation  (Adhémar,  Croll,  Schmick,  Pilar,  etc.).  Ces 
théories  se  trouvent  ici  reproduites  avec  de  nouveaux  développe- 
ments, auxquels  cependant  il  conviendrait  d'ajouter  un  intéres- 
sant Mémoire  de  M.  Carbonnelle,  publié  en  i8^^  dans  le  tome  I 
des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  et  intitulé 
Calcul  de  la  chaleur  diurne  envoyée  par  le  Soleil  en  un  point 
cjuelconcjue  de  la  surface  terrestre.  Ce  travail,  comme  l'a  fait 
remarquer  M.  P.  Mansion,  a  des  applications  importantes  à  la 
géographie;  il  explique  la  rapidité  et  la  vigueur  de  la  végétation 
dans  les  régions  polaires,   plaide   en  faveur   d'une  mer  libre  au 


(')  Siudien,  etc.  Voir  Bulletin,  mars  1879,  m^;  P-  97-i"^- 
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pôle  et  peut  même  servir  à  appiiver  Ja  théorie  g<'ologique  deCroll. 

Que  les  climats  aient  ciiangé  dans  le  cours  des  siècles,  le  fait 
est  nettement  établi  par  la  succession  des  faunes  et  des  flores 
géologiques,  dont  l'évolution  a  exigé  des  conditions  atmosplié- 
riques  et  climatologiques  très  différentes.  Mais,  quant  à  fixer  le 
nombre  des  siècles  et  surtout  l'étendue  et  la  nature  des  modifica- 
tions ainsi  éprouvées  dans  le  changement  des  climats,  il  est  diili- 
cile  d'en  acquérir  une  notion  précise.  En  particulier,  s'il  ne  s'agit 
que  de  la  période  comprenant  les  temps  historiques,  on  a  contesté 
avec  quelque  raison  le  fait  d'une  modification  appréciable  dans 
les  climats  des  contrées  européennes,  pour  ne  parler  que  des 
mieux  étudiés;  mais  il  ne  faut  pas  vouloir  refuser  à  l'homme  une 
influence,  malheureuse  il  est  vrai,  dans  les  changements  de  climats. 
La  dévastation  des  forets,  entre  autres,  a  été  une  des  causes  prin- 
cipales auxquelles  on  doit  attribuer  la  destruction  des  climats 
dans  certaines  localités,  tandis  que  l'œuvre  de  reconstitution  est 
lente  et  pénible  et  ses  effets  ne  se  font  sentir  que  d'une  façon 
assez  incomplète. 

La  Météorologie  pratique  ou  appliquée,  étudiée  au  Chapitre  X, 
comprend  la  prévision  du  temps,  les  avertissements  agricoles,  les 
avertissements  maritimes  organisés  en  vue  de  la  navigation,  les 
notions  recueillies  sur  les  routes  à  la  mer,  les  instructions  nau- 
tiques, enfin  les  applications  de  la  Météorologie  à  la  pratique  mé- 
dicale, pathologie,  hygiène  et  balnéothérapie. 

La  prévision  du  temps  à  longue  échéance  et  pour  dilTérents 
pays  est  un  problème  au-dessus  des  forces  humaines;  les  gens  qui 
se  flattent  de  l'avoir  résolu  n'ont  eu  réalité  qu'un  but  de  spécula- 
tion commerciale,  basée  sur  le  fonds  d'in('puisable  crédulité  du 
public.  En  dehors  de  ce  charlatanisme,  la  prévision  à  courte 
échéance,  vingt-quatre  à  quarante-huit  heures  au  plus,  rend  jour- 
nellement de  précieux  services  à  l'agriculture  et  à  la  navigation, 
parce  qu'elle  est  déduite  de  la  connaissance  de  l'état  atmosphéricpie 
sur  de  grandes  régions  et  de  la  discussion  rationnelle  de  lois  géné- 
rales observées  dans  le  mouvement  des  tempêtes. 

La  sixième  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée  à  la  description 
de  l'Océan  et  à  sa  physique  spéciale.  Cette  branche  importante  de 
la  Physique  du  globe  a  été  largement  développée  par  Alexandre 
de  Humboldt  et  Maurv. 
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L'auteur  indique  les  principes  de  cette  étude,  la  répartition 
générale  des  eaux  océaniques,  les  notions  relatives  au  volume,  au 
niveau,  à  la  coloration,  à  la  transparence,  à  la  végétation  et  à  la 
phosphorescence  des  mers. 

Au  Chapitre  suivant,  il  étudie  les  particularités  et  la  structure 
du  littoral,  la  profondeur  considérée  comme  élément  géographique, 
les  méthodes  et  instruments  employés  pour  évaluer  cette  profon- 
deur, avec  un  aperçu  des  résultats  obtenus  dans  les  principales 
mers,  les  rapports  qui  existent  entre  cette  profondeur  et  l'altitude 
des  divers  continents,  la  proportion  des  quantités  totales  de  terres 
solides  et  des  eaux  qui  les  recouvrent,  enfin  les  conditions  biolo- 
giques du  fond  des  mers. 

JjC  Chapitre  111  traite  de  la  température  et  de  la  composition 
chimique  des  eaux  des  mers,  ainsi  que  des  moyens  de  mesure  et 
d'analyse,  et  des  hypothèses  imaginées  pour  expliquer  les  résultats 
observés. 

Une  carte  d'ensemble,  fort  intéressante,  fait  voir  les  diverses 
régions  caractérisées  par  une  densité  déterminée. 

AuChapitre IV,  l'auteur  expose  les  résultats  auxquels  ont  conduit 
l'étude  et  l'observation  du  mouvement  des  vagues,  problème  étudié 
par  les  plus  grands  analystes.  Ce  mouvement  oscillatoire  s'observe 
sur  des  étendues  beaucoup  moindres,  telles  que  la  surface  des  lacs 
de  la  Suisse,  où  ils  ont  été  signalés  dès  1740  par  Jallabert  sur  le 
Léman,  sous  le  nom  de  seiches  ou  crues  d^ eau  subites  et  passa- 
gères, qui  se  forment  en  été  aux  deux  bouts  du  lac  de  Genève. 
Ce  phénomène  a  été  étudié  en  détail  et  d'une  façon  complète  par 
M.  Forel. 

Pour  revenir  aux  oscillations  plus  fréquentes  et  mieux  caracté- 
risées de  la  surface  des  mers,  il  y  a  lieu  d'étudier  celles  que  pro- 
voque l'intensité  variable  du  vent.  Les  recherches  et  observations 
faites  à  ce  sujet  ont  montré  que  le  cube  de  la  hauteur  des  vagues 
soulevées  était  sensiblement  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse 
du  vent. 

En  opposition  à  ce  mode  naturel  de  production  des  vagues,  il 
est  juste  de  signaler  l'action  singulière  que  produit  même  une 
petite  quantité  d'huile  projetée  à  la  surface  de  l'eau.  Cette  in- 
lluence  que  les  corps  gras  exercent  sur  les  petites  rides  de  la  sur- 
l:»ce    de  l'eau  a  été   remarquée  depuis    très    longtemps.   D'après 
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M.  VirlcL  d'Aoust,  le  fait  a  éb't  si«;nalé  par  Aristote,  Pline  et 
Pliitarque.  On  peiiL  joindre  à  ces  témoignages  celui  de  Tacite, 
dans  sa  description  du  lac  Asplialtite  (/list.,  V,  6).  Les  physiciens 
modernes  ont  aussi  confirmé  ces  remarques  :  Franklin,  Forel, 
van  der  Mensbrugghe,  etc.  L'expérience  classique,  attribuée  à 
Nicklès,  de  la  rotation  du  camplirc  sur  de  l'eau  pure  est  une  des 
plus  concluantes.  Le  seul  contact  d'une  baguette  de  verre  passée 
dans  les  doigts,  ce  qui  laisse  sur  elle  une  quantité  à  peine  appré- 
ciable de  corps  gras,  sufTit  pour  arrêter  le  frémissement  déterminé 
par  le  mouvement  giratoire  du  camphre.  La  persistance  du  sillage 
d'un  bateau  à  vapeur  sur  une  mer  calme  est  aussi  un  fait  à  l'appui 
des  mêmes  observations  :  la  présence  de  corps  gras  entraînés  par 
l'eau  chaude  rejetée  par  le  condenseur  de  la  machine  suffit  pour 
former  à  la  surface  de  l'eau  un  enduit  visqueux,  dont  l'extrême 
ténuité  ne  paraît  point  modifier  sensiblement  l'énergie  et  l'effet 
de  l'attraction  capillaire. 

Parmi  les  mouvements  de  la  mer,  on  peut  étudier  aussi  les 
vagues  de  tempête  ou  lames  de  fond,  puis  les  oscillations  pério- 
diques plus  connues  sous  les  noms  de  marée,  flot  et  jusant,  flux  et 
reflux,  auxquelles  se  rattache  la  notion  de  l'établissement  du  port. 
Le  développement  historique  de  la  théorie  de  ces  phénomènes 
offre  un  grand  intérêt;  on  en  trouve  le  principe  très  nettement 
indiqué  dans  les  écrits  des  premiers  géographes  et  naturalistes, 
mais  Newton  et  Laplace  ont  porté  cette  théorie  au  dernier  degré 
de  perfection. 

Gomme  particularité  à  noter,  les  marées  déterminent  parfois  de 
grands  mouvements  qui,  suivant  les  localités  et  les  circonstances 
topographiques,  reçoivent  le  nom  de  ras  de  marée  ou  de  mascaret, 
dans  le  voisinage  de  l'embouchure  des  fleuves  tels  que  la  Seine. 

Le  Chapitre  V  traite  des  grands  courants  qui  déplacent  une 
notable  fraction  de  la  masse  des  eaux,  les  transportant  d'un  mou- 
vement continu  de  translation,  difi'érent  en  cela  de  la  simple  oscil- 
lation qui  s'observe  dans  l'effet  des  vagues  ordinaires  et  des  marées. 
Les  premières  constatations  précises  de  ces  courants  doivent  être 
attribuées,  suivant  Peschel  Ruge,  aux  navigateurs  portugais  qui, 
au  xv^  siècle,  reconnurent  le  célèbre  courant  du  Golfe  ou  Gulf- 
Stream,  mais,  à  cette  époque,  le  courant  de  la  côte  de  Mozam- 
bique avait  été  déjà  observé  par  Vasco  de  Gama,  celui  du  GulJ- 
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Stream  à  la  pointe  de  la  Floride  par  Antonio  d'Alamine,  en  i5i3, 
et  celni  de  la  côte  de  Labrador  vraisemblablement  dès  i4975  P^r 
Sébastien  Cabot.  En  i665,  Athanase  Koiclier,  le  même  qui,  en 
1 58o,  avait  figuré  sur  une  mappemonde  les  premières  lignes  d'égale 
déclinaison  magnétique,  qu'il  appelait  tractus  chalyhoeliticus, 
avait  aussi  dressé  une  carte  d'ensemble  des  courants  maritimes 
connus  de  son  temps. 

Aujourd'hui,  grâce  aux  travaux  de  Maury,  tous  les  courants  ont 
été  complètement  étudiés,  et,  loin  d'être  un  obstacle  aux  naviga- 
teurs, ils  sont  devenus  de  véritables  routes  maritimes. 

Le  mode  d'investigation  de  ces  courants  le  plus  habituellement 
employé  est  fondé  sur  l'observation  du  degré  aréométrique  et  de  la 
température  des  eaux.  C'est  ainsi  que  l'on  a  établi  l'existence 
d'un  grand  courant  chaud  ou  équatorial  et  d'un  grand  courant 
froid  ou  polaire,  dans  les  deux  régions  Nord  et  Sud  de  l'océan 
Atlantique.  Le  courant  équatorial  de  la  région  Nord  offre  un  intérêt 
tout  particulier  :  c'est  celui  du  Gulf-Stream  qui,  se  relevant  sur 
les  cotes  occidentales  de  l'Europe,  adoucit  le  climat  des  contrées 
septentrionales  de  l'ancien  continent.  L'étude  de  ses  températures 
a  occupé  beaucoup  de  physiciens  et  de  géologues  ;  de  nombreuses 
observations,  recueillies  en  i85i  par  Ch.  Sainte-Claire  Deville,  ont 
servi  de  base  à  l'établissement  d'une  carte  des  températures  du 
golfe  du  Mexique  jusqu'aux  Antilles. 

Nous  ne  pouvons  que  signaler  ici  les  courants  pareillement 
observés  dans  l'océan  Pacifique,  dans  l'océan  Indien,  et  dans  les 
deux  océans  polaires,  Arctique  et  Antarctique.  Le  lecteur  en 
trouvera  la  description  détaillée  dans  l'Ouvrage,  ainsi  que  l'indi- 
cation, sur  un  planisphère  à  échelle  réduite,  où  toutefois  Ton  a 
oublié  de  noter  la  direction  des  principaux  courants,  omission 
qu'il  sera  aisé  de  réparer  dans  une  nouvelle  édition. 

La  théorie  des  courants  maritimes  est  aujourd'hui  à  peu  près 
complètement  étudiée,  et  il  est  juste  d'attribuer  les  premiers  essais 
à  un  savant  artiste,  qui  a  marqué  l'empreinte  de  son  génie  dans 
d'autres  sciences,  Léonard  de  Vinci  ('). 

Le  développement  considérable  des  glaciers  et  des  glaces  llot- 


(')  Studien,  etc.  Voir  Bulletin,  oclobrc  1878,  IL,  p.  425-4-26. 
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lantes  dans  les  régions  polaires,  cl  leur  Iniluence  dans  la  Géologie, 
la  classification  des  divers  types  de  hanf[iiises  ou  à^icebergs,  la 
discussion  relative  à  l'existence  d'imo  Immense  nappe  de  glace  sur 
toute  l'étendue  des  régions  voisines  du  pôle,  à  partir  du  quatre- 
vingt-deuxième  degré,  d'après  l'exploration  du  ca[)itaine  Nares 
en  1875  et  en  1876;  la  répartition  géographique  des  glaciers  po- 
laires et  l'hypothèse  d'une  mer  libre  au  pôle  nord  ollrcnt  le  sujet 
des  principaux  paragraphes  du  Cha[)itre  VI. 

La  septième  Partie  traite  des  rapports  mutuels  dynamiques  entre 
les  mers  et  les  continents  et  des  changements  provoqués  par  cette 
réciprocité  d'action. 

Le  rivage  des  mers  éprouve  des  modifications  de  tracé  ou  de 
niveau  dont  on  a  pu  reconnaître  l'indice,  d'une  façon  qui  ne  laisse 
aucun  doute  sur  la  réalité  du  phénomène,  ni  sur  la  continuité  de 
l'action  observée.  Ces  mouvements  marquent,  pour  ainsi  dire,  une 
étape  géologique  contemporaine.  Certains  d'entre  eux  ont  trouvé 
une  explication  assez  plausible  dans  le  voisinage  de  volcans  en 
activité.  Cet  exemple  se  présente  pour  le  temple  de  Pouzzolles; 
mais  la  généralité  doit  être  attribuée  à  la  structure  même  du  globe 
terrestre,  fort  irrégulière  et  dissymétrique. 

La  conformation  du  rivage  des  mers  est  intimement  liée  au  tra- 
vail d'apport  des  vagues.  Ce  travail  dépend  de  la  constance  ou  de 
la  variation  lente  du  niveau  des  mers  ou,  plus  exactement,  des 
mouvements  lents  auxquels  le  sol  est  soumis.  11  aboutit  ordinaire- 
ment à  la  constitution  de  terrasses,  ou  de  boulevards  étages,  ou  de 
fjords,  dont  la  formation  a  été  expliquée  par  plusieurs  théories. 

La  mer  modifie  et  façonne  le  rivage  par  le  déplacement  qu'elle 
imprime  aux  sables  qu'elle  apporte  et  que  le  vent  soulève  à  son 
tour.  Enfin,  l'influence  combinée  des  mers  et  des  fleuves  détermine 
la  formation  de  deltas,  de  lagunes,  de  cordons  littoraux. 

Le  Chapitre  III  traite  des  caractères  et  de  la  classification  des 
îles,  et  des  intéressantes  remarques  auxquelles  a  donné  lieu  la  for- 
mation contemporaine  des  récifs  de  corail. 

La  huitième  Partie  traite  de  la  terre  ferme  et  de  l'eau  douce  qui 
existe  à  sa  surface. 

Après  avoir  examiné  les  rapports  qui  existent  entre  la  Géogonie 
et  la  Cosmogonie,  l'auteur  expose  le  résumé  des  spéculations  géo- 
goniques  jusqu'à  l'époque  de  G.  Werncr,  Lamarck  et  Hulton,  qui 
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présentèrent  l'eau  comme  un  important  factem'  dans  la  formation 
et  la  disposition  des  terrains.  Dans  notre  siècle,  ces  théories  ont 
rencontré  quelques  objections,  d'où  est  résulté  un  conllit  entre  les 
partisans  des  grands  bouleversements  géologiques  et  ceux  des 
transformations  lentes  et  continues.  Les  géologues  sont  restés 
longtemps  divisés  sur  la  part  à  attribuer  à  l'action  du  feu  central 
ou  à  celle  des  eaux.  L'examen  micrograpliique  des  roches  et  des 
minéraux  a  contribué,  toutefois,  à  élucider  les  théories  présentées 
pour  la  constitution  de  ces  substances  et  la  transformation  des 
restes  organisés  en  fossiles. 

L'étude  rétrospective  de  toutes  ces  lointaines  évolutions  a  été 
grandement  facilitée  par  le  classement  méthodique  auquel  on  a 
réussi  à  les  soumettre.  Les  terrains  primitifs,  paléozoïques,  méso- 
zoïques  et  cœnozoïques  se  subdivisent  eux-mêmes  en  plusieurs 
étages,  caractérisés  par  des  fossiles  de  mieux  en  mieux  déterminés. 
Le  relief  et  le  sol  de  la  terre  ferme  ont  donné  matière  également  à 
d'intéressantes  observations.  De  Humboldt  a  posé  les  principes  de 
l'étude  raisonnée  des  systèmes  de  montagnes,  et  Sonklar  von  Inns- 
tiidten  a  publié  une  orographie  générale  qui  fixe,  d'une  manière 
très  satisfaisante,  l'état  actuel  de  la  science  géologique  dans  cette 
nouvelle  nomenclature. 

A  côté  des  grands  soulèvements  si  bien  étudiés  par  les  géologues, 
il  faudrait  noter  aussi  les  dépressions  locales,  reconnues  par  cer- 
tains explorateurs.  L'idée  d'y  amener  les  eaux  de  la  mer  a  servi  de 
prétexte  à  des  projets  plus  ou  moins  fantastiques.  C'est  ainsi  que 
nous  avons  vu  faire,  pendant  plusieurs  années,  une  agitation  aussi 
considérable  qu'irréfléchie,  autour  du  projet  présenté  par  le  com- 
mandant Roudaire  pour  amener  les  eaux  de  la  Méditerranée  dans 
les  chottsdu  sud  de  la  Tunisie.  Nous  ne  rappellerons  pas  les  objec- 
tions adressées  à  une  entreprise  dont  l'exécution  était  fort  problé- 
matique, et  dont  la  base  était  une  légende  assez  vague  et  incertaine  ; 
mais  il  est  une  objection  plus  sérieuse  à  signaler  ici,  c'est  que 
l'idenlificalion  du  lac  Triton  des  géographes  de  l'antiquité  a  pu 
enfin  être  établie  avec  certitude.  Ces  dépressions  ont  réellement 
existé  en  Tunisie,  au  sud-est  de  Kairouan,  mais  nullement  à 
l'endroit  où  le  commandant  Roudaire  les  a  supposées  pour  les 
besoins  de  la  cause.  La  Méditerranée  a  pu  communiquer  autrefois 
a\ec  le  lac  Triton,  tandis  qu'elle  n'a  jamais  pénétré  dans  le  choit 
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Mc'lrir,  où  clJc  ne  poiiirnil  airivcr  d'iiilKHirs,  aujourd'hui,  que  par 
un  canal  traversant  le  cliott  Djorid,  dont  le  niveau  est  plus  élevé.  Le 
projet  de  percement  de  ce  terrain  est  inutile  et  extravagant;  la  mo- 
dification que  le  climat  de  la  région  en  éprouverait  à  peu  près  nulle, 
et  les  avantages  politiques,  commerciaux  et  financiers  que  l'tjn 
voudrait  en  tirer,  illusoires  ('). 

Au  Chapitre  III,  Fauteur  expose  les  notions  relatives  à  la  j)ré- 
sence  de  la  neige  et  de  la  glace  sur  les  hautes  montagnes,  ainsi  que 
les  faits  généraux  se  rapportant  aux  caractères  physiques  et  géolo- 
giques des  glaciers,  au  phénomène  des  avalanches,  au  mouvement 
des  glaciers,  aux  moraines,  à  l'influence  des  glaciers  sur  la  forme 
du  sol,  etc. 

Le  Chapitre  IV  renferme  l'exposé  des  données  relatives  à  la 
formation,  à  la  profondeur  et  à  la  nature  de  l'eau  des  lacs,  ainsi 
que  les  systèmes  de  classification  suivis  par  divers  géologues.  La 
description  de  ces  eaux  dormantes  appelle,  naturellement,  celle 
des  marais  et  des  tourbières. 

L'auteur  expose  ensuite  la  théorie  des  différentes  espèces  de 
sources,  telles  que  les  sources  ordinaires,  les  sources  minérales, 
les  fontaines  intermittentes,  les  sources  artésiennes  ou  jaillissantes, 
les  geysers  et  les  sources  à  siphonnement  d'eau  salée,  dont  le  fonc- 
tionnement est  semblable  à  celui  de  l'injecteur  Giffard.  Un  des 
plus  curieux  exemples  existe  dans  l'île  de  Céphalonie. 

Après  les  sources,  les  eaux  courantes,  avec  les  particularités 
observées  dans  leur  régime,  leur  vitesse,  ainsi  que  dans  leur  action 
érosive. 

Les  généralités  sur  la  morphologie  de  la  surface  terrestre  sont 
exposées  dans  le  Chapitre  V.  L'auteur  étudie  la  question  de  l'inva- 
riabilité des  mers  et  des  continents,  le  mécanisme  intérieur  de  la 
Terre  qui  se  refroidit  et  le  plissement  qui  en  résulte  ;  la  connexion 
naturelle  des  chaînes  de  montagnes  d'après  le  récent  Ouvrage  de 
Suess,  l'érosion  et  l'efflorescence,  l'origine  des  vallées,  des  atter- 
rissements  et  des  dépressions,  des  steppes  et  des  déserts,  enfin  les 
formations  d'origine  animale. 


(')  Voir,  pour  plus  de  détails,  notre  Mémoire  spécial  publié  dans  les  Mondes 
de  l'abbé  Moigno  (1877),  et  résumé  dans  V Année  scientifique  et  industrielle  de 
M.  L.  Figuier,  21''  année,  p.  211-227;  1877. 
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L'Annexe  formant  la  neuvième  et  dernière  Partie  renferme 
quelques  pages  que  Fauteur  a  jugé  devoir  consacrer  à  la  distribu- 
tion géographique  des  races  humaines,  des  races  animales  et  des 
espèces  végétales.  Ces  sujets  d'étude  n'ont  peut-être  pas,  pour 
tous  les  savants,  les  mêmes  liaisons  avec  la  Physique  du  globe; 
cependant,  on  comprend  qu'il  existe  une  certaine  corrélation  entre 
les  caractères  du  sol  et  du  climat  et  les  productions  animales  ou 
végétales  qui  en  tirent  leur  subsistance.  A  ce  titre,  un  rapide  aperçu 
de  ces  notions  peut  très  bien  entrer  dans  le  plan  de  la  Géophysique. 
Ici  se  termine  le  résumé,  que  nous  avons  rendu  aussi  fidèle 
que  possible,  de  l'Ouvrage  de  M.  le  D""  S.  Gûnther.  Des  travaux 
publiés  par  ce  géomètre,  celui-ci  est  le  plus  important  et  le  plus 
considérable  jusqu'à  présent. 

Déjà  nos  lecteurs  ont  pu  apprécier  l'érudition  du  savant  Pro- 
fesseur dans  les  études  de  Géophysique;  on  peut  dire  que  cet 
Ouvrage  est  le  plus  complet  qui  ait  été  publié  sur  un  pareil  sujet 
d'études,  digne  d'un  géomètre  profondément  versé  dans  la  biblio- 
graphie mathématique. 

Quelques-unes  des  figures  qui  accompagnent  le  texte  devront, 
nous  semble-t-il,  être  modifiées  dans  une  prochaine  édition.  Ainsi, 
la  trajectoire  des  rayons  dans  les  Jlg.  Zi  et  34  présente  une  cour- 
bure trop  marquée;  la  flg.  8i,  représentant  les  divers  types  de 
glaces  polaires,  manque  de  netteté.  Dans  le  Tome  I,  il  y  aurait  à 
améliorer  la  Jîg.  20  et  quelques  autres  détails.  Les  figures  sont 
quelquefois  reproduites  d'après  un  Ouvrage  original,  suivant  une 
disposition  archaïque  à  laquelle  on  n'est  plus  habitué,  et  qui 
gagnerait  souvent  à  être  transformée  d'après  un  type  plus  moderne. 
Ces  petites  imperfections  de  détail  méritent,  d'ailleurs,  à  peine 
de  fixer  l'attention;  elles  ne  doivent  pas  amoindrir  les  réelles 
qualités  qui  distinguent  la  Géophysique  de  M.  Gûnther. 

Il  nous  sera  permis  de  fonder  l'espoir  que  cet  Ouvrage  de  longue 
étude,  par  la  richesse  et  l'étendue  de  ses  subdivisions,  donnera 
un  guide  utile  aux  professeurs  dans  leur  enseignement,  aux  élèves 
dans  leurs  travaux,  et  préparera  sans  doute  la  vocation  à  plus 
d'un  d'entre  eux,  qui  pourra  dire  alors,  comme  jadis  Alexandre  de 
Ilumboldt  :  Je  conçus  l'idée  d^une  PJirsique  du  Monde. 

H.  B. 
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Cii.-Em.  RUELLE.  —  L'IxTRODUfiTioN  iiahmonique  dfî  CLKONfnr:,  la  division 
DU  Cainon  d'Euclidi:  le  (.éomktri:,  (vA.nons  iiAiiMOMQi  i:s  de  Flohknce. 
Traduction  française  avec  commentaire  perpétuel.  Paris,  Didot,  1884  (Extrait 
de  la  Collection  des  Auteurs  grecs  relatifs  à  la  Musique). 

Le  traducteur  fait  précéder  son  travail  d'un  avcrtisscincnt  biblio- 
graphique très  complet  que  rendait  indispensable,  d'ailleurs,  le 
peu  de  sûreté  de  l'attribution.  Son  point  de  départ  nous  semble 
des  mieux  établis  :  les  deux  Traités  ne  sauraient  avoir  le  même 
auteur;  ils  professent,  en  effet,  des  principes  diamétralement  op- 
posés l'un  à  Fautre.  Or  il  ne  peut  y  avoir  de  doute  sur  le  Canon  : 
les  manuscrits  sont  unanimes  pour  l'attribuer  à  Euclide;  les  au- 
teurs anciens,  Proclus,  Marinus  et  l'auteur  du  commentaire  sur  les 
Harmoniques  de  Ptolémée  l'affirment  également;  enfin  il  v  a  une 
concordance  parfaite  entre  les  critiques  modernes.  Seul  Gregory 
pense  que  les  propositions  du  canon  ne  pouvaient  appartenir  qu'à 
une  époque  postérieure  :  à  quoi  M.  Ruelle  répond  que  le  Tîmée 
de  Platon  implique  la  présence  des  propositions  relatives  à  la  di- 
vision du  canon  dans  les  écrits  des  Pythagoriciens. 

La  question  de  l'attribution  du  Canon  peut  donc  être  regardée 
comme  résolue;  mais  quel  sera  alors  Fauteur  de  V Introduction? 
M.  Ruelle  cite  en  tout  vingt-deux  manuscrits  de  ce  Traité;  quinze 
portent  le  nom  d'Euclide,  trois  l'attribuent  à  Pappus,  cinq  à 
Cléonide,  un  à  Zosime,  un,  celui  de  Leyde,  à  un  anonyme.  Les 
critiques  modernes  ne  s'accordent  pas  mieux.  L'opinion  qui  semble 
mériter  la  préférence,  d'après  ]\L  Ruelle,  est  celle  émise  par 
M.  Charles  de  Jan.  Ce  savant  a  trouvé,  dans  un  manuscrit  d'Aris- 
toxène  conservé  à  Leyde,  des  notes  marginales  citant  un  Traité  de 
Cléonide.  Ces  renvois,  c[ui  contiennent  la  ligne  et  la  colonne  du 
manuscrit  visé,  semblent  concorder,  dans  la  teneur  et  l'ordre  des 
matières,  avec  V Introduction.  De  là  celte  conclusion,  que  le  traité 
est  toutce  qui  nousreste  d'un  Ouvrage  perdu  de  Cléonide,  conclusion 
adoptée  par  M.  Ruelle.  A  ces  indications,  l'auteur  a  ajouté  la  liste 
des  éditions  des  deux  Traités.  Ils  ont  été  traduits  par  P.  Forcadel, 
et,  plus  tard,  par  Pierre  Hérigone.  Les  notes  de  M.  Ruelle  sont 
copieuses:  celles  de  V Introduction  surtout  présentent  un  grand 
intérêt,  puisqu'elles  nous  renvoient  aux  notions  correspondantes 
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d'Aristoxène,  pouvant  ainsi,  d'après  l'idée  émise  par  M.  de  Jan, 
servir  à  la  reconstitution  de  ses  ouvrages  sur  l'harmonique.  Dans 
une  «  noie  additionnelle  »,  M.  Ruelle,  d'après  M.  Stamm,  donne  la 
traduction  de  trois  canons  harmoniques  de  la  bibliothèque  de 
Florence.  H. 


SALMON(G.).  —   Lessons  introductory  to  the  modern  higher  Algebra. 

Fourth  édition  in-8*',  xv-3Go  p.  Dublin,  Hodges  and  C°,  i885. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  cette  nouvelle  édition  de 
l'excellent  Traité  d^ Algèbre  supérieure  qui  a  rendu  tant  de  ser- 
vices aux  étudiants  et  aux  géomètres.  L'auteur,  aidé  par  son  ami 
M.  Catheart,  nous  présente  un  Ouvrage  qui  a  été  mis  au  courant 
des  derniers  progrès  de  la  Science.  Il  ne  nous  reste  qu'à  exprimer 
un  vœu  :  c'est  de  voir  bientôt  paraître  une  nouvelle  traduction  fran- 
çaise de  ces  Leçons  d'Algèbre  moderne.  On  sait  que  la  première 
traduction,  enrichie  de  Notes  par  M.  Hermite,  est  depuis  longtemps 
épuisée. 
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ERNST  MACII.  —  Din:  INIkciianik  in  umEW  E\TwinKnLi;NG  Historiscii-Kri- 
Tiscii  DAiiGESTKLLT,  Loii)ziii:,  Ihockliiiiis  (  Intomationalo  Wissenscliaftlidio 
Bil)li()tliok-,  LIX  Band). 

L'Oiivrai,^c  important  que  M.  E.  Macli  consacre  an  développe- 
ment historique  et  critique  de  la  Mécanique  est  divisé  en  cinq 
Parties  :  i"  développement  des  principes  de  la  Statique;  2"  dé- 
veloppement des  principes  de  la  Dynamique;  3"  application  plus 
large  des  principes  et  développement  déductif  de  la  Mécanique-, 
4"  développement  formel  de  la  Mécanique;  5"  applications  de  la 
Mécanique  à  d'autres  sciences.  L'aulenr  s'est  proposé  de  faire  une 
critique  de  la  Mécanique  et  il  a  pensé  avec  raison  qu'il  était  indis- 
pensable de  suivre  pas  à  pas  le  développement  historique  de  cette 
science. 

Les  premiers  travaux  concernent  le  levier  :  ils  sont  d'Archimède, 
comme  chacun  sait.  L'auteur  étudie  longuement  la  loi  d'équilibre 
dans  un  levier  quelconque,  et  il  s'efforce  de  montrer  que  la  pré- 
tendue déiïionstration  de  cette  loi,  aussi  bien  sous  sa  forme  primi- 
tive que  sous  la  forme  de  Galilée  et  de  Lagrange,  n'en  est  pas  une 
au  fond  :  il  est  impossible  de  déduire  mathématiquement  l'égalité 
des  moments  statiques  de  la  simple  considération  de  l'équilibre  de 
masses  égales  à  distances  égales. 

La  loi  de  l'équilibre  sur  un  plan  incliné  au  contraire  semble 
parfaitement  légitime  ;  la  démonstration  qu'en  adonnée  Stevin  est 
en  même  temps  des  plus  simples  :  elle  consiste  à  placer  sur  un 
triangle  une  chaîne  sans  fin  et  à  supprimer  ensuite  la  partie  pen- 
dante :  l'équilibre  n'est  pas  changé. 

Stevin  a  appliqué  le  principe  de  la  composition  des  forces  :  ce 
sont  Newton  et  Varignon  (celui-ci  indépendamment  de  Newton) 
qui  l'ont  énoncé  clairement  les  premiers.  Daniel  Bernoulli  a  cru 
pouvoir  en  donner  une  démonstration  géométrique  :  d'après  l'au- 
teur, c'est  une  vérité  d'observation,  tout  comme  les  principes  du 
levier  et  du  plan  incliné.  Tant  qu'une  observation  est  nouvelle,  on 
peut  la  rapprocher  d'observations  plus  anciennes,  partant  mieux, 
assises;  mais,  une  fois  la  vérification  venue  pour  la  dernière,  tous 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  X.  (Mai  188G.)  - 
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les  points  de  départ  sont  équivalents  :  on  peut  donc  édifier  la  Sta- 
tique sur  des  principes  divers.  Stevin  partait  du  plan  incliné,  Va- 
rignon  de  la  composition  des  forces  :  on  peut  également  s'appuyer 
suY\ii principe  des  vitesses  virtuelles  entrevu  par  Stevin,  appliqué 
dans  des  cas  spéciaux  par  Galilée  et  Torricelli  et  énoncé  par  Jean 
Bernoulli  sous  sa  forme  générale.  Lagrange  a  pris  ce  principe 
pour  base  de  sdi  Mécanique  analytique  en  y  ramenant  la  solution 
de  tous  les  problèmes  qui  concernent  l'équilibre  :  l'auteur  trouve 
plus  d'un  point  faible  dans  la  démonstration  de  Lagrange  :  nous  ne 
pouvons  que  renvoyer  au  Livre  pour  le  détail. 

Après  un  exposé  rapide  de  la  statique  des  fluides,  l'auteur  étudie 
la  Dynamique.  L'origine  de  cette  science  est  dans  les  travaux  de 
Galilée  dont  les  découvertes  (chute  des  corps,  mouvement  sur  le 
plan  incliné,  pendule)  sont  exposées  fidèlement.  Le  grand  Florentin 
a  été  inspiré  dans  toute  son  activité  scientifique  par  le  principe 
métaphysique  de  la  continuité  qui  n'a  pas  moins  servi  à  Newton. 
Si  Galilée  a  posé  le  principe  de  l'inertie  de  la  matière,  c'est  qu'il 
se  représentait  la  force  (sans  l'avoir  exprimé  nulle  part)  comme 
une  entité  causant  des  accélérations.  Huygens  continua  vigoureu- 
sement l'œuvre  de  Galilée  par  sa  résolution  du  problème  du  centre 
d'oscillation,  pour  laquelle  il  se  servit  du  principe  des  forces  vives. 

L'auteur  traduit  en  notations  modernes  les  belles  démonstra- 
tions de  Huygens. 

Newton  introduit  dans  la  Science  le  concept  de  niasse;  mais 
il  n'a  pas  été  heureux  en  définissant  la  masse  la  quantité  de  ma- 
tière déterminée  par  le  volume  et  la  densité,  puisque  nous  ne  pou- 
vons définir  la  densité  que  par  la  masse.  L'auteur  observe  avec 
raison  qu'il  est  impossible  de  définir  la  masse  autrement  que  par 
le  mouvement  :  deux  masses  égales  sont  telles  qu'agissant  l'une 
sur  l'autre  elles  se  communiquent  des  vitesses  égales  et  contraires. 
Tout  en  s'inclinant  profondément  devant  le  génie  de  Newton, 
M.  Mach  fait  encore  observer  que  la  considération  par  Newton 
des  notions  de  temps  et  d'espace  absolu  est  extra-scientifique. 
Personne  ne  saurait  rien  affirmer  sur  ces  pures  abstractions,  tous 
nos  principes  mécaniques  n'étant  que  des  expériences  sur  des  po- 
sitions et  des  mouvements  relatifs.  Pour  donner  une  idée  du  mou- 
vement absolu.  Newton  fit  l'expérience  suivante  :  il  suspendit  un 
vase   d'eau  jKir  un  fil  très  long,  tordit  fortement  le  fil  et  imprima 
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ail  vase  une  rotation  (jiii  nécessairement  dovicnl  (J(;  jjIiis  en  plus 
lente  :  les  parois  du  vase  communiquent  peu  à  jxmi  leur  mouve- 
ment au  liquide  qui  finit  par  s'éloigner  de  l'axe  et  monter  autour 
des  parois.  Au  début,  dit  Newton,  (piand  le  mouvement  relatif  de 
l'eau  dans  le  vase  est  très  grand,  il  ne  s'éloigne  pas  de  l'axe  :  quand 
son  mouvement  relatif  diminue,  il  monte  aux  parois  et  son  mou- 
vement ascensionnel  est  le  plus  grand  quand  le  mouvement  relatif 
de  l'eau  dans  le  vase  est  nul.  Il  n'y  a  pas  dans  ce  mouvement 
ascensionnel,  répond  M.  Mach,  de  mouvement  absolu  ;  cela  |)rouve 
simplement  que  la  rotation  relative  de  l'eau  contre  les  parois  ne 
développe  pas  de  forces  centrifuges  considérables,  tandis  qu'elles 
sont  développées  contre  la  masse  de  la  Terre  :  personne  ne  saurait 
dire  ce  qui  adviendrait  si  les  |)arois  du  vase  avaient  quelques 
lieues  d'épaisseur. 

Les  principes  de  Newton  (principes  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la 
réaction,  de  la  conservation  du  centre  de  gravité,  etc.)  suffisent, 
d'après  l'auteur,  pour  résoudre  tous  les  problèmes  de  la  Mécanique  : 
on  peut  cependant  recourir  avantageusement  dans  certains  cas  aux 
principes  de  la  conservation  de  la  quantité  de  mouvement  de  Des- 
cartes, de  la  conservation  des  aires  d'Euler,  de  d'Arcv,  de  Ber- 
nouUi,  au  principe  de  d'Alembert,  au  principe  des  forces  vives, 
au  principe  de  la  moindre  action,  au  principe  du  moindre  efiort  de 
Gauss  :  tous  ces  points  de  vue  sont  clairement  exposés. 

J3ans  un  Chapitre  intitulé  :  Points  de  vue  tliéologiques,  ani- 
mistiques  et  mystiques  dans  la  Mécanique ^  l'auteur  marque  par 
des  exemples  spécieux  combien  ces  conceptions  ont  eu  d'influence 
sur  le  développement  de  la  Science.  Un  autre  point  qu'il  n'a  pas 
moins  lumineusement  mis  en  lumière  est  la  fonction  économique 
de  la  Science  :  toute  généralisation  nous  épargne  un  efl'ort  de  mé- 
moire ou  d'expérience  dans  un  grand  nombre  de  cas  spéciaux  : 
plus  une  science  est  développée,  moins  nous  avons  à  faire  d'essais 
particuliers  :  ce  que  l'on  a  appelé  les  lois  de  la  nature  sont  de 
simples  règles  générales  commodes,  sans  aucune  existence  néces- 
saire. H. 
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NAZLMOW  (P. -S.).  —  Application  dk  la.  théorie  dks  fonctions  elliptiques 
A  LA  TiiiioRiE  DES  NOMBRES.  Extrait  des  Mémoires  scientifiques  de  l'Univer- 
sité impériale  de  xMoscou.  Section  physico-mathématique,  fascicule  V,  in-8°, 
424  p.;  i885. 

La  Faculté  physico-mathématique  de  Moscou  avait,  sur  ma 
proposition,  mis  au  concours,  pour  le  prix  du  professeur  Brasch- 
mann,  le  sujet  suivant  :  Application  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  à  la  théorie  des  nombres.  Conformément  au  Rapport 
que  j'ai  présenté  à  la  Faculté,  le  prix  a  été  décerné  à  mon  ancien 
élève,  M.  Nazimow. 

Son  Ouvrage  contient  une  exposition  complète  et  originale  des 
travaux  qui  se  rapportent  à  ce  sujet.  Il  peut  être  considéré  comme 
une  encyclopédie,  où  manque  seulement  la  mention  de  quelques 
Mémoires  dus  à  des  savants  anglais  et  italiens.  Dans  sa  revue  his- 
torique, l'auteur  marque  les  époques  principales  du  développe- 
ment de  cette  partie  de  la  Science. 

C'est  à  Euler  qu'appartient  l'initiative  de  l'emploi  des  séries 
pour  démontrer  les  propriétés  des  fonctions  discontinues.  C'est 
Euler  qui  a  le  premier  résolu  le  problème  du  développement  du 
produit  infini  n(i  —  ^"),  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^, 
et  qui,  le  premier,  a  déduit  de  ce  développement  l'importante 
proposition  relative  à  la  somme  des  diviseurs  d'un  nombre,  faisant 
ainsi  d\in  seul  coup  deux  découvertes  capitales.  Ces  découvertes 
avaient  cela  de  remarquable,  qu'Euler  avait  déjà  étudié  le  produit 
n(i  —  ^"),  bien  avant  que  ce  produit  s'introduisît  dans  la  théorie 
des  fonctions  ellipticjues. 

C'est  à  Jacobi  que  revient  l'honneur  d'avoir  continué  les  décou- 
vertes d'Euler  dans  cette  direction.  Après  avoir  exposé  dans  les 
Fundamenta  nova  la  théorie  du  développement  des  fonctions 
elliptiques  en  séries  et  en  produits  infinis,  Jacobi  indique  quelques 
applications  de  ces  séries  à  la  résolution  de  différentes  questions 
d'Arithmétique.  Dans  un  autre  travail  ('),  il  obtient  la  décompo- 
sition d'un  nombre  de  la  forme  8/i  -|-  4  en  une  somme  de  cpiatre 
carrés  impairs  et  le  nombre  des  décompositions  différentes  d'un 

(■)  Journal  de  Crctie.  l.  III,  -^^  Cahier. 
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noml)rc  quelconque  en  quatre  carr(''.s.  Voici  comment  Jacohi  s'ex- 
prime, à  propos  de  celle  découverle  :  «  En  examinant  avec  atten- 
tion l'algorithme  d'analyse  cpii  conduit  à  ces  résultats  remar- 
quables, on  parviendra  à  trouver  des  métiiodes  nouvelles  pour  la 
lliéoriedes  nombres  ».  Ce  qui  intéressait  surtout  Jacobi,  c'étaient 
les  démonstrations  arithmétiques  des  résultats  relatifs  à  la  parti- 
tion des  nombres  {^De  parlltlone  numeioruin).  Ainsi,  dans  son 
Mémoire  :  De  compositione  numéro ruin  e  quatuor  quadralis  (  '  ), 
Jacobi  donne  une  preuve  arithmétique  du  théorème  des  quatre 
carrés.  Plus  tard  (-)  il  arrive,  par  une  voie  très  longue,  au  nombre 
des  décompositions  d'un  entier  de  la  forme  24«  +  3  en  trois  carrés 
de  la  forme  (6/?i  d=  i)-. 

Cette  méthode  d'application  immédiate  des  fonctions  elliptiques 
à  la  théorie  des  nombres  est  appelée,  par  M.  Nazimow,  première 
méthode  de  Jacobi.  Il  me  paraît  préférable  de  l'appeler  méthode 
des  constantes  elliptiques,  car  elle  conduit  Jacobi  à  des  lois  nu- 
mériques par  la  seule  considération  des  constantes  elliptiques. 
Outre  cette  méthode,  Jacobi  en  employait  une  autre,  qui  s'en  rap- 
proche un  peu,  et  qu'il  a  exposée  dans  le  t.  XXXVlï  du  Journal 
de  Crelle  (•'^).  Après  avoir  reconnu  qu'un  même  produit  infini 
n(i  liz  q'"-)  s'exprime  de  différentes  manières  par  des  quotients  de 
deux  produits  elliptiques,  Jacobi  tire  de  ces  diverses  formules  une 
relation  entre  certaines  séries  doubles. 

K 

—71  — 

Dans  ces  séries  figure  la  quantité  ^  =  e  "^  à  des  puissances  dont 
les  exposants  sont  des  formes  quadratiques.  La  comparaison  des 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  q  donne  plusieurs  théorèmes 
d'Arithmétique.  M.  Nazimow  appelle  cette  méthode  seconde  mé- 
thode de  Jacobi. 

Presque  en  même  temps  que  Jacobi,  Lejeune-Dirichlet  appli- 
cpiait  l'analyse  à  la  théorie  des  nombres.  Ses  recherches  se  ratta- 
chent directement  aux  travaux  de  Gauss.  Elles  ont  un  caractère  un 
peu  différent  de  celles  de  Jacobi.  Dirichlet  ne  recourt  pas  direc- 
tement aux  fonctions  elliptiques,  quoique  plusieurs  de  ses  résultats 


(')  Journal  de  Crelle,  l.  \ll. 
{')  IblcL,  t.  \XI. 

(^)  Ueber  Luieadliche  lieihea  deren    Exponenleii  zugleich  in   zwci   versc/iic- 
deiien  quadratisclien  Fornieii  cnlliallen  sind. 
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définitifs  dépendent  des  fonctions  elliptiques  ou  des  fonctions  de 
Jacobi. 

En  i83g  et  i84o,  Dirichlet  publia,  dans  le  Journal  de  C relie  (*), 
des  articles  qui,  plus  tard,  onl  fait  partie  de  ses  Leçons  sur  la 
théorie  des  nombres.  Il  parvient,  par  des  artifices  de  calcul,  à  dé- 
terminer le  nombre  des  formes  quadratiques  binaires  d'une  espèce 
connue,  qui  ont  un  déterminant  donné.  Pour  le  cas  des  détermi- 
nants négatifs,  le  problème  avait  été  résolu  par  Gauss,  dans  son 
Mémoire  De  iiexu  inter  multitudinem  classium,  in  quas  formœ 
hinariœ  secwidi  gradus  distribuuntur,  eariunque  determinan- 
tem. 

Dirichlet  simplifia  les  formules  de  Gauss  et  traita  la  question 
dans  le  cas  d'un  déterminant  positif. 

L'égalité  qui  conduit  aux  formules  définitives  de  Dirichlet  peut 
être  exprimée  à  l'aide  des  fonctions  de  Jacobi.  Ainsi  les  recherches 
de  Dirichlet  équivalent  à  l'emploi  des  fonctions  elliptiques.  Ce- 
pendant la  solution  du  problème,  dans  le  cas  général,  présente 
quelques  difficultés,  car  on  est  conduit  à  des  équations  modulaires 
dont  la  forme  générale  n'est  pas  connue. 

Dans  le  t.  XXIV  du  Journal  de  Crelle,  Dirichlet  étend  ses 
recherches  aux  cas  des  formes  quadratiques  binaires  à  coefficients 
et  à  variables  imaginaires. 

Dirichlet  ne  termina  pas  ses  recherches  sur  ce  sujet,  mais  d'ores 
et  déjà  il  fut  conduit  à  effectuer  la  sommation  à  l'aide  des  fonc- 
tions elliptiques,  de  sorte  que  le  nombre  des  classes  de  formes 
quadratiques  à  coefficients  imaginaires  ne  peut  être  obtenu  sans 
le  secours  des  fonctions  elliptiques. 

Pendant  que  ces  travaux  paraissaient,  Gauss,  Dirichlet  et 
Eisenstein  s'occupaient  aussi  de  questions  relatives  aux  fonctions 
dont  dépend  la  division  de  la  lemniscate.  Gauss  et  Dirichlet  furent 
conduits  à  ces  problèmes  en  cherchant  à  étendre  aux  congruences 
de  degré  supérieur  les  résultats  trouvés  par  Legendre  pour  les 
résidus  quadratiques.  A  cet  effet,  Gauss  introduisit  dans  la  Science 
les  entiers  complexes.  Ces  nombres  lui  ont  permis  de  créer  la 
théorie  des  résidus  biquadraliques.  Aux  travaux  de  Gauss  se  rat- 


(')  Recherches  sur  les  diverses  applications  de  l'Analyse  iiifinilesiniale  à  la 
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laclicul  aussi,  outre  les  travaux  de  Dirichlet,  les  reclnTclifs  clKi- 
senstein. 

La  théorie  des  fonctions  lemniscatiques  fournit  à  Eisenstein 
une  première  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité,  qui  parut 
dans  le  t.  XXYllI  du  Journal  de  CrellCy  puis  une  seconde 
(t.  XKIX)  et  une  troisième  (t.  XXX).  De  plus,  Eisenstein  appli- 
qua ces  fonctions  à  la  théorie  des  résidus  du  huitième  degrc*. 
Toutes  les  (piestions  qu'il  traite  sont  élroilemenl  li('es  à  la  théorie 
de  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques,  qu'avaient 
fondée  Abcl  et  Jacohi. 

C'est  surtout  à  ces  problèmes  d'Arithmétique,  qui  dépendent  de 
la  multiplication  complexe,  que  M.  Kronecker  s'attacha  en  i8f)'j. 
11  publia  sur  ce  sujet,  dans  les  Monatsberichte  de  Berlin,  une 
Note  qui  a  été  traduite  dans  le  Journal  de  Liou^ille  (').  Après 
avoir  énoncé  sans  démonstration  quelques  théorèmes  sur  les  équa- 
tions qui  déterminent  les  modules  pour  lesquels  a  lieu  la  multi- 
plication complexe,  M.  Kronecker  indique  la  liaison  de  son  sujet 
avec  la  théorie  des  formes  quadratiques.  A  la  fin  de  sa  Note,  il 
donne  trois  théorèmes  d'Arithmétique  dans  lesquels  entre  la  fonc- 
lion  F(/i),  qui  exprime  le  nombre  de  classes  des  formes  à  déter- 
minant négatif.  Il  applique  ces  théorèmes  à  la  résolution  du  pro- 
blème   de    Dirichlet,    pour   tirer   la    valeur    du    nombre  v  de   la 


congruence 


I .  '2 . 3 . 4  ...  ^^  (  —  I  /''         (  mod .  n  ) 


pour  un  nombre  n  de  la  forme  4[^  +  ^' 

Trois  ans  plus  tard,  M.  Kronecker  donne,  dans  h;  t.  L\  II  du 
Journal  de  Crelle,  huit  théorèmes  d'Arithmétique,  qu'il  déduit  de 
la  théorie  de  la  multiplication  complexe;.  Ses  formules,  qui  s'ob- 
liennent  à  l'aide  des  équations  modulaires,  n'exigent  pas  la  con- 
naissance de  leurs  coefficients  et  elles  donnent  le  nombre  des  dé- 
compositions d'un  entier  en  une  somme  de  trois  carrés. 

Ce  dernier  problème  a  une  histoire  aussi  longue  que  celui  des 
quatre  carrés.  Il  fut  déjà  mentionné  par  Fermât,  à  propos  de  son 
théorème  sur  la  décomposition  des  nombres  en  une  somme  de  trois 
nombres  triangulaires.  Legendrc  signala  le  rapport  qu'il  y  a  entre 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  .>*  scn-io,  t.  lll.  iSJS. 
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la  résolution  de  l'équation  X'-{-j  -  ^  z-  =  A  et  la  recherche  du 
nombre  des  classes  de  formes  à  déterminant  —  /c.  Gaiiss  résolut 
ce  problème^  et  M.  Kronecker  simplifia  définitivement  la  solution 
de  Gauss. 

Les  formules  de  M.  Kronecker  se  trouvent  démontrées  par 
M.  Hermite  dans  les  t.  Vil  et  IX  du  Journal  de  Liouville 
(1862).  Dans  son  second  Mémoire,  M.  Hermite  donne  une  série 
de  formules  intéressantes,  qui  ne  sont  pas  entrées  dans  les  cours 
sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  M.  Hermite  démontre  les 
formules  de  M.  Kronecker  sur  les  séries  par  des  considérations 
différentes.  En  1862,  M.  Kronecker  (')  établit  ses  formules  en  les 
déduisant  toutes  d'une  seule  et  même  relation.  Puis,  en  i863,  il 
appliqua  les  fonctions  elliptiques  à  la  détermination  d'une  valeur 

approchée  de  l'expression  T-l-Uy/2,  où  T  et  U  sont  les  racines 
de  l'équation  de  Pell  T^  _  DU^  ==  i . 

Un  autre  savant  éminent,  Liouville,  a  fait  aussi  beaucoup  pour 
la  question  d'application  des  fonctions  elliptiques  à  la  théorie  des 
nombres.  Il  résulte  de  sa  correspondance  avec  M.  Hermite,  que 
Liouville  pouvait  déduire  toutes  les  formules  de  M.  Kronecker  de 
ses  propres  formules  générales  où  figurent  des  fonctions  arbi- 
traires, et  qu'il  avait  obtenues,  c'est  lui-même  qui  le  déclare,  en 
suivant  la  méthode  de  Lejeune-Dirichlet.  Lejeune-Dirichlet  expose 
cette  méthode  dans  sa  lettre  à  Liouville,  écrite  en  i856,  dans  la- 
quelle il  démontre  son  théorème  sur  le  nombre  de  décompositions 
d'un  entier  ^m  (m  impair)  en  une  somme  de  quatre  carrés  im- 
pairs. En  se  servant  des  indications  de  Liouville,  M.  Baskakofï' 
démontra,  dans  le  Recueil  mathématique,  la  plupart  de  ses  for- 
mules et  soumit  à  une  analyse  systématique  les  procédés  de  dé- 
monstration des  formules  arithmétiques.  M.  Nazimow,  dans  les 
Notices  scientifiques  de  V Université  de  Moscou,  et  moi-même 
dans  le  Recueil  mathématique,  nous  avons  prouvé  que  les  for- 
mules de  Liouville  peuvent  aussi  être  obtenues  à  l'aide  des  fonc- 
tions elliptiques. 

J'ai  montré  que  les  fonctions  elliptiques  permettent  de  trouver 
une  multitude  de  formules  analogues  et  que  toute  loi  générale  où 
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(Milrt'  nue  constante  ;nl)ilriilr(î  pciil  r.\\c.  Iransfornicc  en  une  loi 
ninn(jri(juc  «générale  dépendant  d'une;  lonclion  arbitraire.  Mais  la 
généralité  des  énoncés  n'est  pas  accrue  [)ar  la  substitution  d'une 
fonction  arbitraire  à  une  constante  arbitraire. 

I^a  méthode  de  démonstration  à  l'aide  d(;s  fonctions  elliptiques 
est  plus  simple  que  par  les  procédés  arithmétiques  et  donne  des 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  arl)itraires 
qui  entrent  dans  ces  formules. 

La  forme  générale  que  Liouville  donna  à  ces  questions  consti- 
tue un  progrès  immense  pour  la  théorie  des  fonctions  numériques. 
Les  dernières  recherches,  relativement  à  ce  sujet,  sont  exposées 
dans  les  articles  de  M.  Gierster(^).  Profitant  des  recherches  de 
M.  Klein  sur  la  théorie  des  équations  modulaires,  M.  Gierster 
donne  de  nouvelles  formules  analogues  aux  formules  de  M.  Kro- 
nccker,  mais  qu'il  démontre  sans  faire  usage  de  celles-ci  ni  des 
propriétés  des  équations  modulaires  ordinaires. 

L'Ouvrage  de  M.  Nazimow  est  divisé  en  sept  Chapitres. 

Dans  le  premier  Chapitre  l'auteur  expose  la  première  méthode 
de  Jacobi  et  indique  son  application  à  l'étude  des  formes  quadra- 
tiques. Dans  ce  Chapitre,  M.  Nazimow  se  propose  d'étudier  la 
question  générale  de  l'application  des  fonctions  elliptiques  à  la 
détermination  du  nombre  des  solutions  d'une  équation  du  second 
degré^de  la  forme  ax-  -4-  bxy  -f-  cy-  =  n.  Il  ramène  le  problème  à  la 
considération  d'une  somme  finie  de  fonctions  de  Jacobi  et  montre 
que  cette  somme  peut  être  facilement  exprimée  en  fonction  du 
module  A",  lorsque  a  el  ac  —  b-  sont  des  puissances  de  2.  Puis,  il 
applique  ses  méthodes  à  la  détermination  du  nombre  de  solutions 
des  équations 

et  de  l'équation  nx-  -\-  my-  ^=^  p,  où  n  et  m  sont  impairs  dp 
quelconque 

Dans  l'étude  des  différentes  questions  relatives  aux  équations  à 
quatre  et  à  six  inconnues,  l'auteur  distingue  deux  classes  d'équa- 
tions : 


(')  Mathematische  Àn.nalen,  H.  WII,  \l\,  WII. 
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1°  Equations  dont  le  nombre  de  solutions  peut  être  déterminé  à 
l'aide  des  formules  de  Landen; 

2"  Equations  pour  lesquelles  il  n'en  est  pas  ainsi. 

Parmi  les  premières,   l'auteur  considère  l'équation  de  la  forme 

et,  en  général,  les  différents  cas  des  équations  de  la  fonnc 

x^-  -^  '2^-72  _f-  2v^2  ^  ^s  r-  =  n. 

Reprenant  un  à  un  les  théorèmes  énoncés  sans  démonstration 
par  Liouville  dans  son  Journal,  l'auteur  applique  à  certains  exem- 
ples tous  les  procédés  qui  donnent  le  nombre  de  leurs  solutions. 

Parmi  ces  exemples,  nous  citerons  les  équations 


7' 


—  Q_t'  =  n, 


cc-2  -i-  272  -^  16^2  +  iG^2  ^  8  A-  -f-  3, 


En  ce  qui  concerne  la  décomposition  d'un  nombre  en  six  carrés, 
l'auteur  montre  que,  toutes  les  fois  qu'un  problème  ne  peut  être 
résolu  à  l'aide  des  fonctions  de  Jacobi,  il  faut  recourir  au\  fonc- 
tions elliptiques  à  infinis  triples. 

Il  signale  ensuite  un  problème  que,  pas  plus  que  Liouville,  il 
n'a  pu  résoudre.  C'est  la  détermination  du  non)bre  des  solutions 
de  l'équation  x-  -[-  2  >-  H-  3  3-  -\-  6t-  =  n,  pour  n  impair. 

La  principale  difficulté  de  ces  sortes  de  questions  consiste  dans  la 
détermination  d'une  fonction  elliptique  convenable.  Pour  éclaircir 
tous  les  procédés  particuliers  par  des  exemples,  l'auteur  en  fait 
l'application  détaillée  aux  équations 


3^2-+-   j2     ^3(^ 

x"^  -+-  xy  -1-  y^ 
x'-  -f-  j2   ^_  ^2 


4-  -32  -^  zt 
n. 


t'- 


^2  4_5j2  +  5  52_|_5^2 

Je  crois  pouvoir  signaler  ici  une  circonstance  intéressante.  J  ai 
montré  que  le  nombre  des  décompositions  de  l'entier  n  =  2'^ ni 
(où  m  est  impair)  en  huit  carrés  a  pour  expression 


'C^\yn)-.U(^)  +  ,6U{'{) 
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IjC  symbole  in(/i)  désigne  la  soiiiine  des  cubes  des  diviseurs  du 
nombre  entier  /i,  et,  pour  les  arguments  fractionnaires,  la  fonction 
^■i{x)  est  nulle.  M.  Na/imow  a  trouvé  que  ce  même  nombre  est 
égalà-V^(8^+'-i5)?3(m). 

En  rapprochant  ces  deux  solutions,  nous  obtenons  pour  tout 
entier  /i  =  '2'^ni  (/?i  impair)  une  relation  nouvelle 

On  voit  ainsi  s'ouvrir  un  champ  tout  nouveau  pour  des  recher- 
ches qui  conduiront  à  des  théorèmes  arithmétiques  d'un  genre 
particulier. 

Dans  le  Tome  XXXIX  du  Journal  de  Crelle,  Eisenstein  a 
montré  que  Je  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  dix  carrés 
ne  dépend  qu'en  partie  de  la  somme  des  puissances  des  diviseurs 
de  cet  entier.  Dans  le  tome  IX  de  son  Journal  (2®  série),  Liouville 
dit,  dans  sa  lettre  à  M.  Besge,  qu'il  ne  connaît  le  nombre  des  dé- 
compositions d'un  entier  en  douze  carrés  que  quand  cet  entier  est 
pair.  Dans  le  cas  où  l'entier  est  impair,  Liouville  n'a  pas  résolu  la 
question.  M.  Nazimow  en  donne  la  solution.  Dans  l'expression 
qu'il  obtient  figure  effectivement  une  fonction  indépendante  des 
diviseurs.  Quant  au  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en 
dix  carrés,  l'auteur,  pas  plus  que  Liouville,  n'en  voit  de  solution 
satisfaisante. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  il  expose  la  seconde  méthode  de 
Jacobi,  fondée  sur  la  considération  de  séries  dont  les  exposants 
s'expriment  à  l'aide  de  deux  formes  quadratiques.  A  la  fin  de  ce 
Chapitre,  il  indique  l'égalité  entre  les  sommes  de  certaines  séries 
doubles,  qui  peuvent  résulter  de  la  considération  des  ('équations  du 
troisième  et  du  septième  degré. 

Dans  le  Chapitre  III,  M.  Nazimow  expose  la  démonstration 
donnée  par  M.  Hermite  des  formules  de  M.  Kronecker  et  la  déler- 
mination  du  nombre  des  représentations  d'un  entier,  soit  par  une 
somme  de  trois  carrés,  soit  à  l'aide  d'une  forme  à  trois  variables. 

Dans  le  Chapitre  IV,  l'auteur  s'attache  aux  théorèmes  numé- 
riques de  Liouville,  concernant  les  propriétés  générales  des  fonc- 
tions analvtiques  et  numériques.  Après  avoir  exposé  toutes  les 
méthodes  qui  auraient  pu   servir  à  l^iouvillo  pour  démontrer  ses 
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théorèmes  avec  des  fonctions  arbitraires,  il  rapporte  une  démon- 
stration de  M.  ZolotarefF  (  '  )  et  montre. que  chaque  théorème  de  la 
seconde  méthode  de  Jacobi  peut  conduire  à  un  théorème  analogue 
à  celui  qu'a  démontré  M.  ZolotarefF. 

Dans  le  Chapitre  V,  l'auteur  expose  la  théorie  des  nombres 
complexes  de  Gauss,  les  propriétés  de  l'équation  dont  dépend  la 
division  d'une  lemniscate  entière  par  des  nombres  premiers  impairs 
de  Gauss,  et  il  fait  usage  de  ces  propriétés  pour  démontrer  les  lois 
de  réciprocité  des  résidus  du  quatrième  et  du  huitième  degré.  Lais- 
sant de  coté  les  généralisations  des  nombres  complexes  dues  à 
MM.  Kummer  et  Zolotareff,  M.  Nazimow  ne  sort  pas  des  limites 
de  l'exposition  de  Gauss  et  d'Eisenstein.  A  la  fin  du  Chapitre,  il 
ne  fait  qu'indiquer  l'application  que  Dantscher  (-)  a  faite  des 
fonctions  elliptiques  à  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  des 
résidus  du  troisième  degré. 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  aux  recherches  de  Dirichlet,  en 
vue  de  déterminer  le  nombre  de  classes  des  formes  binaires  pro- 
prement primitives  pour  un  déterminant  donné. 

Dans  le  Chapitre  VII,  l'auteur  indique  le  rapport  entre  les  for- 
mules de  M.  Kronecker  et  la  multiplication  complexe  des  fonc- 
tions elliptiques,  ainsi  que  leur  rapport  avec  les  recherches  de 
M.  Gierster.  Dans  son  Ouvrage,  M.  ÎSazimow  n'a  pas  profité  des 
simplifications  introduites  parla  théorie  des  intégrales  numériques 
par  diviseurs.  S'il  ne  simplifie  pas  non  plus  la  recherche  des  lois 
numériques  par  l'introduction  d'algorithmes  convenables,  c'est 
qu'il  ne  pouvait,  lorsqu'il  a  écrit,  connaître  encore  les  recherches 
faites  à  ce  sujet.  Il  ne  paraît  pas  connaître  davantage  les  recherches 
sur  la  décomposition  des  nombres  en  cinq  carrés,  qui  font  le  sujet 
de  deux  Mémoires  récemment  couronnés  par  l'Académie  des 
Sciences.  Enfin  il  ne  mentionne  pas  non  plus  l'Ouvrage  de 
M.  Catalan  {^Recherches  sur  quelques  produits  indéjuiis).  Mais 
cette  omission  ne  peut  être  attribuée  qu'à  des  circonstances  pure- 
ment accidentelles. 

L'Ouvrage  de  M.  Nazimow  est  très  remarquable  par  Tétenduc 
des  recherches,  par  la  profondeur  des  connaissances,  par  le  lalenl 


(')  liuUetîn  (le  r Académie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  \VI,  n°  2. 
(-)  D.VMSciiuii,  Math.  Annalen,  U.  XII,  p.  i.^ii-jfiS. 
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(jiic  l'auteur  monlrc  dans  ses  solutions,  et  il  rendra  de  grands  ser- 
vices dans  Tétude  de  l'application  des  l'onclions  elliptiques  à  la 
théorie  des  nombres.  N.  Bougaief. 


MELANGES. 

SUR  UN  PROBLÈME  D'INTERPOLATION  RELATIF  AUX  FONCTIONS 

ELLIPTIQUES; 

Pau   m.    p.   APPELL. 

La  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donne  immédiatement 
la  solution  de  la  question  suivante  : 

Former  une  fraction  rationnelle  de  degré  n  dont  les  infinis 
au  nombre  de  n  sont  connus  et  cjui  prend  des  valeurs  données 
pour  [n  -\-  \)  valeurs  particulières  attribuées  à  la  variable. 

Je  me  suis  proposé  de  résoudre  une  question  analogue  qui  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Former  une  fonction  elliptique  d'ordie  n  dont  les  infinis, 
situés  dans  un  parallélogramme  élémentaire  y  sont  connus  et 
qui  prend  des  valeurs  données  pour  n  valeurs  attribuées  à  la 
varicdAe. 

Soient  F(^)  la  fonction  cherchée  aux  périodes  2  R  et  2fR'; 
a,  [j,  .  .  .,  Aies  n  infinis  donnés,  différents  ou  non,  situés  dans  un 
parallélogramme  des  périodes;  il  s'agit  de  déterminer  celte  fonc- 
tion F(^)  sachant  qu'elle  prend  des  valeurs  données 

A,     B,     ...,     L 

pour  n  valeurs  distinctes 

a,     h,     ...,     / 

attribuées  à  x.  Los  valeurs  a,  b^  .  .  , ,,  l  sont  dites  distinctes,  quand 
aucune  des  différences  de  ces  valeurs  prises  deux  à  deux  n'est  de 
la  forme  2mR  -j-  im'  i¥J ^  où  m  et  m'  sont  entiers. 


I  lO 
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Le  problème  ainsi  posé  est  possible  et  n'admet  qu'une  solution 

si  la  somme 

s  ^=  a  -{-  b  -^ . .  .-\-  l 

diffère  de  la  somme  des  infinis 

autrement  que   par  des  multiples  des  périodes,  c'est-à-dire  si   la 
différence  s  —  o-  n'est  pas  de  la  l'orme  2/?iK  -f-  2;??'/K'. 

En  effet,  supposons  cette   condition  remplie,  nous  obtiendrons 
une  fonction  répondant  à  la  question  de  la  façon  suivante  : 

Posons 

fix)  r=Yl{x  —  a)n{x--b)..M(x—l), 

o{x)  — -  n{x—  a)H(ir—  ^  ).  ..H(.r  —  À  ), 


et  considérons  l'expression 

^  ^{x)  L  H(a7  —  a) 


lll> 


Yiix 


a  —  b) 


H{x  —  b) 


-c 


OÙ  <^l,,  iliî,  •••,  -d^ont  des  constantes  quelconques.  La  fonction 
F(.^)  ainsi  définie  est  une  fonction  doublement  périodique  de  .t 
admettant,  dans  un  parallélogramme  élémentaire,  les  /i  pôles 
donnés  a,  jj,  ...,  A;  cela  se  vérifie  immédiatement  d'après  les 
propriétés  fondamentales  de  la  fonction  H.  Si  maintenant,  dans 
cette  expression,  nous  faisons  œ  =  a^  ii  vient 


¥(a)  =  X 


fia)  H(5-a) 


o{a)       H'(o)     ' 
si  l'on  détermine  4>  par  l'équation 

f(a)  H(^-a) 


X 


=  A; 


o{a)       H'(o) 

la  fonction  F(.r)  prendra  la  valeur  donnée  A  pour  jr  =  a.  En  c\ô- 
terminant  de  même  les  constantes  1)1),  .  .  . ,  41  P^*'  'es  équations 


o(b)        H'(o) 


=  B. 


^,  fil)  H(s-^)  ^  ^ 


cp(/)     ir(o) 
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oïl  aura  une  IoimUioii  1'(./')  reiMplissiiiil.  les  condiLioiis  ({c  rf'iioricé. 
Celle  fonclion  sera 


^    '        \\{s  —  <5)  o{x)y  fia)  \\{x  —  a) 


(I)   ' 


_      ll'(o;       /^.r)  r  A  '^(  «  )  \\{x  -^-  s  —  T  —  «) 

;  \\{x  —  a) 

Bcpffe)  M{x-\-s—'5  —  b) 


fib)  \\{x-b) 

\.'0{l)\\ix  -^-S  —  <3—  l)^ 

'^'  ~jûrr)      \\{x-i)    J  * 

Il  esl  facile  de  voir  maintenant  que  cette  fonclion  F(:c)  ainsi 
déterminée  est  la  seule  qui  remplisse  les  conditions  de  l'énoncé; 
en  effet,  supposons  pour  un  instant  que  F<  (^x)  soit  une  seconde 
lonction  remplissant  ces  mêmes  conditions;  alors  la  différence 

serait  une  lonction  doublement  périodique  d'ordre  n  admettant 
dans  un  parallélogramme  élémentaire  les  n  pôles  a,  [^,  .  .  . ,  A  et 
les  n  zéros  «,  ^,  ...,/;  comme  la  différence 

a  -+-  ^H-...-h  /  —  (2C-T-  fi-i-...-f-X) 

n'est  pas  de  la  forme  2mK  H-  7.mi¥J,  une  pareille  fonction  ne 
peut  pas  exister  et  est  identiquement  nulle.  On  a  donc 

F,(.r)  =  F(^), 

ce  qui  démontre  qu  il  n'y  a  qu'une  fonction  prenant  les  valeurs 
données  pour  x  =  «,  6,  .  .  . ,  /. 

Les  conclusions  sont  entièrement  différentes  quand  la  diffé- 
rence 

a  -^  b  -\- . .  .^  l  —  U  -^  ^  -^ . .  .-^l\ 

c'est-à-dire  s  —  a-,  est  de  la  forme  2/?iK  -\-  im'  i¥J.   Alors  le  pro- 
blème proposé  est  impossible  ou  indéterminé. 
En  effet,  continuons  à  poser,  comme  plus  haut, 

/(.r)  =  \\{x  —  a)\\{x—b)...\\{x—l), 

cpO)  =  \\l^x  —  ^)\\{x  —  ^).  .  .\\{x  —  \), 

et  supposons  que  la  différence  .9  —  a-  soit  nulle  ;  si  la  différence 
s  —  0-  était  de  la  forme  2mK  -(-  o.m' i\^\  il  suffirait  de  remplacer 
le  point  a  par  le  point  homologue  a  —  :^  /?iK —  2m'K'  pour  que 
la  nouvelle  différence  s  —  a-  fut  nulle.  On  peut  donc  toujours, 
dans  le  cas  actuel,  supposer  celte  dilîérence  nulle.  Alors   le  rap 
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»3orl  est  une  fonclion  doublement   ])C'riodi(|ue    de  x.   Nous 

*■  o{  X  )  ^  ' 

allons  montrer  que,   si  les  eonstanles  données  ne  satisfont  pas  à 

la  relation 

Xo(a)        Bo(b)  Lcp(/)  _ 

le  problème  est  impossible;  si,  an  contraire,  cette  relation  est  vé- 
rifiée, le  problème  a  une  infinité  de  solutions. 

Soit  F(^)  la  fonction  cliercliée  qui  admet  les  pôles  a,  p,  . . . ,  A 
et  qui  prend  les  valeurs  A,  B,  .  .  . ,  L  pour  les  déterminations  r/, 
/>,  .  .  . ,  /  de  la  variable  œ.  Le  produit 

F(t)o(x) 

sera  une  fonction  doublement  périodique  admettant  les  pôles  «, 
b,  .  .  . ,  /  qui  sont  les  zéros  def(x)  et  n'admettant  plus  aucun  des 
pôles  a,  p,  .  .  . ,  ).,  puisque  ^(^)  s'annule  en  ces  points.  Les  rési- 
dus de  cette  fonction  <ï>(x)  relatifs  aux  pôles  «,  6,  .  .  . ,  /  sont 

F(a)o(a)       F(6)cp(6)  F(/)cj>(/) 

/(«)      '         f\b)      '      *"'         fO) 
ou 

Acp(a)       Bo{b)  Lcp(/) 

La  somme  de  ces  résidus  doit  être  nulle  ;  pour  que  la  fonction 
F(^)  puisse  exister,  il  faut  donc  que  les  valeurs  A,  B,  .  .  .,  L  vé- 
rifient la  relation 

Ao(«)       Bcp(^>)  L»(0 

— -h    *— -T-.   .  .  -f-    *— =   O. 

f{a)    ^  f{b)   ^       ^  fil) 
Supposons  cette  relation  remplie,  alors  la  fonction 

dans  laquelle  P  désigne  une  constante  et  Z(.r)  la  fonction 

cl\o^U(x) 
dx 

est   une   fonction   doublement   périodicjue   renq^lissanl,   quel   cpie 
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soit  P,  les  conditions  flcmandées.  On  voit  eu  ciïcl  (\u(\  qurl  que 
soit  P,  on  ;j 

F(a)_-rA.         \-(/j)-V, I'(/)^L. 

De  plus,  cette  fonction  (2)  est  la  j)lus  générale  qui  réponde;  à  la 
question.  Pour  le  montrer,  ({('signons  par  V^(^x)  ce  que  devient 
F(.r)  pour  P  =  o, 

^  ,    ,         f(.T)  rAo(a)., , 
?(^)  L/(«) 

^  f(b)  ''^"^     'n-^'--  .  j.,^i^  ^(^     oj, 

et  par  W(^x)  la  fonction  la  plus  générale  répondant  à  la  question. 

La  différence 

W{x)-¥,{x) 

est  une  fonction  elliptique  devenant  infinie   aux  points  a,  [j,  ..., 
\  et  nulle  aux  points  a,  b,  .  . .,  /  sous  la  condition 

On  a  donc,  en  désignani  par  P  une  constante, 

yv{x)-¥,{x)  =  V-(^y 
d'où  ' 

W{x)=^-l^^-^¥,{x), 

ce  qui  donne  l'expression  (2)  précédemment  obtenue. 

Remarque.  —  Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  rela- 
tivement à  la  détermination  ou  à  l'indétermination  du  problème 
pourraient  se  retrouver  en  mettant  la  fonction  cherchée  F(.r)  sous 
la  forme  indiquée  par  M.  llermite 

Y{x)  =  P'-f-  A'  Z(.r  _  a)  -+-  R'  Z(.r  —  P)  -4-.  .  .-f-  L'  Z(.r  —  X) 

avec 

A'+B'  +  ...-4-  I/=  o, 
et  écrivant 

F(^,)  =  A.         F(/0-B,         ...,         F(/)=[.. 

On  aurait  ainsi  (/?  +  i)  équations  du  premier  degré  pour  déler- 
liull.  des  Sciences  niaLliem.,  2"  série,  t.  \.  (INIai  18S6.)  S 
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miner  les  (/?  -|-  i)  conslanLes 

P',     A',     B',     ...,     L'. 

Le  déterminant  de  ces  équations  a  été  mis  par  M.  Hermite  sous 
une  forme  qui  permet  de  les  discuter  facilement.  (Voir  Journal 
de  Crelle,  t.  LXXXIII,  p.    176.) 

On  pourrait  également  supposer  la  fonction  cherchée  F(jf) 
mise  sous  la  forme 


F(x)=.  Q 


avec 


Xx 


\\{x  — ■  .r I  )  H ( .r  —  ^r, ) . .  . II ( .r  —  .r„  ) 
'   \\{x—'x)W{x—^)...\\{x~\)^ 

r2  -h  .  .  .  -h  iT/i  =  a  -h  j3  -f- .  .  .  -h  )v . 


En  écrivant 

F(«)  =  A,     F(^>)  =  B,         ...,        FcO^L, 
on  aurait  (/2  +  i)  équations  pour  déterminer  les  constantes 


Les  n  équations 


(3) 


Y^a)  _  A  F(^^)        B  F(/0 


F(0         L 


F(7)        L 


F(/) 


K 

r 


déterminent  ^i,  ^o?  •  •  •  ?  ^n\  puis  la  constante  Q  est  donnée  par 

l'équation 

F(a)  =  A. 

Les  équations  (3)  constituent  un  cas  particulier  des  équations 
envisagées  par  Glebsch  dans  le  tome  LXIV  du  Journal  de  Crelle, 
p.  233.  {Voir  également  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  4 *"  série,  t.  1,  p.  2  56.) 
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LA  TRADITION  TOUCHANT  PYTHAGORE.  OENOPIDE  ET  THALÈS; 

i'\K  M.  l'Mi,  'i\\m:i;v. 

1.  Si  le  rôle  de  Platon  en  Matliénialiques  n'apparaît  que  comme 
un  thème  d'incertaines  légendes,  que  dira-t-on  de  celui  des  anciens 
sages,  de  Thaïes,  de  Pythagore?  Quand  bien  même  la  tradition 
qui  les  concerne  remonterait  jusqu'à  Eudème,  quelle  créance 
peut-elle  mériter,  alors  qu'il  s'agit  de  personnages  antérieurs  de 
deux  à  trois  cents  ans,  et  qui  n'ont  pas  écrit,  ou  du  moins,  sous 
le  nom  desquels  l'antiquité  n'a  jamais  connu  que  des  œuvres  apo- 
cryphes? A  tout  le  moins,  peut-on  reconnaître  à  quelles  sources 
puisait  le  premier  historien  de  la  Géométrie? 

Un  passage  de  Jamblique,  mal  interprété  jusqu'à  présent,  me 
semble  permettre  de  donner  à  ces  questions,  au  moins  en  ce  qui 
regarde  Pythagore,  une  réponse  plus  satisfaisante  qu'on  ne  pouvait 
l'espérer  a  priori. 

[De pjtliagorica  vita,  8()).  <(  Voici  comment  les  Pythagoriciens 
disent  que  la  Géométrie  fut  rendue  publique.  L'argent  des  Pytha- 
goriciens fut  perdu  par  l'un  d'eux  ('  )  ;  à  la  suite  de  ce  malheur,  on 
lui  accorda  de  battre  monnaie  avec  la  Géométrie  —  et  la  Géométrie 
fut  appelée  Tradition  touchant  Pythagore  (-).  » 

La  curieuse  donnée  qui  termine  ce  passage  est  une  marque 
assurée  de  l'ancienneté  de  la  source  utilisée  par  Jamblique;  cette 
donnée  ne  me  paraît  d'ailleurs  susceptible  que  d'une  seule  expli- 
cation. 11  a  dû  exister,  sous  le  titre  indiqué,  un  Ouvrage  de  Géo- 
métrie qu'Eudème  a  eu  entre  les  mains  et  duquel  il  a  tiré  les  ren- 
seignements relatifs  aux  travaux  de  l'Ecole  de  Pythagore. 


(')  'AT;o[5a>,eîv  tiva  tyivo  Oaîav  twv  IIuGayopôîtov.  On  liadiiit  d'ordiiiaii-c  :  «  In  py- 
thagoricien perdit  sa  fortune.  »  Cette  interprétation  ne  tient  nullement  compte 
de  la  construction  de  la  phrase,  ni  des  mœurs  de  l'rjiocuio  à  laquelle  se  rapporte 
la  tradition.  Les  Pythagoriciens  vivaient  en  communauté;  le  dépositaire  de  la 
bourse  commune  la  perd,  il  faut  recourir  à  des  moyens  extraordinaires.  Voilà  la 
légende;  autrement  elle  ne  se  tient  pas. 

(=■)  'Exa),£tTO  ôà  y)  yewiJLeTpta  Tipoç  lluOayôpou  iffTopîa,  ce  ([ue  Kicssling  traduit  : 
«  Vocabatur  auteni  Gcometria  a  l^ythagora  historia.  »  Il  semble  avoir  entendu  : 
«  Pythagore  appelait  la  Géométrie  histoire  »,  inl(M|irt'tiilion  insoutenable  à  tous 
les  points  de  vue. 
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2.  Examinons  d'un  peu  plus  près  celle  léj^encle  et  voyons  si 
nous  pouvons  en  lirer  quelque  autre  conclusion. 

Il  convienl  tout  d'abord  de  remarquer  que  le  même  passage  se 
retrouve  dans  le  Livre  de  Jamblique  Ilspi  Trjç  xoivrjç  ui.aÔy)(jLaTtxYiç  (^  ) 
avec  une  phrase  intercalée  avant  la  dernière  : 

((  Les  progrès  des  Mathématiques  furent  d'ailleurs  dus  ensuite 
surtout  aux  pul^lications  de  deux  hommes  qui  poussèrent  plus 
avant,  Théodore  de  C}  rêne  et  Hippocrate  de  Ghios.  » 

Cette  intercalalion,  dans  cette  seconde  rédaction,  n'est  qu'une 
glose  qui  rompt  maladroitement  le  fil  du  récit.  Mais  cette  glose, 
Jamblique  l'emprunte  évidemment  à  la  tradition  d'Eudème,  et  elle 
nous  témoigne  que  le  compilateur  du  lu^  siècle  considérait  T'Icxopia 
TTooç  HuGayopou  comme  antérieure  aux  travaux  d'Hippocrate.  Il  n'y 
a  pas  à  douter  que  celte  opinion  ne  fût  aussi  celle  d'Eudème. 

Il  y  a  lieu,  d'autre  part,  à  examiner  comment  arrive,  dans  les 
deux  passages  de  Jamblique,  le  récit  relatif  à  la  première  publica- 
tion de  la  Géométrie.  INotre  auteur  vient  d'exposer  la  différence 
des  deux  sectes  qui  reconnaissaient  Pythagore  comme  Maître,  les 
Acousmatiques  d'un  côté,  les  Mathématiciens  de  l'autre;  ces 
derniers  prétendaient  garder  seuls  la  véritable  tradition;  d'après 
eux,  l'autre  secte  aurait,  en  réalité,  été  fondée  par  Hippasos,  lequel 
aurait  seulement  pris  comme  point  de  départ  l'enseignement  exo- 
lérique  de  Pythagore.  Gel  Hippasos  avait  cependant,  quant  à  lui, 
été  initié  aux  doctrines  réservées;  mais,  ayant  divulgué  la  construc- 
lion  du  dodécaèdre  inscrit  dans  la  sphère,  il  aurait  péri  en  mer, 
en  punition  de  son  impiété,  pour  avoir  voulu  s'attribuer  la  gloire 
d'une  invention  qui  appartenait  à  Celui-là  ;  «  car  c'est  ainsi  qu'ils 
désignent  Pythagore  au  lieu  de  prononcer  son  nom  ».  Suit  le  pas- 
sage traduit  plus  haut,  où  Ton  doit  donc  voir  une  légende  propre 
à  la  secte  des  Mathématiciens. 

Que  cette  légende  soit  inadmissible  comme  donnée  première, 
pour  ce  qui  regarde  le  secret  observé  dès  l'origine  sur  les  décou- 
vertes géométriques  du  Maître,  il  est  à  peine  utile  d'insister  sur 
ce  point.  La  Tradition  toucJiant  Pythagore  n'aurait  pas  trouvé 
grand  débit,  si,  jusque-là,  la  Science  eût  été  complètement  ignorée; 

(')  N'iLi-oisoN,  yl/zcrc/o/a  i^rœca,  IL  p.  21G. 
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ccpciHlaril  lii  légende  csL  aiicuMiiK!,  cl  (;llc  «loil  ;i\nir  nu  loiiil  de 
vériU!;  en  LouL  cas,  on  ne  [JcnL  niei'  ({iic,  dès  celte  «''|)0(|ne,  l>i 
Géométrie  ne  fnl  en  état  de  faire  vivre  ses  adeptes;  on  uf,  peut 
^uère  douter  (prilippoerale  d(;  (^Im(js  et  Théodore  de  Cvrène 
n'aient  tiré  de  l'argent  de  leur  enseignement;  c'est  l'âge  des  so- 
phistes, et  les  géomètres  imitent  les  autres  professeurs.  La  Science 
est  déjà  en  honneur  et  la  |)id)licalion  des  d(''COuverles  de  iNlha- 
gore  est  un  travail  lucratif;  c'est  le  point  (pil  m('rile  allenlion. 

La  h'gende  concède  au  reste  que,  dès  longteni[)s  avant,  d(,'s 
iM'vélations  j^artielles  avaient  eu  lieu;  tantôt  il  s'agit  d'Ilippasos  et 
de  la  construction  du  dodécaèdre  régulier,  comme  nous  l'avons  vu  ; 
tantôt  (JvMBL.,  De  vita  pytliag.y  247)  d'un  affilie';  dont  on  tait  le 
nom,  et  qui  aurait  enseigné  aux  profanes  l'existence  des  quantités 
incommensura])les ;  les  Pythagoriciens  l'auraient  exclu  de  leur 
société  et  auraient,  de  son  vivant,  élevé  son  tombeau  comme  s'il 
était  déjà  mort;  plus  tard,  les  dieux  l'auraient,  lui  aussi,  fait  périr 
dans  un  naufrage  (M 

Si  cependant  on  doit  ajouter  foi  au  récit  d'Apollonius  (Jambl., 
264-264)  sur  les  troubles  politiques  où  succomba  l'Institut  pvlha- 
gorique,  l'Ecole  aurait  eu,  contre  llippasos,  des  griefs  certaine- 
ment plus  graves  que  les  révélations  qu'elle  lui  reprochait.  D'après 
ce  récit,  dont  les  circonstances  ne  présentent  rien  d'improbable, 
ce  qu'on  ne  peut  guère  dire  d'aucun  autre,  les  discordes  auraient, 
à  l'origine,  moins  présenté  le  caractère  d'une  réNolle  populaire 
contre  l'autorité  de  l'aristocratie  pythagorisante  que  d'une  scission 
entre  les  membres  de  l'Ecole,  dont  les  uns  favorisent  la  dc'mo- 
cratie,  dont  les  autres  maintiennent  les  principes  conservateurs. 
Pj'thagorc  s'est  retiré  de  Grotone  à  Métaponte,  sans  doute  aux 
premiers  svmplômes  où  son  autorité  s'est  trouvée  compromise; 
un  des  principaux  chefs  du  parti  aristocratique  est  ce  Démocède 
dont  Hérodote  a  raconté  l'histoire,  ce  médecin  fait  prisonnier  par 
les  Perses,  qui  gagne  la  faveur  de  Darius,  j)arvient  à  s'échapper  et 


(')  Mais  il  3  a  crauLanL  moins  de  raisons  tic  Ir  (lisLini;uoi"  (rilippa>os  ([uc  dans 
la  géométrie  des  Éléments,  la  théorie  des  incommensurables  est  intimement  liée 
à  celle  des  polyèdres  régnliers,  et  ([ue  son  objet  semble  être  avant  tout  la  dclini 
tion  des  ine(jmmensurables  que  l'on  rencontre  dans  la  construction  de  ces  po- 
lyèdres. On  doit  rcniar([uer  aussi  ([uc  les  poiiUs  de  doctrine  en  question  sont  île 
ceux  qu(>  Pythajjore  n'a  [)as  dû  dépasser. 
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épouse  la  (ille  de  Milon  de  Crotone.  Mais,  dansleparli  populaire, 
se  distinguent,  avant  même  les  démagogues  Cylon  et  Ninon,  des 
disciples  du  Maître,  Hipjiasos  en  première  ligne,  et  aussi  un 
Théagès  dont  Stobée  nous  a  conservé  des  fragments. 

3.  Pouvons-nous,  d'après  ces  données,  émettre  quelques  conjec- 
tures plausibles?  Une  grave  difficulté  subsiste,  concernant  la 
légende  relative  au  secret  imposé,  dit-on,  par  Pythagore,  pour  les 
objets  de  son  enseignement  ésotérique.  Quelle  part  de  vérité  peut 
contenir  celte  légende? 

A  priori,  on  devrait  croire  que  si  la  prescription  du  secret  a 
été  effective,  elle  devait  s'appliquer,  non  pas  aux  vérités  géomé- 
triques (^),  mais  bien  aux:  dogmes  philosophiques.  Tout  au  con- 
traire, nous  voyons  ces  dogmes,  dans  ce  qu'ils  ont  de  plus  singu- 
lier, connus  de  très  bonne  heure  (Xénophane,  Heraclite,  etc.), 
et  c'est  la  révélation  de  découvertes  mathématiques  que  la  légende 
présente  expressément  comme  l'impie  violation  des  mystères  ré- 
servés aux  seuls  initiés.  Il  nous  faut  donc  bien  reconnaître  que 
les  dogmes  philosophiques  de  Pythagore,  la  métempsycose  en 
particulier,  étaient  exotériques  et  que  son  enseignement  réservé 
était  essentiellement  mathématique,  sauf  peut-être  une  partie 
mystique  sur  le  caractère  de  laquelle  nous  ne  serons  probablement 
jamais  bien  renseignés. 

Cette  conclusion  peut,  ce  me  semble,  recevoir  une  explication 
assez  probable.  Pythagore,  en  fait,  n'a  du  tenir  secrètes  ni  ses 
doctrines,  ni  sa  science.  Mais,  pour  une  raison  ou  pour  une  autre, 


(')  Une  jolie  légende  (Jambmque,  i\-'i'ù)  nous  nionlrc  Pylliagore,  au  moins  à 
Sarnos,  jouant  un  rôle  qui  n'est  guère  celui  d'un  homme  jaloux  de  sa  science, 
cherchant  au  contraire  à  la  répandre  parmi  ses  concitoyens.  Il  prend  un  jeune 
homme  qui  gagne  sa  vie  comme  manœuvre,  mais  dont  il  reconnaît  l'heureux 
naturel,  et  lui  enseigne  l'Arithmétique  et  la  Géométrie  en  le  payant  trois  oboles 
(le  prix  de  la  journée)  par  théorème  qu'il  apprend.  Lorsque  son  élève  est  assez 
avancé,  il  feint  d'être  tombé  dans  la  misère,  et  le  jeune  liomme  lui  offre  a  son 
tour  de  payer  trois  oboles  par  chaque  nouveau  théorème.  Cet  élève  se  serait 
appeh'  du  même  nom  que  le  Maître;  il  y  a  là  une  invention  poslérieure,  dont  le 
but  a  étt'  d'attribuer  à  un  personnage  dillérent  certains  enseignements  que  la  tra- 
dition reçue  ne  peiinetlait  plus  de  concilier  avec  celles  unanimement  reconnues 
comme  de  Pylliagore.  Son  homonyme  devint  donc  l'auteur  du  régime  Carnivore 
ecomiiiandi'  ,ni\  alhlètes,  landi-i  que  le  Pylliagore  de  la  tradition  est  un  végéta- 
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il  n'i'crivil  [);is  el,  pjc'IV'rji  un  (;nsf;i^ricmcriL  oral.  I)rs  lor-.,  pour 
les  iMalli(';inalic|iio.s  <|iii  ik;  sont  pas  acccssihics  à  Unis,  s(hi  cours 
se  Icrnia  nalurcllemcnl  cl  le  eercle  de  ses  élèves  devint  d'aulanl 
pins  facilement  jaloux  et  exclusif  qu'il  les  choisissait  avec  plus  de 
soin. 

Pour  la  Philosopliie  cL  la  Physiques  (pii  n'('laiL  alors,  elle  aussi, 
qu'un  tissu  de  conjectures,  rJ'],cole  produisit  d(;  bonne  heuredivers 
()uvraj;es  (').  Tout  disciple,  (pii  (''i;rit  |)our  son  piopre  compte, 
rompt  nécessairement  plus  ou  moins  avec  le  Maître;  il  tend  à 
devenir  chef  à  son  tour.  Avec  les  liens  très  étroits  de  confraternil*- 
cjui  unissaient  les  Pythagoriciens,  toute  publication  personnelh* 
était  donc  acte  de  dissidence;  mais  elle  n'avait  point  comme  con- 
séquence forcée  une  rupture  violente;  seulement,  ceux  qui  préten- 
daient garder  fidèlement  la  tradition  du  Maître  durent  maintenir 
qu'aucun  écrit  ne  pouvait  exactement  représenter  cette  tradition, 
et  ils  se  bornèrent  dès  lors  à  la  transmettre  oralement  dans  un 
petit  cercle  d'initiés,  jusqu'au  jour  où  elle  se  trouva  tellement 
défigurée  qu'il  ne  fût  plus  possible  de  maintenir  l'observation  de 
la  règle  (^). 

Mais,  pour  une  publication  mathématique,  la  question  était  toute 
dilférente;  il  ne  s'agissait  [)lns  d'o[)inions  plus  ou  moins  plausibles, 
prêtant  plus  ou  moins  à  controverse,  mais  bien  de  vérités  indiscu- 
tables, dont  la  découverte  était  un  titre  de  gloire  certes  aussi  pré- 
cieux à  cette  époque  qu'il  l'est  de  notre  temps.  Si  donc  Hippasos 
écrivit  sur  les  plus  hautes  connaissances  acquises  au  sein  de  l'Ecole, 
s'il  s'attribua  des  travaux  peut-être  faits  en  commun,  et  cela  du 
vivant  même  de  Pythagore,  ce  dernier  dut  en  être  vivement  blessé, 
et  les  sentiments  qu'il  éprouva  furent  probablement  partagés  par 
la  majorité  de  ses  élèves.  Les  discordes  qui  éclatèrent  à  ce  sujet 
[)urent  être  le  motif  de  sa  retraite  à  Métaponte;  mais  elles  s'enve- 
nimèrent de  plus  en  plus  à  Crotone,  y  prirent  un  caractère  poli- 
ti([ue  et  aboutirent  à  des  guerres  civiles  prolongées  dont  on  sait  le 
résultat. 


(  '  )  Le  plus  ancien  connu  est  cc\u[  d'Ali  inéon:  plus  lard  l'ainicnide  cl  llnipr- 
flocte  pylliagorisent  plus  ou  moins;  Hippasos  paiail  aussi  avoir  publié  ses  opi- 
nions sur  la  Physique. 

(')  Il  est  incontestable  (pie  les  doeirinesde  IMiiiolaos,  imi  [)arti(ulier  sa  ei>neep- 
li<»n  eosinologiquc,  rcnCernienl  uoiidur  dTb'inents  élranj;(;r>^  el  posU'iieurs  à 
IMIiagorc. 
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A  la  suite  de  ces  événements,  un  groupe  de  Pythagoriciens  exilés, 
se  trouvant  sans  ressources,  essaya  de  s'en  créer  au  moyen  de  la 
publication  des  travaux  mathématiques  si  malheureusement  inter- 
rompus par  les  séditions  (').  C'est  ainsi,  semble-t-il,  que  l'on 
peut  rétablir  le  sens  de  la  légende;  en  tout  cas,  on  ne  peut  guère 
douter  qu'Eudème  n'eût  entre  les  mains  un  Ouvrage  relativement 
considérable,  caries  renseignements  qui  nous  en  proviennent  sont 
passablement  nombreux  et  circonstanciés. 

4.  Resterait  à  déterminer  maintenant  l'époque  à  laquelle  remonte 
la  publication  de  cet  Ouvrage,  appelé  par  Jamblique  la  Tradition 
touchant  Pythagore. 

Il  n'}^  a  guère  de  doute  qu'on  ne  doive  la  placer  avant  Hippo- 
cratede  Ghios;  mais,  d'après  le  caractère  des  découvertes  attribuées 
par  Eudème  à  OEnopide  (-),  il  faut,  très  probablement,  regarder 
comme  antérieurs  les  écrits  de  ce  dernier.  Nous  pouvons  dès  lors 
indiquer  le  milieu  du  v*^  siècle  avant  Jésus-Christ  comme  une  date 
suffisamment  approximative.  La  publication  des  travaux  géomé- 
triques attribués  à  Pythagore  semble  ainsi  tomber  vers  la  fin  des 
guerres  civiles  qui  désolèrent  la  Grande-Grèce  pendant  près  de 
cinquante  ans  et  peu  avant  la  pacification  qui,  sous  l'arbitrage  des 
Achéens,  permit  aux  exilés  de  rentrer  dans  leur  patrie,  mais  mit 
fin  en  même  temps  au  rôle  politique  de  l'association  pythago- 
ricienne (^). 

Il  est  clair  dès  lors  que  le  temps  qui  s'était  écoulé  depuis  la 
mort  de  Pythagore  avait  été  trop  peu  favorable  aux  loisirs  géomé- 
triques, pour  que  l'on  ne  doive  pas  regarder  l'Ouvrage  publié 
comme    représentant    effectivement    l'enseignement    du    Maître, 


(')  Je  (lis  un  groupe,  car,  d'après  le  récit  d'Apollonius,  les  principaux  Pythago- 
riciens, pendant  leur  exil,  paraissent  avoir  surtout  vécu  comme  médecins;  Pytha- 
gore s'était  beaucoup  occupé  de  Médecine,  et  nombre  de  ses  disciples  l'imitèrent. 

(-)  La  solution  des  deux  problèmes  élémentaires  :  «Abaisser,  d'un  point  donné, 
une  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  ».  «  Construire  un  angle  égal  à  un 
angle  donné,  le  sommet  et  un  côté  de  l'angle  à  construire  étant  donnés  ». 

(')  G.-J.  AUman  {Greek  Geometry  froni  Thaïes  to  Euclid,  dans Her mat hen a, 
Vol.  V,  p.  18G-189)  a  très  nettement  établi  contre  Zeller  {La  Philosophie  des 
Grecs,  trad.  Houtroux,  Vol,  I,  p.  ?>•2^^-'^'i-|)  que  la  période  des  guerres  civiles  de  la 
(irande-Grèce  n'a  pu  durer  de  !\\c)  à  /jo6  avant  J.-C,  qu'elle  a  commencé  peu  de 
lomps  api'ès  la  ruine  de  Sybaris  par  les  Crotoniales  en  5io,  et  que  la  fondation 
de  riuirium.  en  \\\,  sur  l'emplacemenl  de  Sybaris  en  marque  iléllnitivcmcnt  le 
'crme. 
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bcaiicoMj)  [)liil(U<[Mc  (J(!S  (lécoLivcrlcs  postérieures.  Il  rcst(;  possible 
et  même  assez  [)robal)lc  (jiie  certaines  des  propositions  que  ren- 
fermait cet  Ouvrage  fussent  en  réalité  le  fruit  du  travail  poursuivi 
en  commun  par  l'Ecole  sous  la  direction  de  Pytliaj^ore  et  du  vivant 
de  celui-ci.  Cependant  on  peut  lui  en  l.iisser  toute  la  «^biire,  ainsi 
que  l'ont  fait  ses  disciples. 

En  résumé,  Thistoirc  de  la  Géométrie,  pour  ce  qui  regarde 
Pythagore,  sem])le  se  trouver  dans  une  situation  plus  favorable 
que  l'histoire  de  la  Philosophie.  Quand  nous  trouvons,  dans  Aris- 
tote,  une  doctrine  attribuée  aux  Pythagoriciens  ou  à  certains  Pytha- 
goriciens, nous  ne  savons  dans  quel  Ouvrage  elle  se  trouvait  consi- 
gnée et  quelle  valeur  traditionnelle  elle  pouvait  présenter;  si,  au 
contraire,  Eudème  attribue  un  théorème  aux  Pythagoriciens,  nous 
avons  droit  de  penser  qu'il  le  trouvait  dans  un  Traité  écrit  vers  le 
milieu  du  v^  siècle  et  ne  contenant  guère  que  des  propositions 
réellement  connues  de  Pythagore.  A  dater  de  cet  Ouvrage  ano- 
nyme, l'Ecole  ne  produisit  rien  en  Géométrie  jusqu'à  l'époque 
d'Archytas,  après  lequel  les  mathématiciens  qu'elle  a  pu  donner 
se  confondent  avec  les  disciples  de  Platon. 

5.  Sur  ce  premier  Traité  de  Géométrie  grecque  dont  l'existence 
puisse  être  soupçonnée,  je  me  bornerai  à  remarquer  pour  le  mo- 
ment que,  d'après  le  résumé  historique  de  PiDclus,  le  cadre  était 
déjà  celui  que  remplissent  les  Eléments  d'Euclîde.  La  démonstra- 
tion de  l'égalité  à  deux  droits  de  la  somme  des  angles  de  tout 
triangle  (Eudème  dansProclus,  p.  379)  nous  fait  partir  du  P'  Livre, 
tandis  que  la  découverte  des  incommensurables  nous  conduit 
jusqu'au  X^'  et  la  construction  des  polyèdres  réguliers  au  Xlll^, 
oij  cette  théorie  couronne  l'œuvre  d'Euclide,  comme  elle  couron- 
nait déjà  le  Traité  pythagoricien  ('). 


(')  Du  cadi'c  des  Éléments  on  doit  cependant  retrancher,  dans  cette  compa- 
raison, les  Livres  arithmétiques  (VII  à  I\)  qui  semblent  bien  étrangers,  comme 
forme  au  moins,  à  la  tradition  pythagoricienne.  Quel  est  le  véritable  auteur  du 
prototype  de  ces  Livres?  Qui  le  premier  aura  imaginé  d'adjoindre  aux  théorèmes 
de  hi  Géométrie  une  suite  de  propositions  rédigées  suivant  Va  même  forme,  mais 
louchant  l'Arithmétique?  Est-ce  llippocrate  de  Cliios,  et  serait-ce  là  lajuslilica- 
lion  vérilai)le  du  litre  d'Éléments  (-Tor/sîa)  (ju'il  adopta,  alors  {|uc  ce  titre, 
pour  un  Ouvrage  Irailanl  sculcmenl  do  (jéunH'hic,   es!   ('■vidciinuciil   iiiipr<)pr(>  ? 
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Quelles  lacunes  présentait  ce  dernier  Traité?  C'est  un  point (jue 
nous  examinerons  ultérieurement;  sans  doute  elles  étaient  consi- 
dérables :  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  toute  la  Géométrie  élémen- 
taire nous  apparaît  ici,  comme  sortie  brusquement  de  la  tête  de 
Pjtliagore,  de  même  que  Minerve  du  cerveau  de  Jupiter.  N'y 
avait-il  eu  vraiment  rien  avant  ce  génie  créateur?  C'est  assez  peu 
croyable;  mais  en  tout  cas  Eudème  ne  connaît  aucun  écrit  géomé- 
trique, et  ses  recherches  ne  lui  permettent  d'attribuer  aux  pré- 
curseurs qu'il  nomme  que  des  connaissances  d'un  degré  relative- 
ment infime.  Il  est  donc  au  moins  très  probable  que  le  caractère 
purement  théorique  et  abstrait  qui  distingue  si  nettement  la 
Géométrie  grecque  lui  a  été  en  réalité  imprimé  par  Pythagore, 
ainsi  que  le  marque  expressément  le  résumé  historique  de  Proclus, 
et  que  les  écrits  antérieurs,  s'il  en  a  existé,  avaient  au  contraire 
un  objet  concret  et  des  tendances  pratiques. 

J'ai  déjà  énoncé  un  peu  plus  haut  les  deux  problèmes  dont 
Eudème  attribuait  la  solution  à  OEnopide.  Ils  sont  assez  simples 
pour  qu'on  puisse  penser  qu'ils  n'étaient  point  traités  dans  l'Ou- 
vrage pythagoricien,  d'autant  que  celui-ci  n'était  sans  doute  pas 
encore  composé  avec  une  méthode  parfaite;  mais  évidemment 
Eudème  ne  pouvait  en  dénier  la  connaissance  ni  à  Pythagore,  ni 
même  à  Thaïes.  Si  le  premier  était  mis  hors  de  cause  en  raison  de 
la  publication  postérieure  de  sa  géométrie,  la  conséquence  à  tirer 
pour  ce  qui  concerne  Thaïes  est  qu'Eudème  n'avait  sous  son  nom 
que  des  propositions  particulières,  qui  pouvaient  même  se  trouver 
insérées  dans  la  Tradition  touchant  Pythagore.  Quant  à  OEno- 
pide, une  des  deux  citations  de  Proclus  nous  enseigne  clairement 
à  quelle  source  Eudème  avait  puisé  ses  informations. 

[Proclus,  p.  28.3).  —  ((  Ce  problème  :  «  Abaisser  d'un  point 
donné  une  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  »,  fut,  pour  la 
première  fois,  cherché  par  OEnopide,  qui  le  considéra  comme  utile 
pour  l'Astrologie.  Il  emploie  au  lieu  de  yA^i-oc,  (perpendiculaire) 
l'expression  archaïque  xaxà  Yvwtxova  (suivant  le  gnomon),  (pii  vient 
de  ce  que  le  gnomon  est  à  angles  droits  sur  l'horizon.  » 


Ainsi,   c'était  dans  un  Traité  astronomique  et  non  pas  géomé- 
Iriquc  d'OEnopidc  qu'Eudème  avait  trou\é  la  plus  ancienne  solu- 
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lion  connue  de   ce  problème  <'L  rjiiM  \   avait   r<;l(3V<3  la  désignalion 
primitive  qu'il  nous  a  conservée. 

Le  second  proljlème  (EucLin,  I,  '>..i.  Procliis,  p.  333)  «  qui  est 
aussi  plutôt  une  découverte  crCJJ^^nopide,  comme  le  dit  Kudème  », 
pouvait  sans  aucun  doute  se  rencontrer  dans  le  même  Ouvrage  (*  ). 

0.  Pour  Thaïes,  dont  il  nous  reste  à  parler  avant  de  revenir  à 
Pytliagore,  si  peu  assurée  qu'ait  pu  être  la  tradition  venue  jusqu'à 
Eiidème,  ce  dernier  possédait-il  quelques  documents  anciens?  On 
pourrait  le  croire  à  ce  passage  de  Proclus  (p.  :>.5o)  : 

((  C'est  à  l'anti([ue  Thaïes  que  l'on  doit  ce  théorème,  ainsi  que 
tant  d'autres  découvertes;  car  il  fut,  dit-on,  le  premier  à  poser  et 
à  dire  que  dans  tout  triangle  isoscèle  les  angles  à  la  base  sont 
égaux;  au  lieu  à'égaux  (ifiaç),  il  employait  d'ailleurs  Texpression 
archaïque  de  semblables  (ôy-oiaç)  )). 

Mais  cette  expression  archaïque,  Eudème  ne  pouvait-il  la  con- 
naître par  l'Ouvrage  pythagoricien  et,  dès  lors,  la  mettre  dans  la 
bouche  de  Thaïes? 

Une  seconde  citation  (p.  '^99)  semble  bien  prouver  qu'il  ne 
subsistait  point  de  démonstrations  attribuées  à  Thaïes  en  même 
temps  c[ue  certaines  propositions  : 

<(  Ce  théorème  que,  quand  deux  droites  se  coupent,  les  angles 
opposés  par  le  sommet  sont  égaux,  a  été  découvert  en  premier 
lieu  par  Thaïes,  comme  le  dit  Eudème;  Euclide  en  a  donné  la 
démonstration  scientifique.  )> 

Si  donc  Proclus  nous  dit  (p.  107),  dans  un  endroit  qui,  cette 
fois,  doit  d'ailleurs  provenir  directement  de  Geminus,  que  «  la 
division  en  deux  parties  égales  du  cercle  par  le  diamètre  a  été  dé- 


(•)  Le  nom  d'Olinopicle  se  rcnconlrc  encore  dans  Proclus  (p.  So),  au  milieu 
d'un  passage  emprunté  à  Geminus.  «  D'après  Zénodote,  celui  qui  a  été  un  des 
successeurs  d'OEnopidé  et  un  des  disciples  d'Andron,  on  dislingue  le  ihéorèmc 
du  problème  en  ce  que,  etc.  »  Cette  distinction,  sur  laquelle  je  reviendrai,  est, 
sans  aucun  doute,  postérieure  à  Aristote,  et  probablement  aussi  à  Eudème.  Nous 
avons  ainsi  la  preuve  qu'OEnopide  avait  fondé,  probablement  à  Chios,  une  école 
scicnlinquc  qui  subsista  longtemps,  et  de  laquelle  dut  sortir  Ilippocrate.  Alalhcu- 
reuscment  Andron  et  Zénodote  sont  complètement  inconnus  d'ailleurs,  cl  le  tcxlc 
est,  d'autre  parf,  loin  d'èlre  parfailemenl  assuré. 
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montrée,  dit-on,  en  premier  lieu,  par  Thaïes  »,  nous  devons  d'au- 
tant moins  croire  à  la  justesse  de  l'expression  àiroosî^ai  (  démontrer), 
que  cette  propriété  du  diamètre,  quoique  énoncée  dans  les  défini- 
tions d'Euclide,  ne  fait  l'objet  d'aucune  démonstration  des  Elé- 
ments. 

Enfin  la  dernière  citation  (p.  352)  nous  indique  de  la  façon  la 
plus  claire  comment  Eudème  procédait  pour  Thaïes  : 

((  Eudème,  dans  les  Histoires  géométriques,  fait  remonter  ce 
théorème  (I,  26)  à  Thaïes;  car  il  dit  que  ce  dernier  devait  néces- 
sairement s'en  servir  d'après  la  manière  dont  on  rapporte  qu'il 
déterminait  la  distance  des  vaisseaux  en  mer.  » 

La  tradition,  soit  pythagoricienne,  soit  tout  autre,  attribuait  à 
Thaïes  un  procédé  déterminé  pour  mesurer  la  distance  à  un  point 
inaccessible  ;  Eudème  en  concluait,  sans  autre  donnée,  que  Thaïes 
possédait  les  théorèmes  indispensables  pour  rendre  raison  de  ce 
procédé. 

Malheureusement,  nous  ne  savons  nullement  en  quoi  consistait 
cette  solution  d'un  problème  pratique  attribuée  à  Thaïes.  La 
donnée  qui  s'y  rapporte  est  absolument  insuffisante  pour  le  déter- 
miner; cependant,  s'il  est  permis  déformer  une  conjecture,  il  faut 
avant  tout  rechercher  la  solution  la  plus  primitive  parmi  celles  qui 
sont  connues  historiquement. 

Il  n'en  est  point  à  cet  égard  qui  puisse  lutter  avec  la  Jluminis 
varatio  de  l'agrimenseur  romain  Marcus  Junius  Nipsus  (').  Si 
imparfaite,  si  impraticable  même  qu'elle  puisse  être  dans  la  plupart 
des  cas,  du  moment  où  nous  constatons  historiquement  son  exis- 
tence, il  n'y  a  aucun  motif  sérieux  pour  l'écarter  quand  il  s'agit 
de  Thaïes. 

Soit  à  mesurer  la  distance  du  point  A  au  point  B  inaccessible; 
on  élève,  sur  le  terrain,  à  AB  une  perpendiculaire  AGde  longueur 
quelconque,  que  l'on  divise  en  deux  parties  égales  au  point  D; 
en  G  on  élève  à  AC,  dans  la  direction  opposée  à  AB,  la  perpendi- 
culaire CE  jusqu'à  sa  rencontre  en  E  avec  la  droite  ]M^.  La  lon- 
gueur CE  que  l'on  mesure  sera  égale  à  la  longueur  chcrclu'c. 


(')  Gronialici  ceteres.  ex  iccensione  Caroli  fMchnidnni.  norlin.  Hcinicr,  i8/|S, 
p.  28j-.i.SG. 
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En  efrel,  los  deux  triangles  Al>l),  \)(IE  sont  ('^aux  cf>mnio  avant 
lin  (;oL(';  égal  (/VD==DC  par  conslnicliori  ^  conipiis  cnlr**  dfMix 
iirigles  égaux  cliacun  à  chacun.  Or  c'est  là  précisément  le  lliéorème 
I,  :>»()  attribué  par  Eudènie  à  Thaïes.  Quant  à  l'égalité  des  angles, 
(Me  a  lieu  pour  ceux  en  A.  et  E,  parce  qu'ils  sont  droits,  pour  ceux 
en  D,  parce  qu'ils  sont  opposés  par  le  sommet,  et  nous  retrouvons 
encore  ici  un  autre  théorème  que  nous  avons  vu  attribuer  à  Thaïes. 
Notre  conjecture  reçoit  par  là  une  sérieuse  confirmation. 

7.  Des  autres  solutions  proposées  pour  représenter  le  procédé 
(le  Thaïes,  je  rejette  celle  de  Bretschneider,  parce  qu'elle  est  aussi 
peu  avantageuse,  qu'elle  n'est  pas  constatée  historiquement, 
parce  qu'enfin  elle  suppose  l'emploi  d'un  instrument  propre  à 
viser  suivant  un  angle  égal  à  un  angle  donné.  Ldijluminis  varatio 
ne  réclame  au  contraire  que  l'équerrc,  les  jalons  et  les  instruments 
pour  la  mesure  des  longueurs,  c'est-à-dire  le  matériel  qu'ont 
possédé  les  arpenteurs  bien  avant  la  constitution  de  la  Science. 

J'écarte  la  solution  par  l'emploi  de  triangles  semblables,  parce 
qu'elle  ne  se  retrouve  pas  chez  les  agrimenseurs  romains,  et  qu'il 
est  dès  lors  à  présumer  que  chez  les  Grecs  cette  solution  est 
d'une  invention  relativement  récente  et  qu'elle  n'a  jamais  été  très 
répandue  (^).  A  la  vérité,  Plutarque  (-)  attribue  à  Thaïes  d'avoir 
mesuré  la  hauteur  des  pyramides  d'après  leur  ombre  comparée  à 
celle  d'un  bâton;  mais,  dans  cette  donnée,  Plutarque  est  l'écho 
d'un  condisciple  d'Eudème,  non  pas  de  ce  dernier,  et  il  dénature 
gravement  le  récit  primitif  (•'),  qui  d'une  part  suppose  l'égalité 
de  l'ombre  à  l'objet,  de  l'autre  n'indique  nullement  que  les  Egyp- 
tiens, maîtres  de  Thaïes,  ignorassent  ce  procédé  élémentaire. 

Quoique  la  solution,  rapportée  d'après  Hiéronyme  de  Rhodes, 
suppose  bien  une  certaine  notion  de  la  similitude,  ou  doit  en  con- 
clure que  cette  notion  n'était  pas  encore  assez  familière  pour  être 


(')  Il  n'y  a  pas  à  s'en  étonner,  la  Gcodcsic  a  dû  rester  longtemps  clans  la  routine, 
en  raison  de  sa  séparation  d'avec  la  Géométrie.  L'emploi  des  triangles  semblables 
sur  le  terrain  se  trouve  au  reste  indiqué  dans  le  Traité  de  la  Dioptrc  de  Héron 
d'Alexandrie  comme  dans  les  Gestes  de  Sextus  Julius    Vfricanus. 

(')  Sept.  Sap.  Conviv.fCà.  Didot,  JNI.  \'-\,  89. 

(')  Diogène  Laërce,  1,  '6-].  «Hiéronyme  (de  Uliodes  )  dit  (ju'il  mesura  les  pyra- 
mides en  observant  l'ombre,  (|uand  elle  nous  est  égale.  » 
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appliquée  d'une  façon  réellement  pratique  à  la  mesure  d'une  hau- 
teur verticale,  et  c'est  bien  ainsi  sans  doute  que  nous  devons  nous 
représenter  cette  notion  soit  chez  les  Egyptiens,  soit  chez  Thaïes, 
La  notion  de  la  similitude  est  incontestablement  une  des  pre- 
mières que  l'homme  ait  acquise  ;  mais  elle  est  restée  longtemps 
concrète  dans  les  arts  du  dessin  ou  de  la  construction,  et  c'est 
ainsi  qu'elle  nous  apparaît  en  fait  dans  le  papyrus  mathématique 
d'Eisenlohr  ('),  lorsque  nous  y  voyons,  par  exemple,  calculer 
l'arête  d'une  pyramide  d'après  son  rapport  à  sa  projection  sur  la 
base.  Si  précise  que  nous  semble  déjà  cette  notion  de  la  similitude, 
il  y  avait  un  pas  immense  à  faire  avant  de  l'appliquer  à  des  pro- 
blèmes pratiques  d'une  autre  nature,  soit  sur  le  terrain  dans 
l'arpentage,  soit  même  pour  des  mesures  par  les  ombres.  Il  fallait 
rendre  d'abord  cette  notion  purement  abstraite,  puis  lui  donner 
les  diverses  formes  concrètes  dont  elle  est  susceptible.  Ce  pas  ne 
semble  avoir  été  fait  que  par  les  Grecs  et  cela  probablement  après 
Thaïes  (2). 

8.  Deux  des  théorèmes  attribués  à  ce  dernier  par  Eudème  se 
trouvent,  dans  notre  conjecture,  rattachés,  comme  on  l'a  vu,  à  un 
problème  pratique  concret  (ataGrjTixojTspov).  Mais,  d'après  le  résumé 
historique  de  Proclus,  Eudème  avait  connaissance,  par  la  tradition, 
au  moins  d'une  autre  question  traitée  par  Thaïes  d'une  façon  plus 
abstraite  (xaôoXixcoTspov).  Est-il  donc  possible  de  rattacher  à  un  seul 
problème  abstrait  les  deux  autres  propositions  citées  par  Eudème? 

Il  me  le  semble,  si  l'on  fait  intervenir  la  dernière  donnée  précise 
que  nous  possédions  sur  les  travaux  géométriques  de  Thaïes,  et 
que  nous  a  conservée  Diogène  Laërce  (I,  24).  «  Pamphila  (compi- 
latrice  de  la  fin  du  i^""  siècle  après  J.-C.)  dit  qu'il  apprit  la  Géomé- 
trie chez  les  Egyptiens,  que  le  premier  il  inscrivit  le  triangle  rec- 
tangle dans  le  demi- cercle,  et  qu'à  cette  occasion  il  sacrifia  un 
bœuf.  D'autres,  par  exemple  Apollodore  le  logisticien,  attribuent 
ce  trait  à  Pytliagore  ». 


(')  Voir  l'ingénieuse  conjecture  de  M.  Caulor  :  L'eber  dcn  sogenannten  Seqt 
der  negyptisclicn  Mathematiker  {Sitzb.  der  h.  Akad.  der  Wissensch.  \\\c\\.  \C, 
1884). 

(*)  La  mesure  trunc  hauteur  verticale  suivant  le  procédi-  iii(Iii]u<'  p;ir  riiii;ir(|ne 
se  trouve  en  tout  ras  dans  les  Optiques  d'Eurlide,  iç). 
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Il  s'cigil  c'vidomment,  soit  de.  lu  propric'h-  du  d(.'nii-ccrclc'  que 
tous  les  arii^lcs  qui  y  sont  inscrits  sont  droits,  soit  de  la  réci[)rofjuc 
(|uc  la  dcmi-circonf'ércnce  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
dont  les  côtés  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  (*).  Mais 
ces  deux  propositions  se  tiennent  d'assez  près  pour  que  l'on  n'ait 
pas  à  faire  de  distinction  entre  elles;  et  il  semble  que  Thaïes  a  pu 
y  être  conduit  en  se  proposant  de  construire  sur  le  terrain  un 
triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  donnée  de  position,  et  un 
côté  de  l'angle  droit  donné  de  longueur  seulement  :  problème  pra- 
tique, mais  conçu  sous  forme  abstraite. 

La  donnée  de  Pamphila  peut  parfaitement  provenir  d'Eudème, 
car  Proclus  n'avait  pas  à  parler  de  la  proposition  dont  il  s'agit 
dans  son  commentaire  sur  le  I"'  Livre  d'Euclide.  Quant  à  la 
légende  sur  le  sacrifice  d'un  bœuf,  elle  peut  venir  d'une  autre 
source^  en  tout  cas,  celle  qui  attribue  ce  sacrifice  à  Pylhagore  ne 
concernait  certainement  pas  le  même  théorème,  quoi  que  semble 
dire  Diogène  Laëice;  mais  nous  n'avons  pas  à  nous  y  arrêter  pour 
le  moment. 

On  conclut  généralement  du  témoignage  de  Pamphila  que  Thaïes 
connaissait  l'égalité  à  deux  droits  de  la  somme  des  angles  d'un 
triangle;  mais  il  est  essentiel  d'observer  qu'Eudème  ne  tirait  nulle- 
ment la  même  conclusion.  D'après  Proclus  (p.  3^9),  il  attribuait 
formellement  aux  Pythagoriciens  la  découverte  de  ce  théorème 
et  reproduisait  leur  démonstration,  analogue  à  la  nôtre.  A  la  vérité, 
dans  Eutocius  sur  Apollonius  (p.  9),  Geminus  s'exprime  comme 
suit,  en  comparant  à  ce  qui  s'est  passé  pour  ce  théorème  l'histoire 
de  l'invention  des  coniques  :  «  Les  anciens  ont  considéré  les  deux 
droits  d'abord  pour  chaque  espèce  de  triangle,  en  premier  lieu 
l'équilatéral,  en  second  lieu  l'isoscèle,  en  troisième  lieu  le  scalène  ; 
ceux  qui  vinrent  ensuite  ont  démontré  généralement  le  théorème, 
que  dans  tout  triangle  la  somme  des  trois  angles  intérieurs  est 
égale  à  deux  droits.  » 

On  a  admis  que  la  démonstration  des  trois  cas  appartenait  à 
Thaïes  et  le  théorème  général  aux  Pythagoriciens.  Mais  cette  con- 
clusion   est  insoutenable,   du   moment  où    lous   les   témoignages 


(')  En  parlant  ici  de    lieu,  j'emploie  une  notion  ijni    n'a   évideinnicnl  été  pré- 
cisée (jue  bien  plus  tard. 
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concordenL  pour  établir  que  ni  Geminus  ni  Eudème  n'ont  eu 
entre  leurs  mains  aucun  écrit  géométrique  remontant  à  Thaïes, 
que  la  tradition  qui  le  concernait  avait  seulement  conservé  des 
solutions  de  problèmes  pratiques,  sans  raisonnements.  Ce  qu'il 
faut  dire  simplement,  c'est  que  dans  l'Ouvrage  géométrique  des 
Pythagoriciens,  la  démonstration  était  faite  pour  les  trois  cas,  que 
plus  tard  les  deux  premiers  auront  été  supprimés  comme  inutiles. 

Nous  ne  pouvons  pas,  en  somme,  juger  ce  que  connaissait 
Thaïes,  ni  ce  qu'il  ignorait;  peut-être  sa  géométrie  dépassait-elle 
de  beaucoup  les  limites  que  lui  assignait  Eudème,  peut-être 
cependant  ne  comportait-elle  aucune  démonstration  en  forme; 
mais  la  question  n'est  pas  là.  Le  fait  est  que  si  la  donnée  relative 
à  la  propriété  du  demi-cercle  remonte  au  disciple  d'Aristote, 
celui-ci  devait  connaître  une  démonstration  qui  ne  s'appuvait  pas 
sur  le  théorème  de  la  somme  égale  à  deux  droits.  Mais  cette  dé- 
monstration ne  pouvait  évidemment  se  passer  des  deux  proposi- 
tions attribuées  à  Thaïes  et  relatives,  d'une  part  à  l'égalité  des  deux 
portions  du  cercle  séparées  par  le  diamètre,  de  l'autre  à  l'égalité 
des  angles  à  la  base  d'un  triangle  isoscèle  (^). 

Je  crois  avoir  ainsi  accompli  la  tâche  que  je  m'étais  proposée 
pour  Thaïes  ;  je  n'ai  point  cherché  à  déterminer  ce  qu'il  a  pu 
savoir,  mais  bien  à  préciser  comment  s'est  formée  la  tradition  qui 
concerne  ses  travaux  géométriques;  j'ai  montré  qu'elle  se  réduit 
probablement  à  deux  données  relatives  à  des  solutions  de  pro- 
blèmes pratiques  et  trop  simples  d'ailleurs  pour  qu'on  en  puisse 
tirer  des  conclusions  assurées. 


(*)  Si  dans  un  cercle  dont  AB  est  le  diamètre,  on  mène  par  le  centre  O  un 
autre  diamètre  COD,  il  est  facile,  avec  les  deux  propositions  précitées,  et  en  ad- 
mettant l'égalité  des  angles  opposés  par  le  sommet,  théorème  attribué  à  Thaïes 
par  Kudème,  de  démontrer  que  dans  le  quadrilatère  ACBD  les  quatre  angles  sont 
égaux  et  les  côtés  opposés  égaux  entre  eux.  Or  on  a  très  bien  pu,  à  l'époque  dont 
il  s'agit,  définir  le  rectangle  d'après  ces  propriétés. 
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COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

ZANOTTI   BIANCO.  —   Il  problema  meccanico  della  figura  della  Terra. 

Parle  prima,  i  vol.  in-8'',  3o'2  p.;  1880;  Parle  sccunda,  Libre  j)rimo,  i  vol. 
in-8°,  186  p.;  i885;  Florence,  Turin,  Rome,  Bocca  frères. 

La  première  Partie  de  l'Ouvrage  que  publie  M.  Bianco  est  rem- 
plie presque  entièrement  par  le  développement  des  théories  mathé- 
matiques nécessaires  pour  l'étude  du  problème  phvsique  qui  est 
son  principal  objet.  Deux  Chapitres  sont  consacrés  aux  propriétés 
les  plus  importantes  du  potentiel,  deux  autres  au  problème  de 
l'attraction  des  ellipsoïdes.  Ce  dernier  problème  est  traité  par  la 
méthode  de  Gauss  modifiée  et,  dans  quelque  mesure,  simplifiée 
par  SomofT;  au  reste,  d'après  M.  Heine,  Gauss  aurait  aussi  in- 
diqué cette  modification  dans  son  enseignement  oral.  M.  Bianco 
développe  ensuite  la  solution  que  l'on  doit  à  Chasles.  Les  deux 
Chapitres  suivants  se  rapportent  aux  fonctions  sphériques;  l'auteur 
en  établit  les  propriétés  élémentaires  et  démontre,  d'après  Lejeune- 
Dirichlet,  les  propositions  relatives  au  développement  des  fonc- 
tions en  séries  de  fonctions  sphériques.  Dans  le  Chapitre  suivant 
on  traite  de  l'attraction  par  un  sphéroïde,  dans  le  cas  général, 
dans  le  cas  où  le  sphéroïde  est  homogène,  dans  le  cas  enfin  où  le 
sphéroïde  est  composé  de  couches  homogènes,  la  densité  variant 
d'une  couche  à  l'autre.  Dans  le  dernier  Chapitre  du  Volume  sont 
abordées  d'intéressantes  applications  physiques;  après  avoir  cal- 
culé l'attraction  due  à  un  prisme  long  et  étroit,  M.  Bianco  ap- 
plique les  résultats  trouvés  au  massif  de  l'Himalaya;  les  nombres 
qu'il  trouve  concordent  suffisamment  avec  les  valeurs  fournies 
par  l'expérience  pour  la  déviation  du  pendule;  de  même,  les 
formules  relatives  à  l'attraction  causée  par  un  disque  circulaire 
de  hauteur  donnée  et  de  grande  étendue  trouvent  leur  application 
dans  l'étude  des  phénomènes  de  déviation  observés  à  Moscou.  Au 
reste,  l'auteur  développe  dans  ce  Chapitre  les  diverses  méthodes 
que  l'on  peut  employer  pour  calculer  les  attractions  ducs  aux  irré- 
gularités de  la  surface  terrestre;  on  trouvera  en  particulier  le  ré- 
sumé des  recherches  de  Young  et  de  Pratt  sur  ce  sujet. 

Le  premier  Livre  de  la  seconde  Partie  est  seul  paru  ,  il  con- 
Bull.  des  Sciences  niathém.,  2*^  série,  t.  \.  (Juin  iSSG.)  y 
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tient  Irois  Chapitres.  Le  Chapitre  1  se  rapporte  aux  figures  d'é- 
quilihre  d'une  niasse  fluide  homogène  animée  d'un  mouvement 
de  rotation.  Après  avoir  rappelé  la  solution  donnée  par  Huygens, 
dans  le  cas  d'une  force  centrale  constante,  M.  Bianco  étudie,  d'après 
Jacobi  et  d'après  Laplace,  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution; 
d'après  Liouville,  le  cas  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux;  les 
résultats  de  la  discussion  sont  résumés  dans  le  théorème  suivant  : 

Pour  qiûune  masse  homogène,  de  densité  p,  tournant  avec  la 
vitesse  constante  (v,  admette  un  ellipsoïde  comme  figure  d^écjui- 

libre,  il  est  nécessaire  cjue  la  cjuaîitité  v  =  ; —  soit  comprise 

entre  les  limites  zéro  et  s^'  =  0,2246 i  à  toute  valeur  de  v  com- 
prise entre  zéro  et  Vq  =:  0,1871 1  correspondent  deux  ellipsoïdes 
de  révolution  aplatis  et  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux; 
pour  V  ^=  Vq^  r ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  se  confond  avec 
un  des  ellipsoïdes  de  révolution  ;  pour  v  >>  Vq,  on  a  deux  ellip- 
soïdes de  révolution  cjui  coïncident  à  la  limite  v  =1  v'\  pour  les 
valeurs  de  v  supérieures  à  v ,  U ellipsoïde  ne  peut  plus  être  une 
figure  d^ équilibre. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  la  recherche  de  la  figure  d'é- 
quilibre d'une  masse  fluide  hétérogène  de  constitution  donnée, 
dont  la  forme  diffère  peu  d'une  sphère,  et  qui  est  animée  d'un 
mouvement  de  rotation.  Après  avoir  donné  l'équation  qui  déter- 
mine la  figure  d'équilibre  dans  le  cas  le  plus  général,  en  suppo- 
sant toutefois  qu'on  puisse  négliger  les  actions  extérieures, 
M.  Bianco  montre,  d'après  Laplace  et  Poisson,  que  si  le  sphéroïde 
était  homogène,  la  seule  figure  d'équilibre  possible  serait  celle 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  ;  il  passe  ensuite  au  cas  d'un 
sphéroïde  composé  de  couches  homogènes  peu  difl'érentes  d'une 
sphère  et  dont  la  densité  va  en  croissant  à  mesure  qu'on  se  rap- 
proche du  centre  ;  les  résultats  obtenus  par  Clairaut  et  par  Laplace, 
et  les  recherches  ultérieures  faites  dans  la  même  direction,  sont 
développés  avec  détails  et  comparés  avec  les  nombres  déduits  de 
l'expérience. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  la  détermination  de  la 
densité  moyenne  de  la  Terre.  Les  principales  expériences  faites 
pour  cet  objet  sont  relatées  et  disculées  avec  soin. 
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M.    Bianco   a    jcjinL  à    son   exposition   dr    iioriiliicux    renseigne- 
ments bibliographiques  et  liistoriques.  1.   I  . 


DE  COMMINES  DE  MAUSHXY.  —  Les  lois  de  la  matière.  Essais  de  Méca- 
nique moléculaire,   i  voL  in-4°;  i?-^-  p-  Paris,  Gauthier-Villars,    iHHj. 

Sous  ce  titre,  l'auteur  publie  un  essai  d'explication  des  phéno- 
mènes matériels  par  l'hypothèse  des  forces  centrales.  C'est  essen- 
tiellement l'étude  des  forces  élastiques  développées  à  l'intérieur  des 
corps  qu'il  a  en  vue.  Les  corps  sont  supposés  formés  de  molécules, 
constituées  en  assemblages  réguliers;  les  molécules  sont  des  réu- 
nions d'atomes  qu'on  peut  regarder  comme  des  points  géomé- 
triques. Les  actions  moléculaires  doivent  être,  d'après  M.  de  Mar- 
silly,  attribuées  à  des  attractions  ou  répulsions  en  raison  inverse 
de  puissances  au  moins  égales  à  cinq;  on  n'a  pas  le  droit,  dans  le 
calcul  des  actions  moléculaires,  de  négliger  les  dimensions  des 
molécules. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  Sections  : 

Section  L  —  Préliminaires. 

Section  IL  —  Forces  élastiques,  première  étude. 

Section  III.  —  Forces  élastiques,  nouveaux  développements. 
Approximations,   expressions  complètes  des  forces  élastiques. 

Section  IV.  —  Equations  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 
Mouvement  des  centres  de  gravité;  équations  des  moments  et 
des  forces  vives  ;  résultats. 

Section  V.  —  Approximation  des  équations  d'équilibre  et 
de  mouvement.  J.  T. 


SANG.  —  A  NEW  Table  of  seven-place  logarithms  of  all  nuwbers  conti- 
nuously  up  to  200 ooo.  Williams  and  Norgate,  London,  i883. 

La  Table  des  logarithmes  des  nombres  à  sept  décimales  de 
M.  Sang  diffère  des  Tables  publiées  jusqu'à  ce  jour  en  ce  qu'elle 
donne  immédiatement  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  depuis 
I  jusqu'à  200 ooo. 
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Si  la  disposition  adoptée  par  M.  Sang  double  le  volume  de  la 
Table,  elle  rend,  en  revanche,  l'interpolation  beaucoup  plus  com- 
mode, la  difTérence  de  deux  logarithmes  consécutifs  ne  pouvant, 
maintenant,  aller  que  jusqu'à  217! 

On  sait  que  la  première  Table  de  logarithmes  est  le  Canon  mi- 
rijîcus  (161 4)  de  John  Nepair  qui  ne  contient,  cependant,  que  les 
logarithmes  hyperboliques  des  fonctions  trigonomélriques.  Les 
logarithmes  vulgaires  des  nombres  depuis  loooo  jusqu'à  20000 
et  de  goooG  à  looooo  ont  été  calculés  avec  quatorze  décimales 
par  Briggs  qui  les  publia,  en  1624,  dans  son  Arithmetica  loga- 
rithmica.  Enfin  Adriaen  Vlack  combla  la  lacune  laissée  par 
Briggs  et  calcula  à  dix  décimales  les  logarithmes  des  nombres  de 
20000  à  90000  qui  parurent  en  1628,  dans  son  Arithmetica  lo- 
gavithmica. 

C'est  à  cela  que  se  bornait  le  travail  des  calculateurs  de  Tables 
de  logarithmes  de  nombres  jusqu'à  l'apparition  de  l'Ouvrage  de 
M.  Sang,  si  l'on  excepte  toutefois  l'extension  à  T08000,  qu'on 
trouve  dans  les  Tables  de  Gallet.  Les  éditeurs  de  Tables  nouvelles 
ont  donc  d'habitude  recours,  soit  à  l'Ouvrage  de  Vlack,  soit  à  la 
nouvelle  édition  qu'en  donna  Vega  en  1794  sous  le  titre  de  Thé- 
saurus logarithniorum,  en  se  bornant  à  pousser  plus  loin  le 
calcul  des  logarithmes  qui  se  terminent  par  5oo  dans  Vega.  Gomme 
d'ailleurs  il  n'y  a  que  92  logarithmes  de  ce  genre  dans  le  Thé- 
saurus, le  calcul  en  est  fait  depuis  longtemps  par  Bremiker  et  par 
d'autres  calculateurs.  Pour  construire  sa  Table,  M.  Sang  a  eu,  par 
conséquent,  à  calculer  presque  100  000  nouveaux  logarithmes. 

Il  est  vrai  que  les  logarithmes  des  nombres  composés  pouvaient 
s'obtenir  facilement  à  l'aide  de  logarithmes  déjà  connus,  de  sorte 
qu'il  aurait  suffi  de  calculer  les  logarithmes  des  8892  nombres 
premiers  qui  se  trouvent  entre  100 000  et  200000.  M.  Sang  a 
préféré  procéder  autrement.  11  a  calculé  d'abord  une  Table  des 
logarithmes  de  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  10 087,  à  vingt- 
huit  décimales.  De  cette  Table,  il  en  a  déduit,  par  addition,  une 
autre  donnant  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  jusqu'à  loooo, 
à  vingt-huit  décimales.  Une  Table  analogue  a  été  construite  par 
M.  Sang  pour  tous  les  nombres  composés  depuis  10000  jusqu'à 
20000.  Enfin,  des  deux  dernières  Tables,  M.  Sang  a  déduit,  par 
inter})olation,  une  nouvelle  Table  donnant  à  quinze  décimales  les 
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lo^arilhincs  de  tons  les  noinbres  depuis  looooo  jusqu'à  3'yoooo. 
Quant  aux  logaritlimcs  des  nombres  de  .'^^ooo  à  looooo,  M.  Sanj^ 
les  a  empruntés  à  l'Ouvrage  de  Vlack.  Ce  dernier  a  même  manqué 
d'induire  M.  Sang  en  erreur  pour  les  logarithmes  des  nondjres 
38962  et  52943,  mais  dans  le  tirage  que  nous  possédons  ces  erreurs 
sont  déjà  corrigées.  On  voit  (pie  M.  Sang  a  fait  un  travail  consi- 
dérable, et  tous  ceux  qui  ont  souvent  l'occasion  de  se  servir  de 
logarithmes  lui  en  seront  reconnaissants. 

Quant  à  l'extérieur,  ce  qui  distingue  la  Table  de  M.  Sang,  c'est 
l'absence  des  filets  qu'on  trouve  dans  les  autres  Tables,  soit  pour 
séparer  les  colonnes  de  chilTres,  soit  pour  séparer  les  lignes  de 
cinq  en  cinq  ou  de  dix  en  dix.  Chez  M.  Sang,  tous  les  chilTres 
d'une  page  sont  entourés  d'un  cadre  rectangulaire,  puis  il  y  a 
encore  un  fdet  vertical  pour  séparer  les  parties  proportionnelles 
du  reste  des  chiflVes.  Comme  le  format  est  un  grand  in-8"  et  que, 
par  conséquent,  on  a  j)u  laisser  beaucoup  de  blanc  entre  les  co- 
lonnes et  entre  les  lignes,  nous  trouvons  cet  arrangement  fort 
commode.  L'auteur  a  fait  précéder  les  trois  premiers  chiffres  du 
logarithme  d'une  virgule  retournée.  Cette  virgule  nous  semble 
complètement  inutile  :  tout  le  monde  sait  que  c'est  la  mantisse 
d'un  logarithme  qu'on  trouve  dans  les  Tables.  Pour  indiquer  que 
le  troisième  chiffre  du  logarithme  change,  M.  Sang  remplace  le 
quatrième  chiffre,  quand  c'est  zéro,  par  la  nokta  arabe,  c'est- 
à-dire  un  losange  noir.  Ce  signe  ne  nous  semble  pas  bien  choisi. 
L'objet  d'un  pareil  signe  est  d'avertir  le  calculateur  quand  l'œil 
est  déjà  fixé  sur  le  logarithme  cherché,  et  non  pas  de  distraire 
l'attention  quand  on  est  encore  à  parcourir  la  page  à  la  recherche 
du  logarithme.  Nous  aurions  donc  voulu  que  l'auteur  se  fut 
conformé  au  désir  exprimé  tant  de  fois  par  Gauss  et  qu'il  eût 
supprimé  ce  signe  ou  du  moins  qu'il  \qi\1  remplacé  par  un 
autre  beaucoup  moins  visible.  Pour  le  reste,  l'auteur  nous  semble 
s'être  bien  pénétré  du  supei'Jlua  iiocent  de  Gauss,  et  c'est  ainsi 
qu'on  ne  voit  dans  sa  Table  ni  de  ces  arguments  surchargés  qui 
rendent  si  incommodes  les  Tables  de  Callet,  ni  de  conversion  de 
secondes  en  degrés  au  bas  de  la  page,  ce  qui  aurait  grossi  le  format 
ou  diminué  la  marge.  Nous  aurions  voulu  que  l'auteur  eut 
poussé  encore  plus  loin  le  superflua  noccnl  de  Gauss  et  ([u  il 
eût  supprimé   la  |)agination  qui  csl  bien   inutile  dans   une  Table 
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de  logarithmes.  Chez  M.  Sang  le  numéro  de  la  page  se  trouve 
dans  l'intérieur  du  cadre  rectangulaire  que  nous  avons  décrit  plus 
haut  et  y  semble  être  bien  peu  à  sa  place. 

Quant  à  l'exécution  typographique,  elle  ne  laisse  rien  à  désirer. 
L'Ouvrage  n'est  pas  imprimé  en  elzévir;  mais,  comme  les  carac- 
tères sont  grands  et  qu'on  a  laissé  beaucoup  d'espace  entre  les 
chiffres,  il  n'en  est  résulté  aucun  inconvénient,  et  l'Ouvrage  est 
facile  à  lire.  Le  papier  est  très  blanc,  trop  blanc  peut-être  ;  un 
papier  de  couleur  aurait  fatigué  moins  les  yeux. 

Il  reste  à  nous  rendre  compte  de  l'exactitude  de  là  Table  et 
l'attention  doit  naturellement  se  porter  sur  la  partie  qui  appartient 
à  M.  Sang  en  propre,  c'est-à-dire  sur  la  seconde  centaine  de  mille. 
Nous  avons  eu  recours  au  procédé  suivant.  En  remarquant  qu'on  a 

log2  =  0,8010299957 

et  en  désignant  par  2  x  un  nombre  pair  dont  le  logarithme  se  trouve 
dans  la  Table  de  M.  Sang,  il  est  évident  que  la  septième  décimale 
de  \o^ix  dans  l'Ouvrage  de  M.  Sang  sera  identique  à  la  septième 
décimale  de  log^  dans  Vega  quand  les  trois  dernières  décimales 
de  log\r  forment  un  nombre  inférieur  à  543.  Quand  ce  nombre 
est  supérieur  à  54^,  la  septième  décimale  de  log2^,  chez  M.  Sang, 
doit  surpasser  d'une  unité  la  septième  décimale  de  log^  dans 
Vega.  Enfin,  quand  log^,  dans  Vega,  se  termine  par  543,  il  y  21 
doute.  Nous  avons  ainsi  collationné  les  logarithmes  des  nombres 
iSoooo,  i5ooo2,  i5ooo4,  •••,  102000  chez  M.  Sang,  sur  les 
logarithmes  des  nombres  70000,  70001 ,  70  002,  .  .  . ,  76000  dans 
Vega  et  nous  n'avons  jamais  trouvé  M.  Sang  en  défaut. 

Malgré  les  quelques  imperfections  sur  lesquelles  nous  avons 
insisté  un  peu  trop,  peut-être,  dans  les  pages  précédentes,  on  voit 
que  M.  Sang  a  rempli  un  desideratum,  celui  de  fournir  aux  calcu- 
lateurs une  Table  des  logarithmes  des  nombres  non  encombrée  de 
choses  supcrllucs  qui  en  auraient  rendu  l'emploi  peu  commode. 

J.  P. 
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CASEY  (.!.)•  —  A  Trkatisr  on  tuf-:  ANvr.YTrcvL  Gkomfitry  ov  tue  point. 
LiNE,  ciRCLE  AND  coNic  SECTIONS,  coiiluining  311  accouiil  of  ils  most  récent 
extensions  with  numerous  cxamples.  i  vol.  in- 12;  827  p.  Dublin,  Hodges 
andC%  i885. 

Les  lecteurs  trouveront  dans  ce  petit  Livre,  tout  élémentaire,  les 
qualités  habituelles  des  écrits  de  M.  Gasey.  Lesdémonstrations  y 
sont  toujours  d'une  rare  élégance;  quelques-unes,  particulièrement 
originales,  avaient  déjà  été  publiées  par  l'auteur,  celles  par  exemple 
qui  concernent  l'équation  d'un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés 
et  la  décomposition  du  tact-invariant  de  deux  coniques  en  un 
produit  de  six  rapports  anharmoniques.  M.  Gasey  a  réuni  dans  son 
Livre  les  principaux  résultats  des  études  sur  le  triangle  récemment 
faites  par  MM.  Brocard,  Neuberg,  Lemoine,  M'Gay  et  Tucker. 
Les  applications  et  les  exemples  sont  extrêmement  nombreux  et 
souvent  très  intéressants.  J.  T. 


MELANGES. 

SUR  LA   REPRÉSENTATION  ASYMPTOTIQUE  DE    LA   VALEUR   NUMÉRIQUE 
OU  DE  LA  PARTIE  ENTIÈRE  DES  NOMBRES  DE  BERNOULLI; 

Par  m.  LIPSCHITZ. 

Si  l'on  forme,   pour  les  nombres  successifs  de   Hernoulli  B,.,, 
l'équation,  due  à  Glausen  et  von  Staudt, 

OÙ  A„i  désigne  un  nombre  eiilier  et  où  a,  ^,  ).,  ...  sont  tous  les 
nombres  premiers  qui  ("ont  ini  divisible  par  (a  —  0'  (?  —  0'  "  '  ^ 
(X —  i),  on  peut  observer  que  V,„  i)our  les  six  premières  valeurs 
de  m  est  égal  à  l'unité  négative,  tandis  que  la  vah  ur  de  A,;,  pour 
les  valeurs  suivantes  de  m  devient  positive  ou  négative,  selon  que  m 
est  pair  ou  impair.  Ladite  propri('lé  suil  (lliciMemenl  de  l'équaliou 
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mentionnée  au  cas  des  valeurs  impaires  de  m.  En  cherchant  à  la 
démontrer  pour  les  valeurs  paires,  j'ai  été  conduit  à  un  procédé 
qui  donne  en  même  temps  une  représentation  asymptotique  de  la 
valeur  numérique  de  B^»  et  pareillement  de  la  partie  entière  dé- 
notée par  ( —  \)"^\rn' 

Étant  désignée,  selon  Riemann,  par  ^(5),  la  série 


OÙ  la  partie  réelle  de  la  variable  complexe  s  doit  surpasser  l'unité 
positive,  on  a,  pour  les  valeurs  entières  et  paires  imàes,  l'équation 
connue 

Uijn)~  — - — , 

^        ^       21(2 m  -^  I) 

dont  on  déduit  l'expression  de  B;^; 

r  (  2  m  ) 

laquelle  a  été  employée  par  M.  Stern  dans  une  Note  intitulée  : 
Zur  Théorie  der  Bernoullischen  Zahlen  [BorchardCs  Journal 
f.  d.  reine  und  angewandte  Matheinatik,  t.  92,  p.  349),  pour 
prouver  que  les  nombres  de  BernouUi,  dès  l'indice  4?  vont  toujours 
en  croissant. 

Il  est  convenable  de  déterminer  ici  la  valeur  de  la  fonction 
\\iîn)  à  l'aide  d'une  série  semi-convergente,  comme  la  série  de 
Stirling.  Mais  on  a  raison  de  préférer  à  celle-ci  une  série  qui  en 
a  été  dérivée  par  Gauss  dans  les  Disquisitiones  générales  circa 

a  8 
seriem    infinitani    iH ^  +...    et  dénotée  par  (09).   Après  y 

avoir  remplacé  la  variable  z  par  s  —  -  ?  la  caractéristique  11(5  —  i) 
par  r(5),  l'équation  prend  la  forme  suivante  : 


iogr(5) 


10ir2TC 


s  — 


OÎT      5  — 


—     s 


(-0^i,-^*(.-i)ft 


H-' 


Pour   une   valeur  quelconque    complexe   de    s,    dont   la   partie 
réelle  est  supérieure  à  -5  on  peut  exprimer  le  reste  du  développe- 
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ment,  arrclé  à  un  Icrmc  quclcoiHjuc  par  une  intégrale  définie,  en 
faisant  usage  de  la  méthode  et  des  intégrales  définies  spéciales, 
dont  je  me  suis  servi  dans  un  Mémoire  :  Ueber  die  Darstellung 
gewisser  Functionen  durch  die  Euler^sche  Summenformel 
[BorchardC s  Journal  f.  d.  reine  and  angewandte  Mathematik^ 
t.  56,  p.  1 1). 

On  sait  que,  la  partie  réelle  de  s  étant  supposée  positive,  le  lo- 
garithme naturel  de  r(5)  qui,  pour  une  valeur  réelle  de  5,  se 
change  dans  une  quantité  réelle,  est  déterminé  par  l'intégrale 
définie 

d'oij  suit,  en  faisant  s-=  --, 

D'ailleurs,  on  a  les  équations 

^0      \y       \~e-y)  y 


._ijlog    ._i     -     ,-1 


-  /         (    —-\  -y—  ^  — ^    ^'  ~"^^     fÇr. 

dans  la  dernière  la  partie  réelle  de  5 —  -  est  supposée  positive,  le 

logarithme  naturel  devient  réel  pour  une  variable  réelle  s.  Toutes 
ces  équations  étant  réunies,  vient  le  résultat 


iogr(5) 


Le  terme  contenu  dans  une  parenthèse  sous  le  signe  intégral 
est  égal  pour  chaque  valeur  réelle  de  y  à  la  série  suivante,  où  A' 
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parcourt  tous  les  nombres  positifs   depuis  l'unité  jusqu'à  l'infini, 


~-.y 


y  ~  I  —  e-y  ~  ^^72_|_4/^^2 


En  développant  suivant  les  puissances  positives  de  jk  jusqu'à  un 
certain  terme,  il  est  facile  d'ajouter  le  reste  exact  et  d'amener  le 
résultat 


1         .-^' 


y      i  —  e-y 


( jVn— 1  y2m  — 2 

{'2X:7r)2/«-2 


Gomme  la  partie  réelle  de  s est  supposée  positive,  il  est  jus- 
tifié d'appliquer  l'équation 


f. 


ylni  Q 


-(-'-l)ydy=     r(.m^.) 


dy 


is-i) 


\  \  2/11+1  ' 


d'où  découle  l'équation 


♦-^0         \  I  —  6- 


2  I    j  e 

(-ly-i 


0-i). 


j 


<^K 


2-     (2^-71)2      731"^  ^2-     ('2A-^     (^-1 


^  (—1)^-1     r(3)    _ 

Î7^ 


(_l)A-]      r(2/71  —  t) 


('iAtc)-^'»  (*  — i)' 


-  +  (-!)'«+' W,„+„ 


W,„4-l  =  jf^         2  2^  (2/c7l)2'«    4li^ 


•7'^ 


.-^•^-î)^>' 


Les  facteurs  des  puissances  négatives  de  la  quantité  5 se 

déterminent  immédiatement  par  l'équation 


^  '(^)=i: 


(_,)/.-! 


[ui  donne 


1 


I  \      ('2  7r)2'«B; 


2-'"-'  /  2r(2m-i-  i) 
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Ou  trouve  donc  l'équation  (jui  a  ('té  proposée  par  Gauss,  com- 
plétée par  le  reste  ( —  i)'"+'  VV,„^,, 

logr(5)  =  llog27:-4-  Kç  —  M  logU—  -\  -  (s-  -J 


-f-(-I)-^ '—) ^^ î 

^        ^     V  22'«-»/  ('2m  —  i)2m  (^_  1)2"'-' 

+  (-i)'«+'W,„+,. 

Il  faut  avoir  égard  au  fait   que,   dans  l'intégrale  définie   par  la- 
quelle est  représentée  W,/î+,,  le  facteur  de  la  fonction  exponen- 

-0--)} 

tielle  e         ^      ,  c'est-à-dire  la  somme 


^(2A-7:)2^  4A-2  7:2+j2 

1 


a  une  valeur  toujours  positive.  Partant,  pour  les  valeurs  réelles 
de  5,  la  fonction  qui  se  trouve  sous  le  signe  intégral  est  également 
positive.  Pour  les  valeurs  complexes  de  5,  on  acquiert  le  module 
de  cette  fonction  en  remplaçant  la  variable  s  par  sa  partie  réelle  a-. 
En  outre,  on  est  facilement  persuadé  que,  dans  l'équation 


U{'ikTZ)'^"'  4A:2  7r2-i-j2  ^{ihiz)^"^  [^k^r^    4X-2-2_,_j^5 

1  '  1 


(-1) 


/t-1       T/2;« 


^(2A:7r)2m    4X;2^2 
1 

la  seconde  série  à  gauche  a  de  même  une  valeur  positive.  En  con- 
séquence, pour  une  valeur  réelle  de  5,  la  fonction  qui  se  trouve 
dans  ^ m.-if.\  sous  le  signe  intégral  va  être  augmentée  si  Ton  substi- 
tue, au  lieu  de  la  série  infinie,  la  suivante  : 


/t-l       -x/tm 


Pareillement,  pour  les  valeurs  complexes  de  ,s,  le  module  do  la 
fonction  respective  est  augmenté  si  l'on  agit  pareillement.  Mais, 
si  l'on  fait  ainsi,   l'intégration  s'exécutera,  comme   dans   le  lerruo 


i4o  PREMIÈRE   PARTIE. 

général  du  développement,  et  l'on  conclut  que,  pour  une  valeur 
réelle  de  s,  la  quantité  positive  Wm+\  ne  peut  jamais  surpasser  la 
valeur 

B,,,_ui  I 


I  — 


{ini-h  i){im-^  1)  (5_l)2/«^r 


qui  coïncide  avec  le  terme  le  plus  proche  du  dernier  du  déve- 
loppement, tandis  que  pour  une  valeur  complexe  de  s  le  module 
du  reste  ( —  i)"^"^' W^^^,  ne  peut  jamais  être  supérieur  à  la  valeur 
de  l'expression 

j i_  \  B,„+i I 

où  s  est  remplacé  par  sa  partie  réelle  a-. 

Dans  Fexpression  de  B,„,  qui  va  être  étudiée,  la  fonction  Y (2 m) 
est  divisée  par  la  puissance  (271)-''%  de  sorte  qu'il  faut  considérer 

T  (  9.711) 
le  logarithme  du  quotient        ^    J»  Or  il  me  semble  digne  d'atten- 

T(s) 
tion  que  le  logarithme  du  quotient- -,  exprimé  à  l'aide  de  la 

série  présentement  déduite,  devient  égal  à  la  somme 


i)log..z-t-(, 


—  s  -] —  )  loa:2Tz  -\-  {  s j  log  (.s j  —  (s 


I  — 


2 /    1.2  s  — 


qui  s'accuse  composée  purement  de  fonctions  très   simples  de  la 

combinaison  s C'est  ledit  quotient  qui  entre  dans  la  relation 

par  laquelle  Riemann,  après  avoir  défini  la  fonction  ^(s)  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  complexe  5,  a  pu  réduire  ^(1  —  s) 
'd'Ç(s).  Cette  relation,  comme  je  l'ai  fait  remarquer  dans  un  travail  : 
Beitrâge  zu  der  Kenntiiiss  der  Bernoullischen  Zahleii  {Jour- 
nal f.  MatJiematikj  t.  96,  p.  16),  peut  être  énoncée  ainsi  : 

;  (  I  —  5  )  =  2  cos    -s      .  Us). 

L'expression  indiquée  du   locarithme  du  (luollent  ,  étaul 

juste   pour    chaque   valeur   de   5,  dont   la  partie    rc'elle    surpasse 
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l'unité  positive,  et  Ç(.ç)  [)()iii'  toutes  ces  valeurs  étant  df'fini  par 
la  série  originale,  ladite  équation  peut  servir  à  déterminer  Ç(i  —  s) 
parlout  oiî  la  partie  réelle  de  l'argument  Ç(i  —  s)  est  négative. 
C'est  dans  le  même  Jieu  que  j'ai  proposé  et  démontré  les  deux 
théorèmes  sur  les  nombres  de  l^ernoulli,  que  pour  chaque  nombn; 
a  le  produit  a-"^(a-"'^ —  i)B,„,  et  que  pour  chaque  couple  de  deux 
nombres  premiers  entre  eux,  a  et  b,  le  produit  (a-'" —  \)[ly-"^ — i)B,„ 
est  égal  à  un  multiple  du  nombre  im.  En  publiant  ce  Mémoire,  je 
n'ai  pas  eu  connaissance  du  fait,  que  je  tiens  à  constater  main- 
tenant, que  le  premier  des  deux  théorèmes  a  été  énoncé  et  prouvé 
par  M.  Sjlvester  dans  le  Loiidon  and  Edinhurgh  Philosophical 
Magazine,  vol.  21,  febr.  1861. 

Pour  la  valeur  réelle  s  =■  im^  le  développement 

loj?    — — -—     =     —  2m  H —     10^211  -H  (  2/71 loffl  nm 


2  /       24  2  m  —  \ 

jouit  de  la  propriété  déjà  relevée  que,  si  l'on  prend  seulement  un 
nombre  fini  de  termes  successifs,  l'erreur  commise  sera  du  même 
signe  que  le  terme  qui  suit  le  dernier  terme  pris  et  ne  surpassera 
jamais  la  valeur  absolue  de  celui-ci.  Il  est  donc  clair  que,  dans  l'ex- 
pression de  B,„,  que  j'écris  maintenant  ainsi 

on  peut  assigner  pour  la  fonction  exponentielle  une  expression 
trop  petite  ou  trop  grande,  dont  le  rapport  sera  aussi  approché  de 
l'unité  que  l'on  voudra.  D'un  autre  côté,  puisque  la  série 

ne  contient  que  des  termes  positifs,  et  que  la  somme  commenc<''e 
par  un  terme  quelconque 


(a +  1)2"'  (rt-l-2)2'« 

a  une  valeur  plus  petite  que  l'intégrale 


f 


dx    _         1  1 
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la  valeur  de  'C,[im)  sera  renfermée  par  les  deux  inégalités 


I  ^ ,  I  1111  -^  a  —  II 

<C(2m)<i 


La  valeur  numérique  de  B^^  pour  des  valeurs  de  m  assez  grandes 
est  donc  contenue  entre  deuxlimites,  dont  le  rapport  peut  être  rap- 
proché de  l'unité  à  volonté,  et  les  représentations  asymptotiques 
respectives  y  sont  fournies  par  l'usage  de  la  série  semi-convergente 

pour  loe:    r-^^ — ;r-h    dont   les   termes    successifs  contiennent   les 

nombres  de  BernouUi  eux-mêmes  selon  leur  ordre. 

En  coupant  les  deux  développements  dès  leurs  premiers  termes 
décroissants,  viennent  les  deux  inégalités 

1 
B,n</im( — -^  (i-f- 


iTze     /  \         ini  —  I    22'« 

_  j_       1 

..2m  —  -         24  ~  ï 


La  seconde  suffît  à  prouver  la  propriété  énoncée  des  nombres 
entiers  A„i,  que  pour  chaque  nombre  pair,  qui  est  plus  grand  que 
le  nombre  six,  la  valeur  de  A„i  est  positive. 

Evidemment,  dans  l'équation 

2         a         ,5  A 

le  nombre  premier  le  plus  grand  \  au  plus  peut  être  égal  kim  -{-  i . 
Partant,  on  a 

III  I  ^  I        I  I 

-H h-^-i-...-r-  <-^-  +  ô+-"-^ : —  ' 

2         a         p  A       2         o  2  //l  H-  I 

puis,   parce  que  la  somme  à  droite  a  une  valeur  plus  petite  que 
log(2/?i  +  i), 

-  H h  ^  +...+  Y  <log(2m4-i). 

2         a         p  A 

La  proposition  indiquée  sera  donc  prouvée  aussitôt  qu'il  sera 
démontré  que,  pour  m^  8,  vaut  l'inégalité 

logB,,,—  log  log(2/?î  H-  i)  >  o. 
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Mais  de  l'inégalité  marquée  on  eoncliit  la  suivante  : 

logB/»—  log  log('2//i  -+-  i;  >  ]o<^^m  —  (  '2m  —  -  j  lo'^'i-r. 
-\-  i  ini I  lo';  {  'lin \  —  {  ini ) 


•1/      "^  \  }.  /        V  '^  /       ?-  i    >  ni  —  i 

+  ^^SM-+-  ;^)  —  logIog(2m-}-i). 

L'argument  2/?i  étant  remplacé  derechef  par  5,  je  désignerai 
l'expression  à  droite  par  F(5)  et  ferai  voir  que  cette  fonction 
reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  5,  qui  sont  ^8. 

En  effet,  l'équation 

F(5)  =  l()g25  —  [s )log:>.'K-i-(5  —      )log(5 )  —  (5 


1  \  '1  \  '1  \  2 


î         I  .       /  I 


24  s 


1 


log(  r-T-  -^\  —  loglog(5  +  i) 


donne  par  la  différentiation 


dY{s)        1        ,  ,       /  I 

—  lo2:2Tr  H-  lo" 


ds  s  ^  ^\  '^J        '^-i   {s-i)' 

log2  I 

2''-f-r         (  6- -f- 1)  log(5  -I-  )) 

fl  F(s) 
Or  la  substitution  de  la  valeur  .9  =  8   fait  naître  pour  — -j —  et 

F{s)  des  valeurs  positives,  et,  attendu  que  la  dérivée  — -, —  reste 

également  positive  pour  les  valeurs  de  s  plus  grandes  que  8,  la 
fonction  doit  rester  de  même  positive.  Donc  le  nombre  entier  A^ 
doit  être  positif  pour  chaque  nombre  m,  qui  est  pair  et  ^  8. 

Vu  que,  pour  7n  >  8,  le  nombre  positif  ( —  i)"'A,„  est  égal  à  la 
somme  de  B,n  et  d'une  quantité,  qui  est  négative  pour  m  pair, 
positive  pour  m  impair,  et  dont  la  valeur  absolue  n'est  pas  supé- 
rieure à  log(2/?i  +  i),  on  déduit  des  inégalités  qui  renferment  B,„, 
des  inégalités  pour  ( — i)'"A„i  en  diminuant  la  limite  inférieure 
par  log(2/?i  -\-  i)  pour  m  pair,  et  en  augmentant  la  limite  supé- 
rieure par  log(2  7?z  4-  i)  pour  m  impair. 

Les  belles  propriétés  des  nombres  A,„,  que  M.  Ilermite  a  com- 
muniquées dans  l'extrait  d'une  lettre  adressée  à  Borchardt  (Journal 
f.  Mathematik^   t.  81,  p.  93),  ont  été  le  point  de  dépari  d'où  je 
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suis  parvenu  à  faire  voir,  dans  le  Mémoire  déjà  mentionné,  qu'il 
existe  entre  les  nombres  A^^  et  les  nombres  premiers  une  relation 
telle  que,  les  N  premiers  nombres  A^^  étant  donnés,  il  y  a  un  sys- 
tème de  N  équations  de  degré  premier,  par  la  solution  duquel  est 
résolue  la  question,  si  quelqu'un  des  N  premiers  nombres  im- 
pairs est  un  nombre  premier  ou  non. 

Par  contre,  il  ne  paraît  pas  sans  intérêt  de  noter  que,  si  l'on 
prend  les  logarithmes  des  deux  côtés  de  l'équation  par  laquelle 
ci-dessus  a  été  déterminé  B^^,  on  arrive  au  logarithme  de  la  fonc- 
tion ^(s)  qui  a  été  développé  par  Riemann  pour  approfondir  la 
loi  des  nombres  premiers.  C'est  ainsi  que  résulte  l'équation 


IogB,„  =  log4m 


1     rr(2m)-| 


2  O 


où  la  lettre/)  parcourt  la  série  de  tous  les  nombres  premiers. 
Bonn,  29  janvier  1886. 


l'^^iPcv.r-  ,4^' 


a 


jXous  avons  mif  douloureuse  nouvelle  à  annoncer  à  nos 
lecteurs.  Notre  cher  ami,  notre  collaboratrin-  dévoué, 
Jules  Iloiicl  est  mort  à  Périers  près  de  Caen,  dans  la  ma- 
tinée du  i4  jiii'^  il  l<i  suite  d'une  lonj^ue  maladie  (jui,  depuis 
lon<»temps,  lui  interdisait  tout  travail  suivi.  J^e  coup  qui 
nous  frappe  est  trop  récent  et  la  vie  de  M.  lloiiel  est  troj) 
bien  remplie  pour  qu'il  nous  soit  possible  dès  à  présent 
d'apprécier  avec  le  soin  et  l'autorité  nécessaires  les  services 
nombreux  que  Jules  Hotiel  a  rendus  à  la  Science  et  à  rEn- 
seignement.  Par  son  zèle,  par  Tétendue  incroyable  de  son 
esprit  et  de  ses  connaissances,  par  son  activité  incessante  et 
infatigable,  M.  Hoiiel  était  devenu  depuis  longtemps  un 
des  représentants  les  plus  éminents  de  rEnseigncment 
supérieur  dans  notre  pays.  La  part  si  active  qu'il  a  prise 
à  la  fondation  de  ce  Recueil,  la  vie  nouvelle  qu'il  a  réussi 
à  imprimer  à  la  Société  des  Sciences  physiques  et  na- 
turelles de  Bordeaux,  les  nombreuses  publications  dans 
lesquelles  il  nous  a  fait  connaître  tant  de  recherches  impor- 
tantes faites  à  l'étranger,  les  travaux  originaux  qu'on  lui 
doit  sur  le  Calcul  infinitésimal  et  la  Mécanicpie  céleste,  son 
admirable  habileté  pour  les  Calculs  numériques  avaient 
rendu  son  nom  justement  célèbre  en  IVanee  et  à  l'étranger 
où  il  comptait  de  nombreux  amis.  Pour  nous,  qui  sommes 
maintenant  privé  de  son  amitié  et  de  ses  conseils,  il  ne  nous 
restera  qu'à  retracer  tous  ces  mérites  et  à  rendre  à  la  mé- 
moire de  ce  savant  éminent,  de  cet  homme  de  bien,  l'hom- 
mage qui  lui  est  du.  G.  H. 


■BB 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

Maurice  LÉVY  (Membre  de  l'Institut,  etc.).  —  La  Statiquk  graphique  et 
SES  APPLICATIOISS  AUX  CONSTRUCTIONS.  2*  édition,  V^  Partie  :  Principes  et 
applications  de  Statique  graphique  pure,  i  vol.  in-8°;  Paris,  Gaulhier- 
Villars;  1886. 

Ce  Volume  est  la  seconde  édition  de  l'Ouvrage  important  et 
déjà  épuisé,  publié  par  M.  Lévy  en  1874-  De  nombreux  et  sérieux 
changements  ont  été  apportés  à  l'édition  nouvelle. 

D'abord,  au  lieu  d'un  Volume,  l'auteur  nous  en  promet  quatre. 
Le  premier,  qui  vient  de  paraître  et  dont  nous  allons  entretenir  le 
lecteur,  est  consacré  aux  principes  et  aux  applications  de  Statique 
graphique  pure;  les  Vol.umes  suivants,  en  cours  d'impression, 
traiteront  des  applications  de  la  Statique  graphique  aux  problèmes 
de  la  résistance  des  matériaux.  Gomme  dans  l'édition  précédente, 
un  atlas  accompagne  le  Volume  ;  mais  on  a  introduit  des  figures 
dans  le  corps  même  du  texte,  dispositif  certainement  plus  commode 
pour  le  lecteur. 

Les  matières  traitées  dans  la  première  édition  se  retrouvent 
toutes  dans  ce  premier  Volume  de  la  nouvelle. 

Il  est  divisé  en  quatre  Sections. 

La  première  Section  expose  les  notions  préliminaires  relatives 
au  calcul  graphique,  à  la  statique  et  à  l'élasticité.  L'auteur  rappelle 
plusieurs  constructions  ou  propositions  bien  connues  de  la  géo- 
métrie des  segments  et  de  la  statique;  il  établit  un  certain  nombre 
de  définitions,  et  notamment  la  distinction  entre  les  forces  en 
équilibre  et  les  forces  qu'il  appelle  suppriinables. 

Cette  distinction,  qui  n'a  pas  de  raison  d'être  pour  des  solides 
géométriquement  rigides,  acquiert  au  contraire  une  importance 
capitale  dans  l'étude  des  corps  flexibles  que  présentent  les  appli- 
cations pratiques. 

La  seconde  Section  contient  les  principes  de  la  Statique  gra- 
phique. Après  avoir  donné  la  définition  et  les  principales  pro- 
priétés du  pol^ygone  funiculaire,  notamment  en  ce  qui  concerne  la 
composition  des  forces  dans  le  plan,  l'auteur  entre  immédiatement 
dans  les  développements  mécaniques  qui  en  découlent,  lùpillibre 
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(les  corps  naturels  libres  ou  non,  i<'clierclie  f^raplilque  des  réac- 
tions des  appuis,  recherclie  des  forces  élastiques,  le  polygone  des 
pressions  et  le  polygone  de  Varignon,  les  figures  réciprorpies,  les 
moments  et  les  forces  parallèles.  Celte  Section  se  termine  par  un 
important  Chapitre  consacré  à  la  détermination  graphique  des 
centres  de  gravité. 

L'application  de  la  Statique  graphique  à  l'art  des  constructions 
forme  la  troisième  Section,  qui  se  trouve  ainsi  composée  d'une 
suite  de  problèmes  généraux  et  classiques,  tels  que  les  poutres 
droites,  les  ponts  suspendus  à  charge  fixe,  les  arcs  avec  ou  sans 
encastrement,  les  ponts  tournants,  les  grues  tonrnantes,  les  char- 
pentes et  les  cintres  de  voûtes. 

L'importante  théorie  des  moments  de  flexion  et  des  efforts  tran- 
chants contient  des  innovations  heureuses  et  dont  le  lecteur  ne 
peut  que  se  féliciter.  M.  Lévy  a  consacré  plusieurs  Chapitres  à 
l'étude  des  moments  fléchissants  et  des  efforts  tranchants  produits 
par  le  passage  d'un  convoi,  soit  sur  une  poutre  à  deux  appuis 
simples,  soit  sur  une  poutre  à  deux  appuis  par  l'intermédiaire 
de  poutrelles  transversales. 

La  quatrième  Section  contient  la  théorie  des  figures  réciproques 
de  la  Statique  graphique,  auxquelles  les  travaux  de  Maxwell  et 
surtout  de  Cremona  ont  attaché  un  si  grand  intérêt. 

Des  Notes  ont  été  ajoutées  à  la  fin  du  Volume. 

La  première  s'occupe  de  la  détermination  des  dimensions  des 
pièces  d'une  construction  d'après  la  méthode  fondée  sur  les  expé- 
riences de  Wôhler. 

La  seconde  a  trait  au  planimètre  polaire,  aux  intégrateurs 
d'Amsler  et  à  l'intégromètre  de  M.  Marcel  Deprez. 

La  troisième  est  intitulée  :  Sur  les  courbes  funiculaires,  par- 
ticulièrement celles  d'égale  résistance.  La  Note  111  (6/5)  a  spé- 
cialement pour  objet  le  tracé  d'un  arc  de  parabole. 

Enfin  la  Note  IV  contient,  dans  le  cas  des  systèmes  plans,  la 
théorie  des  lignes  isostatiques  et  des  lignes  de  glissement,  ainsi 
que  son  application  au  tracé  de  ces  lignes  dans  une  poutre  à  deux 
appuis  simples. 

Nous  n'avons  pas  à  faire  ici  Téloge  du  Livre  de  ]\L  Lévv.  Le 
rapide  épuisement  de  sa  première  édition  dit  assez  avec  quelle 
faveur  le  public  l'a  accueillie,  et  les  innovations  sérieuses,  les  addi- 
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dons  importantes  introduites  par  Téminent  professeur  du  Collège 
de  France  ne  feront,  nous  n'en  doutons  pas,  que  confirmer  ce 
légitime  succès.  G.  R. 


T.-L.  IIEATII.  —  DiopiiANTOs  of  Alexandria  (Astudyin  tlie  history  of  greek 
Algebra).  Cambridge  (University  press),  i885.  In-8°,  xi-248  p. 

1.  Il  semble  vraiment  que  l'Université  de  Cambridge  tienne  à 
honneur  de  faire  regagner  à  l'Angleterre  le  rang  qu'elle  occupait 
au  siècle  dernier  pour  les  travaux  concernant  les  Mathématiques 
anciennes.  Tandis  qu'Oxford  ne  paraît  guère  se  préoccuper  de  voir 
ses  célèbres  éditions  des  grands  géomètres  grecs  faire  place  à  celles 
que  nous  donne  Heiberg,  voici  que  l'imprimerie  de  l'Université  ri- 
vale publie  coup  sur  coup,  après  le  précis  historique  général  de 
M.  Gow(*),  une  très  consciencieuse  monographie  de  Diophante. 
Souhaitons  que  cette  renaissance  n'avorte  pas,  et  qu'elle  aboutisse 
à  produire  des  œuvres  auxquelles  on  puisse  non  seulement  accorder 
une  appréciation  favorable,  mais  même  prodiguer  des  éloges  sans 
réserves. 

M.  Heath  fait  certainement  preuve,  comme  mathématicien  et 
comme  philologue,  d'une  compétence  suffisante  pour  le  difficile 
sujet  qu'il  a  traité.  Son  esprit  est  clair,  méthodique,  judicieux;  il 
a  étudié  à  fond  les  matériaux  dont  il  disposait  et  fait  acte  de  cri- 
tique en  les  utilisant.  Mais  son  érudition  générale,  pour  l'histoire 
des  Mathématiques,  n'est  pas  encore  assez  étendue,  ni  assez  au 
courant;  il  est  resté  trop  cantonné  dans  le  sujet  qu'il  étudiait,  il 
n'a  pas  assez  recherché  les  publications  récentes.  Aussi  sa  critique 
olfre  en  général  un  caractère  un  peu  étroit  et  se  montre  parfois 
assez  mal  informée. 

Mais  ce  défaut  disparaîtra  avec  l'âge;  un  autre  est  peut-être  plus 
inquiétant  pour  les  travaux  futurs  de  M.  Heath.  Ce  qui  manque  à 
son  Livre,  c'est  l'originalité  ;  à  peine  une  vue  nouvelle,  une  opinion 
qui  ne  soit  déjà  bien  connue.  J'avoue  que,  pour  augurer  de  son 


(')  Voir  le  compte  rendu  dans  le  numéro  de  juillet  188'). 
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avenir,  j'aurais  mieux  aimé  lui  \(jir  soutenir,  comme  il  est  arrivé  à 
M.  Gow,quelqu(î  thèse  inédite  et  plus  ou  moins  auîlaci(Mise,  fùt-eilc 
même  inacceptable;  pour  devenir  un  Morit/  Cantor,  il  faut  avoir 
[)u  écrire  les  /ieilrdi^e. 

Ce  qu'il  y  a  de  Jiieilleur  dans  l'Ouvra^*;  d(.'  M.  Ilcalli,  c'est  sans 
contredit  un  Appendice  de  quatre-viu'^t-deux  pa^es  où  il  a  exirait 
lasubstancedes  Livres  deDiopliante,  en  telle  sorte  fpi  un  mathéma- 
ticien puisse  retrouver  la  solution  diiy,  problèmes  tout  en  obtenant 
une  idée  exacte  des  procédés  de  l'auteur  grec.  L'entreprise  est 
singulièrement  difficile  ;  M.  Heath  s'en  est  tiré  à  son  honneur,  et 
il  a  rendu  un  service  signalé  à  tous  ceux  qui  peuvent  désirer  s'ini- 
tier aux  pratiques  d'une  analyse  aujourd'hui  négligée,  mais  qui  sr 
laissent  effrayer,  non  sans  motifs,  par  la  traduction  et  les  comnn!n- 
taires  de  Bacliet. 

Eu  égard  à  l'importance  que  présente  dès  lors  cet  Appendice,  je 
crois  devoir  signaler  les  quelques  incorrections  que  j'y  ai  relevées, 
en  dehors  de  celles  cjui  ne  présentent  pas  d'importance  réelle  : 

I,  23.  —  La  traduction  de  la  condition  de  possibilité  du  pro- 
blème, traduction  faite  d'après  Bachet,  est  à  contre-sens;  la  bonne 
interprétation  a  été  donnée  par  le  traducteur  allemand  Schulz 
(Berlin,  1822). 

m,  6.  —  By  tlie previous  problenis,  il  faut  entendre,  non  pas 
le  problème  précédent,  mais  I,  18. 

IV,  28.  —  I/rational  est  employé  à  tort  pour  désigner  une  valeur 
négative,  absurde  (àtoTcov)  aux  yeux  de  Diophante,  mais  non  pas 
ocppTiTov  ou  àXoyov.  De  même  V,  2. 

IV,  37.  —  Il  est  contre  l'esprit  de  Diopliante,  et  tout  aussi  bien 
inutile,  de  poser  le  second  nombre  égal  à  nu:  -f-  ff  et  non  [)as  j:  —  1 . 

V,  22.  —  L'énoncé  est  de  trouver  «  trois  nombres  dont  la  somme 
fasse  un  nombre  donné  »,  etc.,  et  non  pas  ((  dont  la  somme  fasse 
un  carré  »,  etc. 

V,  20.  —  La  solution  de  Cossali,  indiquée  en  note  (le  texte  grec 
est  corrompu),  appartient  en  fait  à  Bachet.  Quanta  la  véritable  so- 
lution de  Diopliante,  elle  a  été  incontestablement  reconstituée 
par  Schulz;  je  crois  devoir  la  donner  sous  forme  algébrique,  d'au- 
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tant  qu'il  s'agit  d'une  question  sur  laquelle  Fermât  lui-même  a 
échoué,  en  cherchant  dans  une  voie  toute  différente. 

Il  s'agit  de  trouver  trois  triangles  rectangles  en  nombres  (') 
(a,,  b^,  Ci),  («25  ^2?  c^^)-,  (<^37  ^3?  <^3),  tels  que  a^  a^a^b^  bo  b^  soit 
un  carré.  Diophante  se  donne  arbitrairement  l'un  des  triangles, 
soit  (^3,  ^3,  C3);  le  problème  se  ramène  dès  lors  à  trouver  les  deux 

autres,  en  sorte  que  le  rapport  — j-  soit  un  rapport  donne. 

Or  Diophante  sait  (V,  24)  trouver  deux  triangles  (a,,  p,,  y,), 

(ao,  p2,  y-i)-)  tels  que  ~p^  soit  un  rapport  donné.  Il  lui  suffît  dès 

p2    j  2 

lors  de  savoir,  d'un  triangle  (oi,  jii,  y),  déduire  un  triangle  (a,  6,  c), 
tel  que  ab  =  i?Y-  Or  il  n'y  a  pour  cela  qu'à  poser 


?■! 


•1  a 


^' 


r- 


1% 


V,  26.  —  Les  positions  numériques  sont  corrompues,  comme  le 
reste  du  problème,  et  à  restituer  d'après  Schulz. 

VI,  12.  —  La  condition  pour  la  solution  de  l'équation  est 
que  60 +  20  20  et  non  pas  60 /?i- +  25 qo  devrait  être  un  carré  (2). 

VT,  i5  (ligne  i5).  —  The  square  is  <i6,  lire  the  square  is 
<;  area,  le  carré  est  plus  petit  que  l'aire. 

2.  Si  j'ai  dit  plus  haut  que  M.  Heath  ne  fait  guère  preuve  d'ori- 
ginalité, je  dois  d'autant  plus  signaler,  à  titre  d'exception,  sa  thèse 
sur  l'origine  des  symboles  employés  par  Diophante  pour  désigner 
l'inconnue  (apiôtxoç)  et  le  moins  (Xet^j^si).  Il  y  voit  simplement  des 
abréviations  représentant  pour  chaque  mot  les  deux  premières 
lettres. 

Gomme  je  l'ai  déjà  indiqué  à  propos  du  Livre  de  M.  Gow,  je  par- 
tage l'opinion  que  les  symboles  dont  il  s'agit  sont  effectivement 
des  signes  tachygraphiques;  mais  je  ne  considère  nullement  la 
question  comme  tranchée.  En  tout  cas,  M.  Heath  a  su  rendre  sa 


(')  Le   triangle  rectangle  {a,  b,  c)  où  a- ^  b^+c-,    peut,    d'après   Diophante, 
être  indifîéremment  en  nombres  fractionnaires  ou  en  nombres  entiers. 
(  =  )  P.  33o,  1.  18.  —  C'est  probablemenl  une  faute  d'impression. 
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tlièse  assez  j)lauslble  et  il  eût  été  à  désirer  (juil  s(;  fiU  Iaiss('*  allrr 
plus  souvent  à  son  ingéniosité. 

Tout  au  contraire,  en  dehors  de  ce  point,  il  est  diflicile  d'en 
trouver  quelque  autre  véritablement  neuf;  je  ne  dis  pas  cela  au 
reste  pour  rabaisser  le  mérite  de  l'Ouvrage,  ni  pour  nier  l'intérêt 
réel  qu'il  présente.  Certes  il  valait  la  peine  de  tirer  du  chaos  de 
Nesselmann  ce  qu'il  a  dit  de  bon  sur  Diophante,  ftU-ce  avec  un 
peu  de  mauvais;  il  était  utile  de  tirer  des  publications  de  Woepcke 
les  indications  qu'elles  renferment  sur  l'influence  de  l'Algèbre 
grecque  chez  les  Arabes;  il  convenait  également  d'utiliser  les 
quelques  passages  de  Diophante  d'après  le  manuscrit  dont  s'est 
servi  Bacliet,  comme  les  a  publiés  M.  Léon  Rodet  (  *  ).  Ma  remarque 
a  donc  surtout  pour  but  d'expliquer  pourquoi  je  n'entreprendrai 
pas  d'analjser  par  le  menu  l'Ouvrage  de  M.  lleath,  mais  me  bor- 
nerai à  présenter  quelques  observations  sur  divers  points  particu- 
liers. 

3.  Si  haïssable  que  soit  le  moi  dans  un  compte  rendu,  il  m'est 
difficile  de  passer  complètement  sous  silence  les  critiques  très  mi- 
nutieuses dont  ont  été  l'objet,  de  la  part  de  M.  Heath,  deux  des 
travaux  où  j'ai  eu  l'occasion  de  parler  de  Diophante  (-). 


(')  L'Algèbre  d'Al-Khdriznii  et  les  méthodes  indienne  et  grecque  {Journal 
asiatique,  1878).  —  Je  dois  noter  une  singulière  inadverlauce  qu'a  commise 
M.  Ileath  en  citant  mon   savant  ami,  car  je  ne  voudrais  pas  qu'on  en   renflit  ce 

dernier  responsable.  L'abréviation  6  a",  notée  page  89  et  62  comme  une  forme 
spéciale  du  symbole  de  l'inconnue,  signifie  scMlenient,  bien  entendu  :  ô  TrpwTo; 
(le  premier)  suivant  le  texte  de  Bacliet.  Je  remarque  également  que  les  intéres- 
sants diagrammes  assimilables  aux  équations  modernes,  et  qui  sur  les  marges 
des  manuscrits  représentent  en  abrcgé  la  marche  des  problèmes  des  deux  pre- 
miers Livres,  tels  enfin  que  celui  qu'a  reproduit  AL  Heath  (p.  -6)  d'après  AL  Uodct, 
ne  peuvent  nullement  être  considérés  comme  de  Diophante,  mais  sont  dus  au 
scoliaste,  ainsi  que  Xylander  l'avait  déjà  reconnu.  Le  fait  est  indiscutable,  parce 
que  plusieurs  de  ces  diagrainmes  encore  inédits  sont  entachés  d'erreurs  propres 
au  scoliaste. 

{'^)  A  quelle  époque  vivait  Diophante  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
1879).  L'Arithmétique  des  Grecs  dans  Pappus  {Mémoire  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  1880).  M.  Heath  n'a  pas  connu 
mes  articles:  La  perte  de  sept  Livres  de  Diophante  {Bulletin,  \\\\x\  iSS'i).  Les 
manuscrits  de  Diophante  à  Paris  {Annales  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bor- 
deaux, 3,  188^1),  ([ui  lui  auraient  épargné  diverses  erreurs  sur  lesquelles  je  n'in- 
sisterai pas. 
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Sur  le  premier  point,  l'époque  où  vivait  Diophantc,  il  a  adopté 
finalement  ma  conjecture,  non  pas  comme  réellement  prouvée, 
mais  comme  ne  prêtant  pas  à  objection,  ainsi  que  les  autres  qui 
ont  été  émises.  Je  n'ai  jamais  prétendu  à  une  adhésion  plus  com- 
plète; je  m'étais  seulement  proposé  de  discuter  les  diverses  opi- 
nions émises  ou  possibles  et  de  réunir  les  quelques  rares  indices 
qui  me  paraissaient  désigner  la  fin  du  m^  siècle.  J'ai  fait  des  ré- 
serves expresses  sur  la  valeur  de  ces  indices,  et  j'en  ai  laissé  juge 
mon  lecteur.  M.  Heatli  aurait  certes  pu,  dès  lors,  se  contenter  de 
signaler  ces  réserves,  sans  perdre  inutilement  son  temps  à  m'attri- 
buer,  pour  les  réfuter,  des  théories  que  je  n'ai  jamais  émises. 

Si,  par  exemple,  j'ai  indiqué  les  données  concrètes  du  problème 
V,  33  comme  se  rapportant  historiquement  à  l'époque  précitée, 
je  n'ai  nullement  prétendu  qu'un  problème  n'ait  jamais  été  posé 
avec  des  conditions  en  dehors  de  la  réalité.  Mais  l'exemple  du  pro- 
blème du  bœuf  d'Archlmède,  que  m'oppose  M.  Heath,  est  en  tout 
cas  assez  mal  choisi  ;  car,  s'il  conduit  à  un  nombre  réellement  fan- 
tastique, il  s'agit  certainement,  malgré  l'épithète  poétique  de  liixsX^ç, 
non  pas  de  la  Sicile,  mais  d'une  île  mythique,  laThrinacie;  d'autre 
part  l'impossibilité  existe  dans  le  résultat,  non  pas  dans  les  données, 
ce  qui  est  tout  à  fait  différent. 

M.  Heath  aurait  pu  me  faire  une  objectionbeaucoup  plus  sérieuse. 
En  fait  l'énoncé  versifié  du  problème  V,  33,  revient  aux  équations 

x^~-  a  ==  Xi-^  X2)         -^  =  -^  +  -o  • 

Diophante  se  donne  d'autre  part  a  ==:  6o,  et  arrive  à  une  solution 
fractionnaire;  j'en  avais  conclu  que  les  nombres  5  et  8  n'avaient 
pas  été  choisis  pour  les  besoins  de  la  cause,  c'est-à-dire  pour  trou- 
ver une  solution  en  nombres  entiers.  Mais^,  si  l'on  examine  ce  pro- 
blème en  lui-même,  on  voit  qu'il  conduit  aux  valeurs 

0-^=.  -{a -^-^x  —  ^2),         0^2— ■^("^" — ^^  —  ^); 

d'où,  pour  que  ces  valeurs  soient  positives,  x  est  seulcmenl  assu- 
jetti à  la  double  condition 

s/i^  -h  4  a 


/ib-i-  a  >cr  >  — 
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cl  peut  toujours  être  pris  eu   entier.  Avec  l'h^-potlièse  de   Dio- 
pliante,  a  =  60,  on  a  dès  lors  les  deux  solutions  entières 

(i)  57=12,         Xi  —  20,         a:-2  =  64, 

(2)  ;27=II,  iri=lG,  372=2. 

Ma  remarque  était  donc  inexacte,  si  l'on  admet  que  Diophante, 
dont  la  solution  est  d'ailleurs  loin  d'être  satisfaisante,  n'aura  pas 
su  retrouver  les  nombres  entiers  (^),  que  l'auteur  du  problème, 
peut-être  très  antérieur,  avait  probablement  en  vue. 

Onvoitqueje  fais  bon  marché  de  ma  prétendue  théorie;  M.  Heatli 
aurait  sans  doute  mieux  fait,  pour  avancer  la  question  de  l'époque 
où  vivait  Diophante,  d'essayer  de  déterminer  celle  de  Métrodore 
dcBjzance,  auquel  on  attribue  l'épigramme  arithmétique  sur  l'âge 
oii  mourut  notre  mathématicien;  il  aurait  pu  reconnaître  qu'en 
fait  la  question  est  aussi  douteuse  pour  le  grammairien  que  pour 
Diophante. 

J'ajouterai  seulement  que  mon  opinion  sur  l'époque  de  ce  der- 
nier s'appuie  désormais  sur  de  nouvelles  probabilités,  notamment 
sur  celle  que  Diophante  a  été  au  plus  tôt  contemporain  d'Anatolius. 

4.  Le  second  point  sur  lequel  M.  Heath  m'a  combattu  est  rela- 
tif à  l'originalité  de  Diophante;  il  s'en  tient  à  cet  égard  à  l'opinion 
de  Nesselmann,  que  je   considère  comme  un  peu  trop  favorable. 

En  qualifiant  les  Arithmétiques  de  compilation  ,  analogue 
comme  valeur  à  celle  de  Pappus,  j'ai  seulement  voulu  marquer 
l'impression  personnelle  qui  résultait  pour  moi  de  l'étude  de  cet 
Ouvrage;  je  n'avais  pas,  dans  des  essais  ayant  un  tout  autre  objet, 
à  établir  ma  thèse,  et  je  suis  le  premier  à  dire  qu'elle  ne  pourra  être 
valablement  discutée  qu'après  la  publication  d'une  édition  critique 
de  Diophante,  laquelle  permette  d'apprécier  philologiquement  les 
différences  de  stvle  que  semblent  offrir  les  divers  problèmes  de 
Diophante  (^). 

M.  Heath  s'est  surtout  efforcé  de  combattre  les  conclusions  que 
je  tirais  accidentellement  du  problème  des  bœufs  attribué  à  Archi- 


(')  J'ai  déjà  annoncé  que  je  m'occupe  d'une  lellc  cdilion;  j'ai  d'ailleurs  précisé 
toul  récemment  (i?«//e^f/?,  i883)  le  degré  d'origiuaiilé  que  je  reconnais  en  réalité 
à  Diophante  et  qui  peut-être  satisfera  M.  Ilealh. 
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mède,  et  où  je  vois  la  preuve  que  des  questions  analogues  à  celles 
que  traite  Diopliante,  et  même  plus  élevées,  étaient  en  tout  cas 
posées  avant  lui.  Mon  contradicteur  soutient  l'opinion  de  Struve, 
de  Nesselmann  (et  de  Vincent)  qui  rejettent  l'authenticité  de  la 
dernière  partie  de  l'énoncé,  et,  voyant  que  je  n'ai  même  pas  discuté 
cette  opinion,  il  affirme  qu'elle  reste  toujours  valide. 

Je  n'avais  certainement  pas  à  tenir  plus  de  compte  de  la  thèse 
de  Nesselmann  que  ce  dernier  n'a  tenu  compte  du  travail  d'Her- 
mann,  publié  en  1828,  et  où  se  trouvent  victorieusement  réfutés 
les  arguments  de  Struve,  que  Nesselmann  n'a  nullement  rajeunis. 
M.  Heath  ignore  non  seulement  l'étude  d'Hermann,  mais  même  le 
travail  capital  de  Krumbiegel  et  Amthor  (voir  Bulletin,  1881, 
p.  25);  la  preuve  qu'il  réclame  n'est  plus  à  faire,  et  je  n'ai  plus 
rien  à  y  ajouter. 

5.  Si  j'ai  signalé  avec  plaisir  la  partie  la  plus  satisfaisante  de  l'Ou- 
vrage de  M.  Heath,  j'ai  le  regret  d'avoir  à  indiquer  comme  particu- 
lièrement défectueux  tout  ce  qui  est  dit  des  notations  de  Diopliante  ; 
mais  je  ne  saurais  trop  répéter  que,  sous  ce  rapport,  le  texte  de 
Bachet  n'a  absolument  aucune  valeur.  Notamment  pour  les  frac- 
lions,  aucun  des  exemples  cités  par  M.  Heath  ne  se  retrouve  dans 
les  manuscrits,  et  tout  ce  qu'il  a  dit  du  cas  où  le  dénominateur 
est^  ou  une  de  ses  puissances,  vrai  pour  la  vulgate,  est  faux  pour 
Diophante. 

J'ajouterai  qu'après  avoir  coUationné  les  cinq  manuscrits  des 
Arithmétiques  qui  sont  à  Paris,  je  ne  me  crois  pas  en  état  de  trai- 
ter à  fond  la  question  des  notations  de  Diophante.  Toutefois  je 
puis  dire  ceci  : 

Bachet  a  systématiquement  exprimé  les  fractions  en  inscrivant 
le  dénominateur  en  exposant  (en  haut  à  droite)  du  numérateur; 
or,  dans  la  majorité  des  cas,  le  dénominateur  manque  dans  les 
manuscrits,  et,  lorsqu'il  est  exprimé,  on  le  rencontre  indilfé- 
lemment  écrit,  soit  seulement  à  la  suite  du  numérateur,  soit  en 
exposant,  soit  immédiatement  au-dessus,  ce  qui  paraît  la  forme 
authentique.  Mais  il  est  néanmoins  possible  qu'assez  souvent,  sur- 
tout lorsqu'il  y  a  de  suite  plusieurs  fractions  ayant  nv\  dénomina- 
teur commun,    l)i()ph;iiil(^   Tail   omis,  le  man(jU(Mhi  ;>iguc  spécial 
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de  l'uniu;  indiquant  suffisamment  que  les  nombres  ne  sont  pas  en- 
tiers. 

Quand  d'ailleurs  le  numérateur  est  l'unité  (et  qu'il  n'y  a  pas 
plusieurs  fractions  réduites  au  même  dénominateur),  le  numérateur 
n'est  pas  exprimé,  et  le  dénominateur  est  inscrit  sur  la  ligne  avec 
un  signe  particulier,  suivant  l'usage  ordinaire  des  Grecs;  pour  i, 
les  manuscrits  donnent  toujours  l'abréviation  spéciale  bien  con- 
nue, et  la  forme  a^  est  une  invention  de  Bacliet.  De  même  pour 

jj  r  3 . 

Enfin,  dans  le  cas  oii  le  dénominateur  n'est  pas  un  nombre  déter- 
miné, mais  X  ou  une  de  ses  puissances,  jamais  le  symbole  ne  se 
trouve  en  exposant;  il  est  toujours  inscrit  avant  le  numérateur,  et 
devrait  être  difî'érencié  par  un  signe  spécial  qui  d'ailleurs  manque 
la  plupart  du  temps  et  dont  je  ne  puis  jusqu'à  présent  préciser 
la  forme  authentique. 

6.  Le  Chapitre  consacré  par  M.  Heath  aux  méthodes  de  Dio- 
phante  est  plus  satisfaisant^  notre  auteur  a  rejeté  à  bon  droit  l'opi- 
nion de  Hankel  qui  ne  voit  dans  les  procédés  de  Diophante  qu'une 
série  d'artifices  pleins  d'ingéniosité,  mais  sans  aucun  lien  entre 
eux.  Tl  a)  d'autre  part,  simplifié  etéclairci  l'exposé  confus  de  Nes- 
selmann,  mais  il  n'a  guère  fait  progresser  la  question,  rien  dit  de 
réellement  nouveau. 

Il  me  semble  nécessaire  avant  tout,  pour  qui  veut  étudier  les 
méthodes  de  Diophante  dans  les  problèmes  indéterminés,  de  divi- 
ser ces  problèmes  en  deux  classes  d'après  leur  nature  intrinsèque. 

En  thèse  générale,  les  énoncés  des  problèmes  indéterminés  con- 
duisent à  m  équations  entre  7ii  -{-  n  inconnues  ;  or,  Dioj)hante  n'ad- 
mettant que  des  solutions  rationnelles,  il  s'agirait  de  tirer  les  va- 
leurs des  m  4-  f^  inconnues  en  fonctions  rationnelles  de  n  variables 
arbitraires.  Lorsque  cela  est  possible,  Vanalyse  du  problème  peut 
être  qualifiée  à'' algébrique.  D'ailleurs  Diophante  dans  ce  cas  choi- 
sit arbitrairement  des  nombres  déterminés  pour  les  n  variables 
arbitraires^  mais  d'ordinaire  la  solution  complète  peut  être  trouvée 
en  suivant  la  même  marche  que  lui,  et,  en  tous  cas,  les  méthodes 
qu'il  emploie  sont  relativement  simples  et  susceptibles  d'être  clas- 
sées facilement. 
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Je  dirai,  au  contraire,  que  V analyse  est  numérique,  lorsque  la 
solution  algébrique  ne  peut  être  obtenue,  tout  ou  partie  des  va- 
riables arbitraires  se  trouvant  soumis  à  des  conditions  particu- 
lières de  la  nature  de  celles  que  l'on  considère  dans  la  théorie  des 
nombres.  Dans  ce  cas,  ou  bien  Diophante  donne  à  telle  ou  telle  de 
ces  variables  des  valeurs  spéciales,  ce  qui  donne  à  la  solution  un 
caractère  particulier,  ou  bien  il  attribue  à  telle  variable  une  valeur 
arbitraire  qui  le  conduit  à  une  impossibilité.  Il  reconnaît  dès  lors 
que  le  choix  de  cette  variable  est  soumis  à  une  condition  pour  que 
l'équation  filiale  soit  possible,  et,  reprenant  le  problème  d'après 
cette  condition,  il  traite  la  variable  comme  une  inconnue.  C'est  là 
ce  que  M.  Heath  appelle  «  metliod  of  reckoning  hackwardsy). 

Dans  ces  problèmes,  les  procédés  apparents  de  Diophante  ne 
diffèrent  pas  essentiellement  de  ceux  qu'il  emploie  dans  la  pre- 
mière classe;  mais  les  déterminations  spéciales  de  variables  auxi- 
liaires se  présentent  souvent,  à  première  vue,  comme  des  artifices 
dont  la  véritable  raison  reste  à  deviner,  et  c'est  seulementpar l'étude 
approfondie  de  ces  artifices  qu'on  peut  arriver  à  reconnaître  les 
connaissances  efi'ectives  de  Diophante  dans  la  théorie  des  nombres, 
sinon  comme  théorie,  au  moins  comme  pratique. 

Pour  juger  véritablement  Diophante,  il  faut  d'ailleurs  examiner 
à  part  comment  il  traite  les  problèmes  de  chacune  des  deux  classes, 
en  subdivisant  celles-ci  d'après  la  complication  et  la  difficulté  réelle 
des  questions;  il  faut  rechercher  si,  pour  les  problèmes  d'analyse 
algébrique,  il  a  toujours  obtenu  la  solution  et  s'il  y  est  arrivé  de 
la  façon  la  plus  simple;  pour  ceux  d'analyse  numérique,  il  faut 
étudier  le  degré  de  généralité  de  chaque  solution,  se  demander  s'il 
est  possible  de  l'avoir  moins  restreinte  et  essayer  d'après  cela  de 
déterminer  les  lacunes  qui  existent  dans  les  procédés  de  Diophante. 

Je  me  borne  à  ces  indications  générales  :  si  vagues  qu'elles  soient, 
peut-être  suffiront-elles  pour  tenter  quelque  travailleur;  car  il 
s'agit  d'un  point  de  vue  qui  n'a  pas  encore  été  sérieusement  envi- 
sagé, et  qui  doit  renouveler  l'étude  de  Diophante.  Le  sujet  est 
d'ailleurs  assez  vaste  et  assez  complexe  pour  réclamer  les  efforts 
de  plus  d'un  chercheur-,  en  tout  cas,  celui  qui  se  proposerait  de 
l'aborder,  soit  dans  son  ensemble,  soit  seulement  partiellement, 
trouvera  dans  l'Appendice  de  M.  lleatli  tous  les  matériaux  néces- 


saires.  L'aiileiir  ii'aiirall-il  donc  rendu  aux  matliémaLicK.ns  (jue  le 
service  de  mettre  à  leur  disposition  un  résumé  aussi  fidèle  et  aussi 
exact  (|ue  le  sien,  ce  service  serait  toujours  du  plus  haut  prix. 

Paul  TAivNEriY. 


MELANGES. 

COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES 
DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1885. 

SESSION   DE  JUILLET. 

Besançon. 

Analyse.  —  Etant  donnés  un  point  O  et  une  droite  D,  trouver 
une  courbe  telle  que  la  portion  de  tangente  MN,  comprise  entre  le 
point  de  contact  M  et  le  point  N  oi\  la  tangente  rencontre  la  droite 
D,  soit  vue  du  point  O  sous  un  angle  constant. 

Mécanique.  —  Deux  points  matériels,  dont  la  masse  est  l'unité, 

A  .  I 

s^ attirent  suivant  la  loi  r^?  où  A  représente  leur  distance  et  x^  un 

coefficient  de  proportionnalité.  Chacun  de  ces  points  est  en  outre 
attiré  par  trois  plans  rectangulaires  A,  B,  C,  perpendiculairement 
à  ces  plans  et  proportionnellement  à  la  distance^  on  représentera 

par  -^'  71'  —  ics  coefficients  de  proportionnalité  relatifs  à  chacun 

des  plans  A,  B,  G  :  ces  coefficients  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
points. 

i"  Etudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système; 
9/*  Etudier  le  mouvement  de  l'un  des  points  autour  de  l'autre; 
3*"  Étudier  le  mouvement  individuel  de  chacpie  point  dans  l'es- 
pace. 

On  cherchera  les  conditions  pour  que  les  trajectoires  dans  ces 
divers  mouvements  soient    algébriques,    et    Ton    insistera   dans 
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cette  hypolhèse  sup  le  cas  où  les  vitesses  initiales  sont  nulles.  Le 
mouvement  présente  dans  ce  cas  des  circonstances  de  tautochro- 
nisme  que  Ton  mettra  en  lumière. 

Épreuve  pratique.  —  Le  27  mai  i885,  aux  époques  t\  t"  d'un 
chronomètre,  temps  moyen,  savoir  : 

t'  =ii"4i"'io% 
i"  =  ii'>45'"4o% 

on  vise,  avec  la  lunette  d'un  théodolite  bien  rectifié  et  nivelé, 
l'étoile  polaire  successivement  pour  les  deux  positions  du  cercle  de 
hauteur.  Les  lectures  correspondantes  sur  ce  cercle  sont 

V  =    i3°26'i5", 
r  =  ioi°3i'  5". 

On  demande  la  latitude  1^  de  l'observateur,  en  supposant  con- 
nus 

h        m      s 

La  correction  du  chronomètre C  =  —  2 .  87 . 4o 

Le  temps  sidéral  à  midi  moyen 6    =       ^.io.^'],'j 

L'ascension  droite  de  la  polaire. ..  .  A=       1. 16. 33, 4 

La  déclinaison  de  cette  étoile cD  =  88°4i'32",9 

Bordeaux. 


Analyse,  —  Soit  G  une  courbe  du  troisième  degré  donnée, 
ayant  un  point  double  en  O. 

Un  angle  droit  MON  tourne  autour  du  point  O  et  ses  côtés  ren- 
contrent respectivement  en  M  et  N  la  courbe  G. 

Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  MN. 

Considérer,  en  particulier,  le  cas  où  la  courbe  G  a  pour  équa- 
tion 


(a) 


Xj2  —  x^^ 

x^-\-  y^=^  \Lxy. 


Mécanique.  —  1"  Décomposer  en  deux   parties  la  force  vive 
qui  résulte  du  doubla»  mouvement  d'un  système  matériel. 


:>°  Application .   —   On   donne,   dans  un   plan   vertical,    deux 


AIKLANGKS. 


'>9 


li<^es,  DE,  ni  lK)nH)g(';nc!s,  égales,  pesantes  el  librement  iirLicuiées 
à  leur  centre  commun  de  gravité  G.  Elles  sont,  en  outre,  assujetties 
à  passer  constamment,  l'une  par  le  point  fixe  A,  l'autre  par  le 
point  fixe  B,  la  droite  AB  étant  supposée  horizontale. 


On  demande  de  démontrer  que,  si  le  système  part  du  repos, 
Tangle  G  étant  supposé  primitivement  droit,  et  les  deux  tiges  éga- 
lement inclinées  sur  AB,  la  vitesse  du  point  (^,  au  moment  où  il 
atteindra  le  milieu  de  AB,  est  donnée  par  la  formule 


b  désignant  la  longuenr  AB  et  MR^  le  moment  d'inertie  de  cha- 
cune des  tiges,  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 


Caen. 


Analyse.  —    i°  Intégrer  l'équation  différentielle 
d'^y  /  dyY  dy 

montrer  qu'on  peut  disposer  de  l'une  des  arbitraires  qui  entrent 
dans  l'intégrale  générale,  de  manière  que  cette  équation  intégrale 
représente,  en  coordonnées  rectangulaires,  un  faisceau  de  courbes 
coupant  Taxe  des  j^  en  deux  points  fixes;  étudier  les  trajectoires 
orthogonales  de  ces  courbes. 

'1^  Etant  donnés   trois  axes  rectangulaires   Ox,   O^',   Or,   on 
considère  la  parabole  définie  par  les  équations 

par  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  on  mène  une  ordonnée 
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MP  parallèle  à  O^  cl  égale  à  quatre  fois  la  mesure  de  l'aire  plane 
comprise  entre  la  corde  OM  et  l'arc  de  parabole  qu'elle  sous-lend. 
Cela  posé,  on  demande  d'étudier  la  courbe  G  lieu  du  point  P, 
d'évaluer  l'arc  OP  de  cette  courbe  en  fonction  des  coordonnées  du 
point  P;  enfin  de  calculer  les  rayons  de  première  et  seconde  cour- 
bure en  un  point  quelconque  de  G  :  des  valeurs  obtenues  pour 
ces  rayons  on  conclura  que  la  courbe  G  est  une  hélice. 

Mécanique.  —  i°  Un  point  se  meut  de  manière  que  son  accé- 
lération totale  passe  toujours  par  un  point  fixe  O  :  montrer  que 
la  trajectoire  est  plane,  la  vitesse  aréolaire  autour  du  point  O  con- 

stanle,  et  l'accélération  centripète  égale  à  ±        \  ■>  p  désignant  la 

vitesse  du  mobile,  /'  et  p  les  distances  correspondantes  du  point 
O  au  mobile  etàla  tangente  à  sa  trajectoire.  Exprimer  la  courbure 
d'une  courbe  plane  en  fonction  du  rayon  vecteur  et  de  la  dislance 
du  pôle  à  la  tangente. 

1^  Dans  un  plan  donné,  déterminer  une  courbe  G,  telle  qu'un 
point  matériel  M,  attiré  vers  un  point  O  du  plan  par  une  force 
inversement  proportionnelle  au  cube  de  OM,  et  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  la  courbe  G,  exerce  sur  elle  une  pression  dont  la  grandeur 
est  constante,  égale  au  triple  de  la  force  qui  agit  sur  M,  quand  il 
passe  en  un  point  donné  de  G;  de  plus,  lors  de  ce  passage,  M  a 
une  vitesse  telle  que,  s'il  pouvait  quitter  la  courbe  G,  il  décrirait 
un  cercle  autour  du  point  O;  enfin  on  néglige  les  résistances  pas- 
sives et  l'on  suppose  que  la  pression  exercée  sur  G  est  dirigée 
suivant  la  portion  de  la  normale  qui  fait  un  angle  obtus  avec  la 
direction  MO. 

Epreuve  pratique.  — Faire  l'épure  de  l'intersection  de  deux 
cônes  dont  les  sommets  sont  en  deux  points  donnés  de  la  ligne  de 
terre,  et  qui  sont  tous  deux  circonscrits  à  une  sphère  tangente  aux 
deux  plans  de  projection. 

Clermont. 

Analyse.  —  Toute  surface  réglée  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  ligne  droite  assujettie  à  s'appuvcr  sur  trois  di- 
rectrices. 


iMÉLANCiES. 
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MonLror  que  la  recherche  des  li^^nes  as^inptotiffucs  se  rnmènr; 
à  des  (juadraLiircs  h)rsqu'iine  (h.'s  direclrices  est  une  lij^ne  droite. 
Ces  quadraliires  peuvent  s'eft'ectuer  lorsque  deux  des  directrices 
sont  des  lignes  droites. 

Mécanique.  —  Giiaque  point  d'un  (il  de  longueur  donnée  et 
ayant  ses  extrémités  fixes  est  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison 
inverse  du  cube  de  la  distance;  étudier  la  figure  d'équilibre  et  la 
tension  en  chaque  point. 

Déterminer  les  constantes  introduites  par  les  intégrations  au 
moyen  des  données  du  problème. 


Dijon. 


Analyse.  —  Théorie  de  l'enveloppe  d'une  surface  variable  dont 
l'équation  générale  contient  un  paramètre  indéterminé  :  énoncer 
les  propriétés  fondamentales  des  surfaces  développables. 

Mécanique.  —  Un  cylindre  circulaire  droit  homogène  pesant 


repose  sur  un  plan  horizontal   le   long  duquel  il  peut  glisser  sans 
frottement. 

[l  est  creusé,  suivant  son  axe,  par  un  lubc  vertical  AB  de  dia- 
mètre très  petit.  Un  fil  flexible  est  attaché,  à  une  extrémité,  à  un 
point  fixe  C  et  se   termine,  à  l'autre,  par  une  sphère  pesante  ni 
qui  peut  glisser  sans  frottement  à  l'intérieur  du  tube  \B.  La  lon- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  l.  X.  (Juillet   uS8(').)  11 
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giicur  totale  du  fil  CBm  est  éi»ale'à  la  distance  CD  du  polnl  C  au 
plan  horizontal. 

On  demande  le  mouvement  du  système  sachant  qu'il  est  aban- 
donné sans  vitesse  initiale  dans  une  position  telle  que  la  sphère 
pesante  77i  soit  en  haut  du  tube. 

On  négligera  la  masse  du  fil  et  l'on  supposera  qu'il  glisse  sans 
frottement  en  B,  seul  point  où  il  touche  le  tube. 

Épreuve  pratique.  — Un  cône  a  pour  sommet  un  point  dont 
les  projections  o,  o'  sont  situées  sur  une  ligne  de  rappel  coupant 
la  ligne  de  terre  en  co  et  l'on  a  03  0  =  5o™'",  too'=  3o™'";  la  base  de 
ce  cône  est  une  circonférence  décrite  dans  le  plan  horizontal  avec 
o  pour  centre  et  un  rayon  de  25"™'". 

D'autre  part,  un  point  [s,  s')  est  situé  dans  le  plan  horizontal  à 
une  distance  de  5o'""^  de  la  ligne  de  terre  et  de  35™'"  de  la  ligne  0(o, 
à  sa  droite. 

Gela  posé,  on  demande  de  construire  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jection les  contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  de  demi- 
ouverture  égale  à  3o°  et  de  sommet  (5,  s')  que  l'on  placera  en  avant 
du  cône  donné,  de  manière  qu'il  lui  soit  tangent,  ainsi  qu'au  plan 
horizontal. 

Grenoble. 

Analyse.  —  i*^  Recherche  des  points  d'une  courbe  pour  lesquels 
le  cercle  osculateur  a,  avec  la  courbe,  un  contact  d'ordre  supé- 
rieur au  second. 

Application  aux  courbes  définies  par  les  équations 

.r  =  a{nLo  —  si  n  (o  ) , 
y  z=:  a{n  —  rosw). 

'j/*   Calculer  l'intégrale 

f(  =     1         ;^ TT^ 


en  supposant  n  entier  et  positif. 

Mécanique.  —  Un  tube  rectiligne,  à  section  infinimeni  pelile, 
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est  animé  d'un  niouvein(mt  liélicoïdiil  iiiiir«)rm<*  piif  rHpporI  à  un 
ax(î  qui  lui  est  perpendieulaire. 

Un  point  matériel  non  j)e.sant,  qui  se  meut  sans  rrott<!ment  à 
l'intérieur  du  tube,  est  soumis  à  l'action  d'une  force  dirij^ée  à 
chaque  instant  suivant  la  perpendiculaire  à  l'axe  et  proportionnelle 
à  la  distance  à  l'axe.  On  demande  les  mouvfMnenIs  relatif  et  absolu 
du  point  et  la  pression  sur  l'axe. 

Données  : 

a  distance  du  tube  à  l'axe; 

co  et  m  vitesses  de  rotation  et  de  translation  du  mouvement  héli- 
coïdal ; 
[ji  coefficient  d'attraction  pour  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

On  supposera  le  point  placé  à  l'origine  en  repos  absolu  à  la 
distance  a  de  l'axe. 

Cas  particuliers  :  a=2(o-,  ij.  =  co- ;  quelle  est,  dans  chacun 
de  ces  cas,  la  projection  de  la  trajectoire  absolue  sur  nn  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe? 

Etudier  le  dernier  cas  (pL  =  (o-)  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment. 

Astronomie.  —  Une  hauteur  du  bord  inférieur  du  Soleil  a  été 
mesurée  à  Grenoble,  dans  la  matinée,  et  trouvée  égale  à 

48°53'55", 

la  température  étant  de  23°  et  la  pression  atmosphérique  de  -4  a'""'. 
On  demande  l'heure  vraie.  Données  : 

-°     '     " 
Latitude A  —  45 . 1 1 . 22 , 

Déclinaison  du  Soleil....     (D=  18. 16. 36, 

Demi-dirimctre  du  Soleil.  i5.5i,5. 

Formule  de  réfraction 

0  =  60",  G lanq;;. 

760    I  -I-  a  / 

a  =  o.oo^fiO. 
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Lille. 


Analyse.  —  i"  Une  famille  de  courbes  planes  étant  représentée 
en  coordonnées  rectangulaires  x  cl  y  par  une  équation  de  la 
forme  /(^,  y)  =  c,  où  c  est  le  paramètre  de  la  famille  et  où, 
pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x  et  de  j)',  la  fonction  donnée 
f{oc^  y)  est  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres,  on  demande  d'assigner  les  points  du  plan  où 
la  courbure  de  ces  courbes  peut  être  infinie. 

2°  Etude  des  lignes  de  plus  grande  pente,  dans  la  surface  dont 
l'ordonnée  verticale  z^  fonction  de  deux  coordonnées  horizontales 
rectangulaires  x  et  r,  a  pour  expression 


a^x 


où  a  est  une  lig:ne  constante  donnée. 


■b' 


Mécanique.  —  1.   Un  corps  M  déforme  quelconque  attire,  sui- 
vant la  loi  newtonienne,  un  point  extérieur  situé  à  une  distance  a 
du  centre  de  gravité  de  M.  Trouver  l'expression  du  potentiel  de 
cette  attraction  : 
•     1°  En  négligeant  les  termes  dont  le  rapport  au  terme  principal 

est  du  même  ordre  de  grandeur  que  (  -  j  ?  /  étant  une  des  dimen- 
sions de  M  ; 

2°  En  conservant  ces  termes. 

2.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  pesant,  assujetti  à 
glisser,  avec  frottement,  sur  une  tige  rigide  et  rectiligne,  pendant 
que  cette  tige  tourne  d'un  mouvement  uniforme,  dans  un  plan 
vertical,  autour  de  l'un  de  ses  points  qui  est  fixe.  Outre  le  frotte- 
ment, qui  est  proportionnel  à  la  pression  normale,  le  point  éprouve, 
en  sens  contraire  de  sa  vitesse,  une  résistance  proportionnelle  à 
cette  vitesse. 

Epreuve  pratique.  —  Une  étoile  dont  les  coordonnées  sont  : 

D  =  'J',-2"17'34    ljurô;ilc. 


est  vue,  av(!r.  un  n/imiiL  do 

%  =  7G°3ri';t" 

par  un  observateur  placé  à  une  lalilude  boréale  de  ji"io'8". 

On  demande  quelle  est  l'iieure  sidérale  au  moment  de  l'obser- 
vation, età([uelle  hauteurest  alors  l'étoile  au-dessusdc  l'horizon? 


Lyon. 

yinalvse.  —  Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 

„  cl^  y  d' y  clv  „    „  , 

dx^        ^     dx^        ^ dx 

Mécanique,  —  Mouvement  d'une  barre  cylindrique  homogène 
libre  et  soustraite  à  l'action  de  toute  force  extérieure. 

Astronomie.  —  Le  i*^^  novembre  i88j,  à  midi  moyen  de  Paris, 
la  planète  Vénus  aura  pour  coordonnées  écliptiques  héllocentri- 
ques  : 

Longitude 334°23'4(/,8 

Latitude 3°  19  4 1",  5 

Log.  distance  au  Soleil 1,8620191 

Au  même  instant,  les  coordonnées  du  O  rapportées  au  centre  de 
la  Terre  sont  : 

Longitude 219"!  j'5o",  3 

Latitude o    o    o 

Log.  distance  à  la  Terre 1,9964407 

Calculer  les  longitude  et  latitude  géoccntricjues  de  la  planète  et 
sa  distance  à  la  Terre. 

Marseille. 

Analyse.  —  i"  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  une  tangente  quelconque  soit  une  fonc- 
tion donnée /(r)  du  rayon  /allant  de  l'origine  au  point  de  contact 
de  cette  tangente. 


Cas  particuliers  '-,/'[*')  =  A/',  —  -  \'^('i''t  — 
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2"  Une  droite  PM,  rencontrant  O^  en  un  point  variable  P,  se 
meut  en  faisant  un  angle  constant  avec  O^.  La  distance  OP  étant 
une  fonction  quelconque  de  l'angle  que  fait  avec  Ojt  la  projection 
de  PM  sur  ^Or,  on  demande  de  trouver  l'équation  différentielle 
des  surfaces  que  cette  droite  peut  engendrer  et,  ensuite,  d'inté- 
grer cette  équation. 


Mécanique.  —  Un  disque  C  homogène  est  mobile  autour  de  son 
centre  G.  Sur  ce  disque  est  enroulé  un  fil,  inextensible  et  sans 
masse,  qui  entraîne  le  disque  dans  son  mouvement. 


Aux  deux  extrémités  du  fil  sont  deux  points  P  et  Q  matériels 
et  non  pesants,  de  même  masse,  assujettis  à  glisser  sans  i'rottement 
sur  une  droite  fixe  tangente  en  O  au  disque.  Ces  deux  points  sont 
repoussés  par  le  point  O  proportionnellement  à  la  distance  :  la  ré- 
pulsion à  l'unité  de  distance  est  la  même  pour  P  et  Q. 

Le  système  étant  mis  en  mouvement,  on  demande  d'étudier  ce 
mouvement. 

l'vtudier,  en  particulier,  le  cas  où  la  masse  du  disque  serait  quin- 
tuple de  la  masse  de  chacun  des  points  et  où,  le  point  P  étant  en  O 
et  le  fil  étant  tendu,  on  donnerait  au  point  P  la  vitesse  qu'il  aurait 
si,  étant  libre  et  étani  placé  sans  vitesse  en  O,  il  parcourait  sous 
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l'aclion  du  centre  lépulsil"  ()  le  tiers  de  la  distaiiee  à  lacjiielie  le 
point  Q  se  trouve  de  O  lorscjue  I*  est  en  O. 
On  examinera  si  le  fd  est  toujours  tendu. 

Epreuve  pratique.  —  i"  J3éterminer  la  longitude  d'un  lieu  par 
une  observation  de  hauteur  du  Soleil. 
Données  : 

Latitude  de  la  station li  =  |3.  i8. 17  ,5 

Hauteur  du  centre  du  Soleil  au-dessus  de  l'horizon.  .     A  =  4'^-^f>-i3,4 
Déclinaison  du  Soleil 0  —  18. 15.27,5 

Heure  vraie  de  Paris ^  =^  3''   r"53',  8 

La  hauteur  h  du  Soleil  est  supposée  alTranchie  de  l'efTet  de  la 
réfraction  et  de  celui  de  la  parallaxe. 

L'observation  a  été  faite  après  le  passage  du  Soleil  au  méridien. 

2"  Supposons  la  hauteur  A  du  Soleil  erronée  de  3o''  d'arc,  quelle 
sera  l'erreur  correspondante  de  la  longitude. 

Montpellier. 

Analyse.  —  i""  Intégrer  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

py  —  qx=  —  m, 

où  m  est  une  constante  donnée  et  où  p  el  q  désignent  les  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  z  des  variables  indépendantes  x^  y. 
On  pourra  supposer  que  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  variable  d'une  surface. 

2"  Intégrer  la  même  équation  après  l'avoir  préalablement  tians- 
formée  en  introduisant,  au  lieu  de  ^  ^^  V^  ^cs  variables  indépen- 
dantes p  et  w  conformément  aux  conditions 

^  =  p  cosw,         JK  =  p  ^in  w. 

3"  Sections  de  la  surface  par  des  plans  passant  [)ar  Taxe  des  z^ 
et  par  des  cylindres  de  révolution  autour  de  cet  axe. 

4""  Calcul  du  volume  compris  entre  doux  pareils  plans,  deux 
pareils  cylindres,  la  surface  et  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy. 

5"  Equation  des  lignes  de   courbure  de  la  suifare.  en  prenant 
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pour  variables  définitives  p  et  z.  L'intégration  de  cette  équation 
peut  s'effectuer  par  des  quadratures. 

Mécanique .  —  Étudier  le  mouvement  autour  d'un  point  fixe 
d'un  corps  solide  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force.  Définir  et 
étudier  la  courbe  appelée  polhodie. 

Astronomie.  —  On  connaît  la  longitude  vraie  d'une  planète 


0 


Daîi  s  son  orbite p  =  1 62 .  3G .  3 1 ,  ]  9 

L'inclinaison  de  l'orbite cp  =      i.34.3o 

La  longitude  du  nœud  ascendant 0  =  i3i  .58.55,90 

Trouver  la  latitude  héliocen trique  et  la  réduction  à  Véclip- 
tique.  Rapprocher  cette  dernière  quantité  du  résultat  obtenu  par 
le  calcul  direct  de  la  longitude  liéliocentrique. 

Nancy. 

Analyse.  —  Définir  les  sections  normales  principales  et  les 
rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  d'une  surface. 

Déterminer  l'équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. 

Trouver  l'équation  des  surfaces  de  révolution,  pour  lesquelles 
le  produit  des  ravons  de  courbure  principaux  est  constant. 

Ramener  la  solution  trouvée  aux  intégrales  elliptiques  de  Le- 
gendre. 


Mécanic^ue.  —  Un  point  matériel  M,  de  masse  ni^  est  attiré  vers 

;  intensité  égah 


un  centre  fixe  O  avec  une  intensité  égale  à 


a  et  b  désignant  deux  longueurs  données,  /•  étant  la  distance  OM' 
et  Q  l'angle  (jue  fait  ce  rayon  vecteur  avec  le  rayon  vecteur  ini- 
tial OMo. 

Trouver  la  trajectoire  du  point  M.  Calculer  la  position  du  mobile 
sur  sa  trajectoire  à  une  époque  quelconque. 

On  supposera  la  distance  initiale  OMo  égale  à  u,  et  la  vitesse 
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initiale  c'f;Ml(î  à  il).  En  outre,  cette  vitesse  sera  supposée  inclinée 
de  /|5"  s"^'  ^c  rayon  vecteur  OM,, . 

Astronomie.  —  Une  étoile  se  lève  à  i3''i  2"'24', '-i  et  se  ccjuclie 
à  4*'3'"2'',8  dans  un  lieu  dont  la  latitude  boréale  est  4 1"  12' 54''. 
On  demande  de  calculer  : 

1"  L'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  l'étoile; 
2"  La  hauteur  de  l'astre  à  i5'*2'"6%4' 

Poitiers. 

Analyse.  —  Déterminer  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces,  telles  que  chaque  plan  tangent  l'orme  avec  les  plans 
coordonnés  un  tétraèdre  dont  le  volume  est  constant. 

Trouver  une  intégrale  complète  et  la  solution  singulière  de  cette 
équation. 

En  supposant  horizontal  le  plan  xOy^  déterminer  les  lignes  de 
plus  grande  pente  de  la  surface  représentés  par  la  solution  singu- 
lière. 

Trouver  les  ombilics  de  cette  même  surface. 

Mécanique.  —  \^\\  anneau  dont  le  centre  est  fixe  à  l'origine  des 
coordonnées  a  sa  masse  uniformément  répartie  sur  la  circonfé- 
rence moyenne  de  rayon  R;  son  plan  fait  un  angle  B  avec  le  plan 
des  XY  ;  il  est  attiré,  suivant  la  loi  de  la  nature,  par  une  masse  {jl 
concentrée  en  un  point  situé  à  une  distance  a  de  l'origine,  dans  le 
plan  des  XY,  sur  ime  perpendiculaire  à  la  ligne  des  nœuds  menée 
par  l'origine.  On  demande  :  i^  de  calculer  la  grandeur  du  couple, 
dû  à  cette  attraction,  qui  tend  à  faire  tourner  l'anneau  autour  de 
la  ligne  des  nœuds  ;  >P  de  déterminer  la  vitesse  de  précession  qu'un 
couple  constamment  égal  au  précédent  communiquerait  à  la  ligne 
des  nœuds,  lorsqu'on  supposera  l'anneau  animé  d'une  rotation 
propre  n  autour  de  son  axe  de  figure,  et  l'angle  9  constant;  3°  d'in- 
diquer la  position  de  l'axe  instantané  et  la  vitesse  angulaire  aulour 
de  cet  axe. 

r» 

On  supposera  le  rapport  -  assez  petit  pour  que,  dans  le  dévelop- 
pement des  puissances  de  la  distance  d'un  point  quelcon(|ue  de 
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l'anneau  au  point  ^,  on  puisse  négliger  les  puissances  de  —  supé- 
rieures à  la  première. 


a 


Astj^onomie.  —  La  longitude  héliocentrique  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  Vénus  est  yS^ig'oi'',  l'inclinaison  de  3° 28' 35^'; 
la  distance  de  la  planète  au  Soleil  est  les  0,79.33322  de  celle  de  la 
Terre  au  Soleil.  Ceci  posé,  au  moment  où  la  Terre  avait  pour  lon- 
gitude héliocentrique  celle  du  nœud  ascendant,  la  distance  angu- 
laire de  la  planète  au  Soleil  a  été  trouvée  égale  à  27*^32' 43". 

Déduire  de  cette  observation  la  longitude  et  la  latitude  hélio- 
centriques  de  Vénus  à  cet  instant. 


Rennes. 


Analyse.  —  Étant  données  les  deux  équations 


i{x^—  c) 

72  + 2(, 


-  Z  — !—  O  —  O, 
Ci  )'^'  =  o, 


où  cp  désigne  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  c  et  es'  sa  dé- 
rivée par  rapport  à  ce  paramètre,  on  propose  : 

i"  De  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  re- 
présentées par  l'ensemble  de  ces  deux  équations; 

2*^  D'intégrer  cette  équation; 

3"  De  déterminer  la  fonction  o  de  manière  que  la  trace  de  la 
surface  correspondante  sur  le  plan  x  Oj'soit  une  circonférence  de 
rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine  des  coordonnées. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  libre  M  décrit  suivant  une  loi 
inconnue  un  arc  de  cercle  de  rayon  b  situé  dans  le  planj»'^  et  dont 
le  centre  est  à  l'origine  O  des  coordonnées.  Pour  un  observateur, 
A  parcourant  uniformément  dans  le  plan  xy  une  circonférence  de 
rayon  a  et  de  centre  O,  en  même  temps  qu'il  tourne  sur  lui-même 
autour  d'un  axe  parallèle  à  O:;  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à 
celle  du  rayon  OAet  de  même  sens,  ce  mouvement  semble  se  faire 
dans  un  plan  coupant  xy  en  une  trace  ON  dont  l'angle  avec  OA  a 
la  valeur  A,  et  qui  est  incliné  de  a  sur  la  partie  JNOA  du  plan  xy. 
Déduire  de  ces  données  : 
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i"  I^a  loi  (lu  mouvement  réel  de  M,  sa  Irajecloire  appareille,  la 
loi  (lu  mouvement  sur  cette  courbe  et  les  valeurs  en  fonction  du 
temps  des  vitesses  dans  ces  deux  mouvements  ; 


2°  Les  expressions  des  composantes  tangentielles  et  normales 
des  forces  accélératrices,  tant  réelles  qu'apparentes,  en  fonction  de 
l'angle jkOM  =  o  et  de  ses  multiples  pour  la  première,  et  de  l'angle 
NOM  =  (d'  et  de  ses  multiples  pour  la  seconde  ; 

3"  Les  valeurs  en  fonction  des  coordonnées  relatives  des  forces 
fictives  qu'il  faudrait  joindre  à  la  force  réelle  pour  former  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  apparent  de  M. 

Toulouse. 

Analyse.  —  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. On  considère  un  cône  de  révolution  autour  de  OZ, 
ayant  son.  sommet  à  l'origine,  et  une  courbe  C  située  sur  ce  cône. 
En  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  G  on  mène  le  plan  oscu- 
lateur  qui  coupe  le  plan  des  xy  suivant  une  droite  D,  faisant  un 
angle  V  avec  la  projection  Oni  sur  ce  plan  de  la  génératrice  OM. 
On  demande  : 

i"  De  déterminer  la  courbe  C,  de  façon  que  l'angle  V  soit  con- 
stant pour  tous  les  points  de  cette  courbe  ; 

2"  D'évaluer  l'arc  de  cette  courbe,  compté  à  partir  du  sommet 
du  cône. 


N.  B.  —  On  prendra  pour  variables  les  coordonnées  polaires  r 
et  9  de  la  projection  sur  le  plan  xOy  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  du  cône. 


i6r,.2  PRI^MIÈRE   PARTIE. 

Mécanique.  —  On  appelle  courbe  tautocJirone  relalivcmenl  à 
un  de  ses  points  O,  pour  un  mobile  qui  la  parcourt  sous  l'action 
d'une  force  déterminée,  une  courbe  telle  que  le  temps  mis  par  ce 
mobile,  partant  d'un  point  quelconque  A  de  la  courbe  sans  vitesse 
initiale,  j^our  atteindre  le  point  O,  soit  toujours  le  même,  quel  que 
soit  le  point  de  départ  A  : 

1°  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  courbe  soit  tautochrone,  relativement  à  un  de  ses  points  O 
pris  pour  origine,  c'est  que  la  composante  tangentielle  de  la  force 
qui  sollicite  le  mobile  soit,  à  chaque  instant,  proportionnelle  à 
l'arc  qui  sépare  le  point  de  l'origine  O  et  qu'elle  tende  à  rappro- 
cher ce  point  de  l'origine. 

2°  Démontrer  que  la  courbe  sera  encore  tautochrone  si  le  mo- 
bile est  soumis  en  outre  à  une  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse. 

3°  Démontrer  que  la  chaînette  est  une  courbe  tautochrone  re- 
lativement à  son  sommet  pris  pour  origine,  pour  une  force  perpen- 
diculaire à  la  directrice,  dirigée  vers  cette  directrice  et  proportion- 
nelle à  l'ordonnée. 

4°  Etudier  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  point 
matériel  sur  cette  chaînette,  pour  cette  loi  de  la  force. 

Epreuve  pratique.  —  On  sait  que  la  précession  annuelle  est  re- 
présentée par  les  formules  suivantes  : 

En  ascension  droite ni  -\-  n  tango  sin  a 

En  déclinaison ii  cos  a 

D'après  Lalande,  les  coordonnées  moyennes  de  l'étoile  a  de  la 
Couronne  étaient  au  commencement  de  i8oo  : 

a  =  i5''26'"  i3%3     (a  est  l'ascension  droite), 
P  =  G2°36'i4",  i       (P  est  la  distance  polaire). 

On  demande  les  coordonnées  moyennes  de  celle  étoile  au  com- 
mencement de  i88.). 

On  a,  d'après  Slruvc,  pour  i843'-,5, 

ni  =  3% 071 63     (en  leni|)>  ). 
/i  =  '2o',o57o       (en  aie). 
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Besançon. 

Analyse.  —  Etant  donné  le  système  de  courhcs  (axes  rectangu- 
laires 

f{x,y)=u,         cp(^,  j)=c;, 

on  considère  le  quadrilatère  curviligne  compris  entre  les  quatre 
courbes  qui  répondent  aux  valeurs  u^  r,  u-\-du^  v -\- dv  des  pa- 
ramètres. Calculer  l'aire  de  ce  quadrilatère  en  négligeant  les 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  sa  valeur  principale. 

Appliquer  le  résultat  obtenu  à  la  détermination  de  l'aire  com- 
prise entre  les  portions  situées  dans  l'angle  posilif  des  coordonnées 
des  quatre  courbes  définies  par  l'équation 

^2  J^  _ 


À2   ^    X2- 


C- 


OÙ   c  est  donné,    et   où  1-  est  supposé  avoir  les  quatre  valeurs 

i/>2      Ipl      ïp'2     il/>-> 

Mécanique.  —  Dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à  la  vitesse,  un  point  matériel  pesant  m  est  abandonné 
(sans  vitesse  initiale)  en  un  point  B  d'une  cjcloïde  dont  l'axe  est 
vertical  et  la  convexité  tournée  vers  le  bas. 

Le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde  est  égal  à  r. 

L'arc  de  cycloïde  AB  compté  à  partir  du  sommet  A  de  la  courbe 
est  égal  à  a. 

Le  point  m  étant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  cycloïde,  on  de- 
mande d'étudier  le  mouvement  de  ce  point  et  en  particulier  de 
déterminer  le  temps  T  qu'il  emploiera  pour  arriver  au  sommet  A. 

Epreuve  pratique.  —  On  demande  la  longitude  et  la  latitude 
d'une  étoile  connaissant  son  ascension  droite  A  et  sa  déclinaison  D 

A  =     '2"  1 4'"  20%  G, 

D  =  i()°38'     7", 

et  prenant  pour  l'obliquité  de  l'écliptique 

to  =  23"  27' 3 1". 


iGiu 
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Gaen. 

Analyse,  —  i^  Démontrer  la  formule  de  Lagrange  qui  sert  à 
développer  ^  ou  '^{z)  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes 
de  t  lorsqu'on  a  la  relation 

;3  =  iT  -h  tf(z). 
2.^  Etant  donné  le  système  d'équations 


dx 

dz 
dx 


-4-  Ky  -h  B^  =  o, 
-4-  A'j  -+-  B>  =  o, 


on  demande  de  détermirrer  les  coefficients  constants  A,  B,A',  B', 
sachant  :  i°  que  e~-^  et  e~'^  sont  des  valeurs  particulières  de  y\ 
2"  qu'en  appliquant  la  méthode  de  d'Alembert  pour  l'intégration 
de  ces  équations  et  posant  >'  +  0^  =  «,  on  doit  avoir  pour  9  les 
valeurs  —  i  et  -[-|. 

Mécanique.  —  i°  Une  figure  plane  se  meut  sur  un  plan  fixe,  de 
manière  que  deux  de  ses  points,  A  et  B,  glissent  sur  deux  droites 
rectangulaires  du  plan  fixe,  et  que  le  milieu  de  la  droite  AB  ait  une 
vitesse  constante.  Trouver,  pour  une  position  donnée  de  la  figure, 
le  lieu  des  points  dont  l'accélération  tangentielle  est  nulle,  et  celui 
des  points  dont  l'accélération  centripète  est  nulle. 

'jP  Un  plan  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  autour 
d'une  droite  fixe  qu'il  rencontre  en  un  point  O  et  avec  laquelle  il 
fait  un  angle  dont  le  sinus  est  |  ;  un  point  matériel  M,  assujetti  à 
rester  dans  le  plan  donné  sans  éprouver  de  résistances  passives, 
est  attiré  vers  le  point  O  par  une  force  égale  au  produit  de  to-  par 
la  masse  du  point  mobile  et  par  sa  distance  OM  au  point  O.  Dé- 
terminer le  mouvement  du  point  M;  discuter  la  forme  de  sa  tra- 
jectoire dans  le  plan  mobile. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  pour  le  i'"'"  juilft  i88o  à  lo''  du 
soir  (temps  moyen)  l'a/.imut  et  la  distance  zénithale  de  l'étoile  a 
de  la  Grande  Ourse,  observée  de  la  tour  centrale  de  l'Abbaye  aux 
Dames,  à  Gaen. 


J)o  mires  : 

(   Latitude 49''  1 1 '  i  î" 

Tour  (le  1  Abbave  l 

(   Lonpfitude i" /^i'  ?.!{  O. 

^  m  (temps  sidéral) lo^'ôG'"  i8*, -o 

a  (le  la  Grande  Ourse 


Déclinaison  (boréale) 62° 23'  ^\",i 

Le  printemps  de  1880  a  cominencé  le  20  mars  à  5'' 2.3'"  du  malin 
(temps  moyen  de  Paris). 

Clermont. 

Analyse.  —  Trouver  les  conoïdes  tels  que  les  trajeetoires  or- 
thogonales des  génératrices  soient  des  lignes  asymptoticpies. 

Mécanique.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  dans 
un  tube  qui  tourne  uniformément  dans  un  plan  vertical  autour 
d'un  de  ses  points. 

Du  cas  précédent  on  tirera  la  solution  du  cas  où  le  tube  tourne 
dans  un  plan  horizontal;  on  déterminera  et  l'on  discutera  les 
éléments  introduits. 

Epreuve  pratique.  —  Une  droite  fait  un  angle  constant  avec 
le  plan  horizontal,  s'appuie  sur  une  horizontale  AB  perpendicu- 
laire à  xy  et  reste  à  une  distance  constante  d'une  verticale  CD. 
Construire  l'intersection  par  un  plan  horizontal  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  droite. 

Dijon. 

Analyse.  — Trouver  sous  forme  réelle  les  intégrales  générales 
des  équations  dilTérentielles  simultanées  : 

dv        dw 
dx        dx 

dw        du 
dx         dx 

du        dv 
dx        dx 

où  .27,  w,  ç^,  (v  désignent  respectivement  la  Nariablc  indépendante 
et  les  trois  fonctions  inconnues. 
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Mécanique.  —  Une  barre  homogène  pesante  peut  tourner  au- 
tour d'une  de  ses  extrémités  O  dans  le  plan  vertical  passant  par  le 
point  O  et  un  autre  point  O'  situé  à  la  même  hauteur  que  O.  A  son 
autre  extrémité  A  est  attaché  un  fd  flexible  qui  passe  dans  un  an- 
neau infiniment  étroit  placé  en  O',  pend  ensuite  verticalement  et 
se  termine  par  un  poids  Q. 

On  négligera  la  masse  du  fil  et  le  frottement  du  fd  dans  l'an- 
neau. On  désignera  par  a  la  longueur  de  la  barre,  par  m  sa  masse, 
par  m'  celle  du  poids  Q.  On  supposera  que  a  est  inférieur  à  00' 
et  que  a  -\-  00'  est  inférieur  à  la  longueur  /  du  fil.  On  désignera 
00'  par  d. 

On  demande  le  mouvement  du  système  sachant  qu'il  est  primi- 
tivement en  repos,  la  barre  OA  étant  horizontale  et  du  côté  opposé 
à  celui  de  O'  par  rapport  à  O. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  mesuré  à  deux  époques  différentes 
la  déclinaison  du  Soleil.  On  a  obtenu  les  deux  valeurs  suivantes  : 

2i°53'     et     23°26'; 

la  déclinaison  est  boréale  dans  les  deux  cas. 

On  a  mesuré  également  la  différence  des  ascensions  droites,  qui 
a  été  trouvée  égale  à 

2°32'. 

On  demande  de  calculer  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  l'équa- 
teur. 

{^/l  suivre.) 


COMPTES  UENDUS  ET  ANALYSES.  lO'i 

COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES. 

R.  LIPSCIIITZ.  —  Untrrsuciungkn  irfa\  dik  Summen  non  Qladrvtkn. 

i  vol.  in-8",  147  p.,  Bonn,  Max  Colion  und  Soiiii,  i8H(). 

Le  présent  Volume  contienL  trois  Mémoires  qui  se  rattaclient  à 
une  Note  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  aux 
II  et  18  octobre  1880,  et  intitulée  :  Principes  d'un  calcul  algé- 
brique qui  contient,  comme  espèces  particulières,  le  calcul 
des  quantités  imaginaires  et  des  quaternions.  M,  Darboux  avant 
bien  voulu  insérer  cette  Note  dans  le  •Volume  actuel  du  Bul- 
letin, il  m'est  permis  d'y  renvoyer  dans  l'esquisse  qui  va  suivre 
de  mon  travail. 

1.    Commençons  parla  considération  d'une  substitution 

•^"1   =   ^11  Jl  +  2^12 J'2    -+-  .  .  .-h  'Xui  .}'//• 
■^2  =   '^21. ri  ^  3C22  J2  -^  .  .  .  -f-  rLin  .}'//. 


^n  —  ^n\yi  +  a„272  +  .  •  •  ^  ^/uijfi'. 


OÙ  les  coefficients  a^,  ajo?  •  •  •?  y-nn  sont  réels,  dont  le  détermi- 
nant est  égal  à  l'unité  positive  et  qui  satisfait  à  l'équation  entre 
les  variables  réelles  ^<,  ^:),  .  .  . ,  .r,,  et  v, ,  }'o,   ...,j'„, 

37f  -h  .r|  H-  .  .  .  4-  xl  =  rf  -\-yl  -f-  .  .  .  -f-.r,7. 

Nous  appellerons  tout  d'abord  l'attention  sur  certains  procédés 
très  simples,  à  l'aide  desquels  on  fait  découler  de  la  substitution 
donnée,  sans  altérer  les  valeurs  numériques  des  coefficients,  des 
substitutions  du  même  déterminant  et  appropriées  au  même  pro- 
blème de  transformation  d'une  somme  de  n  carrés  en  elle-même. 
Si  l'on  prend  un  nombre  pair  quelconque  de  lignes  verticales  de  la 
substitution  proposée  et  qu'on  elFectue  la  multiplication  de  tous 
leurs  termes  par  l'unité  négative,  on  parvient  évidemment  à  une 
substitution  nouvelle  du  même  genre.  Voilà  le  premier  procédé 
dont  nous  nous  servirons.  En  énumérant  les  substitutions  ainsi 
acquises  et  y  joignant  la  substitution  originale,  on  trouve  le 
Bull,  des  Sciences  mathem,,  2*  série,  t.  \.  (Aoùi  1886.)  12 
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nombre  total  2"   '.  Maintenant,   si  l'on  compare  les  résultats  des 
changements  indiqués  dans  le  déterminant 


a,i-|-i  «12 

a.2i         «22  -f-  I 


«/il 


a  «2 


qui  va  être  dénoté  parD,  on  est  conduit  au  théorème  que  toujours 
un  seul  entre  les  2''^'  déterminants  respectifs  aura  une  valeur 
différente  de  zéro.  Cette  proposition,  qui  se  trouve  dans  le  Mé- 
moire de  M.  Hurwitz  :  Leher  die  Perioden  solcher  eindeutiger 
in-fach  periodischer  Functionen,  welche  ini  Endlichen  ilber 
ail  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen  iind  reell 
sind  fur  réelle  Wertlie  ihrer  n  Argumente  [Journal  filr Mathe- 
matik,  t.  XGIV,  p.  7),  peut  être  démontrée  en  faisant  voir  que  la 
somme  des  2"^'  déterminants  désignés  est  égale  au  nombre  1'^ .  Ce 
point  établi,  dans  le  cas  où,  pour  la  substitution  donnée,  le  détermi- 
nant D  s'évanouit,  on  la  remplacera  par  une  autre  du  même  genre  à 
laquelle  correspond  un  déterminant  dont  la  valeur  diffère  de  zéro. 
Il  est  donc  établi  que  la  substitution  a, 4,  a<o,  ,  .  .,  a^,;  peut  être 
préparée  de  ladite  manière.  En  même  temps,  nous  admettons 
que  le  déterminant  D  soit  formé  comme  si  les  éléments  a,,,  a,2,  •  •  -, 
a„;2  étaient  indépendants  les  uns  des  autres,  de  sorte  que  les  élé- 
ments adjoints  peuvent  être  désignés  par  la  différentiation  par- 
tielle. Cela  étant,  on  tire  facilement  de  la  transformation  donnée  le 
système  d'équations 


-.-7,  =  5[(d- 


Xt 


-7.=  5[ 


dY) 

—  2- {Xn 


■>] 


c/ai2 


^(^"'S)^'"^^'^'-^^"-""'S^''""^'"^] 


—  1- (.ro 


.J,)-...+  (0-.£-)(x„-HJ„)] 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  ir,', 

En  adjoii^nant  une  qiianlitc;  quelconque,  din't'rcnlc  Ac  /('ro,  /.„, 
introduisons  les  éléments  nouveaux 


Comme  conséquence  du  fail  (ju<'  r<'\j)rcssi()ii 


Ji  -^  .rl  —  yl-h,.,-\-  j-l  —yl 


s'évanouit  identiquement,    pour  tout   nombre  a  et  pour  chaque 
combinaison  de  nombres  différents  a  et  b^  on  aura  les  équations 


^aa  —  <'i  '^n!>  ~—  ^hn 


o. 


Donc  on  obtient,  pour  les  deux  systèmes  de  variables,  .r,, 
x-i^  . . .,  Xn  et  y  s-,  y1^  . .  '^Yn  le  système  d'équations 

Ào-ri  4-  X.21  x^_  -^. .  .H-  X„i  J"«  =    Xo,7'i    H-  Ài2.»'2  -+-.  .  .-T-  Ài,j  >',i, 
Ai2-2?1  -^-     Xy^To    -T- .  .  . -r-  K/il^n  =    ''^2lJ'l  ~"    Ao.V>  —  .  .  . -h  f^inyn^ 

^Ifi^'l  ~t~  '^iii^i  -f-.  .  .-+-    Xo^/i    =  X//1  J'i  -r-  A,ioy-2  -1-.  .  .-T-  AoJ'„, 

qui  se  change  dans  le  premier  système  de  ma  Note  en  faisant  Ay 
égal  à  l'unité. 

Je  donnerai  maintenant  la  loi  déformation  des  déterminants  des 
systèmes  de  fonctions  linéaires  à  gauche  et  à  droite,  qui  sont  égaux. 
Ledit  déterminant  pour  n  =^  :>,  s'offre  comme  é^al  à  la  somme  de 
deux  carrés 

U    +Àf2, 

pour  /?  =:  3  au  produit  de  A,,  p'^^^  la  somme  de  quatre  carrés 

■)  2    _i_   ")  2  '      ")  2  '      >  2 

''0    "•"   'm  2    ~^   'm  3    ~^  '^  2  :i  ' 

pour  /i>4  ciu  produit  de   la   puissance  'kl"'   par  une  somme  de 
2""^  carrés,  que  nous  désignerons  ainsi  : 

>  2      '      /  2         ■  '     'îi  2 

'■(»   -T-Aj2-r-...-r-A,ç,.jj-T-.... 

Ici  les  expressions  à  quatre,  à  six  indices,  etc.,  naissent  des 
expressions  pareilles  de  ma  Note,  dans  ce  sens  que  l'on  y  remplace 

d'abord  les  éléments  Xab  p^ir  les  quotients  respectifs  ~,  et  qu'on 

tait  ensuite  la  multiplication  du  résultai  par  Aq-  ^"  '^f  par  exemple, 
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présentement 


'^1234  — 


Aïo  A;jv  -T-  Ai3  Av-2  -T-   A|4  A?3 


et  en  général,  étant  choisis  ir  nombres  quelconques  r/,  6,  ...7/7 
l'expression  \ah-"f^^^  égale  à  une  fraction  au  dénominateur  Ajj~'  , 
dont  le  numérateur  est  formé  en  posant  toutes  les  permutations 
de  première  classe  des  nombres  «,  6,  ...,  y,  en  affectant  ces 
nombres  dans  leur  ordre,  deux  à  deux,  à  la  lettre  À,  en  choisissant 
toujours  un  seul  des  produits  égaux  et  en  prenant  la  somme  de 
tous  ces  produits.  Il  faut  bien  avoir  égard  au  fait,  que  le  nombre 
2"   '  des  bases  des  carrés  dans  la  somme 


A  y   — t-  A  4  2   ^^  •  •  •  ^^  '^  1  2 
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coïncide  avec  le  nombre  des  déterminants,  déiivés  par  les  change- 
ments de  signe  dans  un  nombre  pair  de  lignes  verticales  du  déter- 
minant D.  On  verra  bientôt  que  les  deux  sortes  d'algorithmes 
sont  intimement  liées  entre  elles,  et  que  les  2^^"'  quantités  lo, 
A, 2,  •••?  ^M23/i?  •  •  •  constituent  un  système  dont  les  éléments  peu- 
vent être  employés  et  servir  au  même  titre. 

A  l'aide  de  ces  éléments  et  des  symboles  définis  précédemment, 
la  transformation  donnée  d'une  somme  de  n  carrés  en  elle-même, 
est  exprimée  par  une  seule  équation  symbolique  comme  il  suit  : 

Pour  11=^1  on  a  l'équation 

(Xo  -h  fi2^^i2)(-2^i  ^  «^12^2)  =  (71  -^  i\'>r-i)O^Q  —  hO^m), 


où  i^2  peut  être  remplacé  par  le  symbole  \j —  i ,  et  où  il  est  permis 
de  changer  l'ordre  des  deux  facteurs  complexes  qui  sont  multi- 
pliés. 

Pour  /?  =  3  vient  l'équation 

(Ao  H-  tl2'^12  *+"  Hi^n  -r-  Î23'^23)(«^l  "^  l\ï^i  -+"  ^13'2"3) 

=  (jl  +  «"1272  +  i'l373)(^^0  —  «'l2>^12  —  i*13^M3  -r-  î-lO^ii), 

OÙ  l'expression  Ao  +  ^i2^h2  +  ^i3^m3  + '23^^j:t  coïncide  avec  le 
quaternion  de  ilainitlon 

Ao  +  iAi2  -H y  A23  -\-  /.■A31, 

et  où  l'on  ne  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  qui  sont  multi- 
pliés. 
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Dans  le  premier  Mémoire  Ja  Iransformalion  dune  somme  de- 
deux  ou  de  trois  carrés  en  elle-même  est  traitée  séparément,  afin 
d'en  donner  une  application  arithmétique.  On  reconnaît  facilement 
que,  pour  les  substitutions  dont  les  coerficicnls  sont  des  riomhres 

rationnels,  les  fractions  -^f^  le  deviennent  également,  de  sorte  que 

les  quantités  Xq,  )v,2,  ...  peuvent  être  prises  égales  à  des  nombres 
entiers.  Par  cette  voie,  les  substitutions  à  coefficients  ration- 
nels conduisent,   lorsqu'il  s'agit  des  sommes  de  deux   carrés,    à 

la  théorie  des  nombres  complexes  entiers  (t-\-b\j — i  et,  pour 
les  sommes  de  trois  carrés,  à  la  théorie  des  quaternions  entiers. 
Le  premier  Mémoire  est  consacré  au  développement  des  principes 
correspondants  de  ces  deux  théories. 

Dans  les  cas  où /i^4j  exprimons  les  symboles /,  2 .  •••,  hi.w-,  •••, 
par  les  signes  primitifs  A"i,  k^-,  •••?  k,i  et  formons  les  quatre 
expressions  complexes  {^)  de  V ordre  /«"""^ 

A  =:  Àq  H-  k\  ko '^12  "^  •  •  •  +  '^2  A";}  Ao.j  -h  .  .  .  -r-  A'i  n'2  '13  '^+  ^^  1  2;{  »  "^  •  •  •  1 
Al  =  —  A"i  A  Al  =:  Ao  —  A'i  A'2  A12  H-  .  .  .  —  A'2  'i.{  ''^23  "H  •  •  •  —  '' 1  '12  '^3  A"i  ''123;  -f-  •  .  .  , 
\    =  a:*!  -H-  rCi  A.'2  3^2  H-  .  .  .  +  A"!  A"«  3"/i, 
Y   =7l  +  Al  A272  -+-...+  /m  knjn  ; 

alors  l'ensemble  des  n  équations  mentionnées  et  des  9/''  —  /t 
équations  déduites  par  le  procédé  indiqué  dans  ma  Note  est  con- 
tenu dans  l'équation 

AX  =  Y  Al. 

Mais,  parce  que  cette  relation  ne  désigne  pas  autre  chose  que  la 
substitution  première,  de  laquelle  nous  sommes  parti,  et  parce  (pie 
nous  avons  supposé  le  déterminant  D  qui  s'v  rapporte  différent  de 


(')  Jo  ne  manque  pas  de  faire  remarquer  que,  dans  le  cours  de  mon  Trailé, 
l'opération  dénotée  par  A,  =  — k\\/x\  se  trouve  appliquée  plusieurs  fois,  de  ma- 
nière qu'on  ait 

A„„  -  k,.  A-.  A  ^,.  /.;„         A„„,  =  -  A-,  A  „  A ,.  A  A;,  k„  l<^, 

cl  généralement,  le  nombre  des  indices  a,  b,  c,  ...,/ étant  égal  à  /. 

K,..:..f=  (-  i)'A;,:..A-„A„  AA„A„...Ay=  (- i)""^"  A.A,,./;,.  AA-.A,,..  A,. 

I.cs  lecteurs  du  l'raité  sont  priés  de  hien  Nouloir  corriger  dans  le  sens  indiqué 
les  formules  (9)  et  (()')  de  l'article  (i  du  dcu\iciue  Mémoire. 
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zéro,  il  est  nécessaire,  si  nous  voulons  exprimer  d'une  manière 
semblable  tontes  les  substitutions  du  même  genre,  de  combiner  la 
substitution  donnée  avec  toutes  celles  qui  ont  pour  effet  de  changer 
les  signes  d'un  nombre  pair  quelconque  de  lignes  verticales. 

Désignons  les  indices  des  lignes  verticales  choisies  d'une  cer- 
taine manière  par  rt,  6,  .  .  . ,  /,  un  système  de  n  variables  nouvelles 
par  2:,,  ^oj  '  '  '^  ''n\  soient  ensuite 

Lt   ^^  Z\  -\-  /il  A'2  -So  -\-  .  .  .  -i~  A'i  ri/i  iii  j 

enfin  I,  =  1  ou  li=  —  I  selon  que  l'unité  se  trouve  dans  l'en- 
semble «,  h,  ...,./  ou  non.  Cela  étant,  la  substitution  résultante 
de  la  combinaison  indiquée  remplit  la  condition 


'y*  "^        I  ■■y»  Â        1  ;  /y^  J.     .      '•  Z 

*Â/    ■>     "l         •/'    i,^    "    t        •     •     •         I  xAy  it     —     j^    I 

et  est  représentée  par  l'équation 

1AX^ZJ,A,. 

Si  nous  admettons  que  dans  cette  équation  le  symbole  I  et  pareil- 
lement I<  soient  remplacés  par  l'unité,  et  en  même  temps  Z  par  Y, 
cette  équation  comprend  aussi  l'équation  antérieurement  donnée 

AX  =  YA„ 

et  l'on  peut  être  assuré  que  l'équation  en  question  représente 
toutes  les  substitutions  d'un  déterminant  égal  à  l'unité  positive, 
par  lesquelles  une  somme  de  n  carrés  est  transformée  en  elle- 
même. 

Le  dessein  de  dériver  d'une  substitution  donnée  a, , ,  a,2,  • . .,  ^-nn 
des  substitutions  nouvelles  du  même  genre,  sans  modifier  les 
valeurs  numériques  des  coefficients,  peut  être  rempli  aussi  en  choi- 
sissant un  groupe  de  lignes  verticales,  indiquées,  par  exemple, 
par  les  indices  rt,  &,  c,  d^  puis  un  groupe  de  lignes  horizontales, 
désignées  par  les  indices  p,  q^  et  en  multipliant  par  l'unité  né- 
gative les  coefficients  du  premier  groupe,  ensuite  les  coeffi- 
cients du  second;  seulement  il  faut  avoir  égard  à  la  condition  que, 
pour  conserver  la  valeur  -f-  i  du  déterminant,  la  somme  des  deux 
nombres  soit  paire.    Or   on    trouve    que    ce  changement  est  rc- 
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prodiiil  dans  TéquaLion  symbolique 

AX  =  YA„ 

si  l'on  remplace  l'expression  A  par  l'expression 

En  effet,  la  mulliplication  de  A  par  les  signes  primitifs  ka^hkc^d. 
à  gauclie  correspond  à  l'interversion  des  signes  dans  les  lignes 
verticales  respectives,  tandis  que  la  multiplication  de  A  par  les 
signes  primitifs  kpkq  à  droite  correspond  à  l'interversion  des 
signes  dans  les  lignes  horizontales  respectives.  Il  semble  naturel 
de  concevoir  les  expressions,  qui  naissent  de  la  manière  exposée, 
d'une  expression  complexe  A,  comme  un  ensemble  de  compa- 
gnons; si  l'on  distingue  chaque  expression  et  son  produit  par 
l'unité  négative,  auxquels  correspond  nne  seule  substitution,  le 
nombre  total  des  compagnons  devient  égal  à  2-"~'. 

Attendu  que  la  substitution  donnée  conduit  par  la  résolution  au 
svslème  d'équations 

ji  =  aii^i-t-  «21  .r2-H.  ..4-  a;a  ^„. 
^2  =  ^12  Xi  -•-  a22  ^'2  -f- .  .  .  +  a/,2  x,i , 


yn  —  ^\n<^'\  +  ''J-ln^-l  -h  .  .  .  H-  a/,,j^„, 


il  est  clair  que  Ton  obtient  une  substitution  nouvelle  du  même 
genre  en  changeant  les  coefficients  des  lignes  horizontales  avec  les 
coefficients  des  lignes  verticales  correspondantes.  Or  le  change- 
ment correspondant  de  l'équation  symbolique  consiste  en  ce  que 
l'on  met  à  la  place  de  A  X expression  conjuguée 

A  =  A 0  -+-  A"2  /i  1  A 1 2  -f- .  .  .  -h  k\  A3  ky  A'i  A 1 2 34  -f- .  •  .  j 

où  Tordre  des  signes  primitifs  affectant  chaque  produit  est  inter- 
verti. 

Entre  une  expression  A  et  l'expression  conjuguée  A'  il  v  a  réci- 
procité. Le  produit  de  A  et  A',  qui  devient  égal  à  la  somme  déjà 
mentionnée  de  2""'  carrés 

A  0   -h   A  ,  0  -H  ...  -H  A  j  2  3  V  "•"•••  ? 

constitue  la  notion  de  la  norme  de  l\\r.j)ression  A  cl  sera  dénoté 
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par  le  signe 
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N(A). 


Tous  les  compagnons  de  l'expression  A,  dont  il  a  été  question, 
ont  la  même  norme  N(A).  Pour  compléter  la  compagnie,  on  ajou- 
tera à  chaque  expression  y  déjà  admise  l'expression  conjuguée 
correspondante,  dont  la  norme  est  aussi  la  même.  C'est  par  là  que 
le  nombre  complet  des  compagnons  s'élèvera  à  2-".  A'Iais  ici  se  pré- 
sente une  distinction  remarquable  entre  les  expressions  complexes 

\q-\-  \/ —  I /h2  du  deuxième  ordre  et  celles  d'un  ordre  supérieur. 
On  sait  que  dans  le  premier  cas  les  quantités  de  la  même  compagnie 
sont  les  suivantes  : 


Xo-|-/^Al2,  —  (^O+V^—  IÀ12), 

y/— I  (Xo— /— 1^12).     —  V^— i(>*^o— /^^12), 

leur  nombre  total  étant  huit. 

Evidemment  l'opération  par  laquelle  A'  est  engendrée  par  A 
conduit  maintenant  à  des  expressions  déjà  produites  par  les  opé- 
rations désignées  antérieurement,  de  sorte  que  le  cas  n  =  2  forme 
une  exception  à  la  loi  générale,  qui  paraît  pour  la  première  fois 
dans  le  cas  de  n  =  3,  correspondant  aux  quaternions. 

C'est  la  notion  de  la  norme  d'une  expression  complexe  du 
^ieme  Q^drc,  dout  l'étudc  approfondie  met  en  lumière  la  nature  du 
déterminant  désigné  par  ]).  En  introduisant  n  quantités  varia- 
bles réelles,  numériquement  supérieures  à  l'unité  5),  a'o,  .  .  .,  s 
formons  le  déterminant 


ri) 


^11  ^~  «^1  ^12 


^1« 


'■ni 


et  désignons-le  par  D  (^i ,  '^2?  •  •  -^  -^u)- 

Or  on  peut  démontrer  que  ce  déterminant  est  égal  à  une  frac- 
tion dont  le  dénominateur  est  la  norme  N(A),  et  dont  le  numé- 
rateur est  le  produit  tiré  du  produit 


(5i-M)(5.H-l)...(5„-4-l). 
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cl  do  la  norino  suivante  : 

■)  "  ^  ^'  —  ^  ^2  —  1  ^ ,   ^      _!_*'»  ~  ^  ^2—'  ^'3—1  ^v— '  ^  2 

A  ,■;  -\-  A  r  .,  -f-  .  .  .  H A  ^  j  3  4  ~*~  •  '  •  • 

Evidemment  le  déterminant  D  est  actuellement  reprcsentr  par 
D(i,  I,  ...,  i),  tandis  que  l'on  arrive  aux  déterminants,  qui 
naissent  de  D  en  altérant  les  signes  d'un  nombre  pair  de  lignes 
verticales  de  la  substitution,  en  remplaçant  les  variables  s  aux  in- 
dices correspondants  par  —  i,  les  variables  restantes  par  -H  i.  On 
trouve  donc  les  équations 

N(A)D(     I,       I,       I,       i,...,i)  =  2'Ov2, 
N(A)D(-i,-r,       I,       i,...,i)  =  '2«Xf,, 
N(A)D(-i,-i,-.,  — i,...,i)  =2«Xf,3^, 


et  l'on  est  conduit  à  la  conclusion  que  les  déterminants  correspon- 
dants ne  peuvent  jamais  prendre  des  valeurs  négatives,  qu'ils  sont 
proportionnels  aux  carrés  des  quantités  A^,  A,2,  . . .,  A)2:)'n  .  •  . ,  et 
qu'un  certain  déterminant  ne  peut  s'évanouir  que  si,  en  même 
temps,  la  quantité  correspondante  \  s'évanouit  également. 

Il  faut  maintenant  signaler  une  distinction  importante  qui  existe 
entre  les  cas  n  =  2  et  n  :=^  Z  d'une  part,  et  les  cas  où  n  ^4  de  l'autre. 
Pour  n  =  2.  dans  l'expression 

^0+  y/— 1^12, 

il  y  a  deux  quantités  réelles  indépendantes;  pour  /i  =  3  dans  le 
quaternion 

Aq-h  i  Ai2  4-y  A23-I-  A.'A3i, 

quatre  quantités  réelles  indépendantes.  Par  contre,  dans  l'ex- 
pression du  /i^'"'»^  ordre 

lA  =  I(Xo-l-  /m  A-2X,2  +  -  •  •+  /m /^^ /^'a /'i  X1234  +  .  •  ■), 

où  I  désigne  ou  ±1,  ou  Aa^'b',  ou  kal^hfùrlùi  ..  .,  il  y  a  2"~'  élé- 
ments réels,  qui  entrent  linéairement,  et  qui  sont  exprimés  ra- 
tionnellement par  le  nombre  — ^ h  i  d'éléments  réels  indé- 

pendants  \q^  \abi  où  \q  doit  être  différent  de  zéro.  Pendant  que 
pour  II  z-z  2  et  //  =  o  les  deux  nombres  2"    '  et -i-  1  s  ac- 
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cordent,  ])Oiir /i^4  le  premier  est  le  plus  grand.  Cela  vu,  si  Ton 
forme,  à  l'aide  de  2"""'  éléments  réels  quelconques  et  des  syml^oles 
introduits,  une  expression 

<li  =   Cpo  +  /l'i  /î-2  'f  12  -r-  ...-{-  h'i  ATo  A'3  A.j.  01234  -h  .  .  .  , 

elle  va  être  nommée  une  expression   non   restreinte  complexe 

du  n^^"'^^  ordre. 

Par  contre,  l'expression 

lA 

sera  dite  une  expression  régulière  complexe  du  n^^"^^  ordre.  Les 
règles  du  calcul  des  expressions  non  restreintes  complexes  se 
Irouventexposées  dans  le  Mémoire  de  W.-R.  Glifford  '.Applications 
of  Grassmann^s  extensive  Algebra  [American  Journal  of  Ma- 
thematics,  1. 1,  p.  35o-358,  et  Mathematical P apers ,  p.  266-2^6), 
travail  que  je  ne  connaissais  pas  en  publiant  ma  Note  en  1880. 
Mais  dans  le  Mémoire  de  Glifford  n'entre  point  la  définition  des 
expressions  régulières  complexes. 

Gomme  la  totalité  des  expressions  régulières  complexes  pour 
n^l\  forme  une  partie  des  expressions  non  restreintes,  c'est  une 
question  capitale  de  découvrir  un  ensemble  de  qualités  qui  peut 
servir  comme  diagnostic  des  expressions  régulières.  Afin  d'en 
donner  un  énoncé,  désignons  par  <ï>'  l'expression 

4>'  =  cpo  +  /ca  kl  Ç5i2  + .  .  .  4-  A"4  kz  ^i  k\  ^1234  +  •  •  •  ? 

conjuguée  à  <I>,  où,  dans  chaque  produit,  l'ordre  des  signes  primi- 
tifs est  interverti.  Alors  on  a  ce  théorème  que,  si  une  expression  4> 
a  la  propriété  d'être  une  expression  régulière,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  produit  ^'<I>  soit  égal  à  une  quantité  réelle,  différente  de 
zéro,  et  que  la  combinaison  4>'/iVï^I^  pour  chaque  indice  «,  soit  égale 
à  une  somme  où  chaque  quantité  réelle  est  multipliée  par  un  seul 
des  signes  primitifs  Â'i,  /fo,  •.-,  1<ni  les  produits  des  signes  primi- 
tifs étant  exclus.  Appuyé  sur  cette  proposition,  on  peut  mettre 
chaque  expression  ^,  qui  remplit  lesdites  conditions  de  la  régu- 
larité, sous  la  forme 

I  A  =  I (Ào  -1-  /m  A'2  )^i2  -i-  •  •  •  +  /m  kl /'"3  k'^  Xi2.n  +...)> 

oii  ).,)  diffère  de  zéro,  et  on  peut  le  faire  autant  de  fois  c[u'il  v  a, 
dans  l'expression  donnée  fl>,  de  coefficients  réels  qui  ne  s'évanouis- 
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sent  pas.  (Conforme ment  à  ce  ([iic  nous  avons  dit,  l  ex[)ression 

X  =  x'i  -\-  A'i  k-iX-i  —h .  .  . -T-  A'i  A'// X II 
est  toujours  régulière,  sa  norme  étant  égale  à  la  somme  des  n  carrés 

Les  propriétés  caractéristiques  de  la  régularité  permettent  aussi 
de  démontrer  les  deux  théorèmes  suivants  :  «  Le  produit  de  deux 
ou  plusieurs  expressions  régulières  complexes  de  l'ordre  /i"""'  est 
toujours  égal  à  une  expression  complexe  de  l'ordre  ai"  "'®,  qui  est  éga- 
lement régulière  »  ;  puis  :  «  La  norme  d'un  produit  d'un  nombre 
quelconque  d'expressions  régulières  complexes,  prises  dans  une 
certaine  succession,  est  égale  au  produit  des  normes  des  facteurs,  r» 
Or  dénotons  par  A  une  expression  quelconque  régulière  com- 
plexe de  l'ordre  /i"'"'",  par  M  une  autre  expression  régulière;  po- 
sons 

Li   ^=^   -Si   — t—  A'i  A-)  Zy   -f-  .  .  .  -f-  Kl  U II  Zfi. 

et  admettons  les  deux  équations 

AX  =  YAi, 
MY  =  ZMi, 

qui  représentent  deux  substitutions,  par  lesquelles  on  a  respecti- 
vement 

Xl-i-Xl   +...-4-^2    =j2_^j|   -^...-f-J^, 

7i  +71  +•  •  .  +  7^  =  -f  H-  ^1  -i-. .  .-h  ^^. 
alors  la  combinaison  des  deux  substitutions  conduit  à  l'équation 

MAX  =  ZMiAi. 

Ici,  parce  que  A  et  M  sont  des  expressions  régulières,  le  produit 
MA  jouit  de  la  même  propriété  et  la  norme  de  celui-ci  N  (MA) 
est  égale  au  produit  des  deux  normes  N  (M)  et  N  (A).  Les  résul- 
tats analogues  subsistent  évidemment  pour  une  combinaison  des 
substitutions,  faite  dans  une  certaine  suite  aussi  souvent  que  l'on 
veut,  de  sorte  que  la  combinaison  des  substitutions  est  réduite,  en 
général,  à  la  multiplication  des  expressions  régulières  complexes. 

Quant  aux  expressions  régulières  complexes  entières  de 
Vordre   n''-''''',    dans   lesquelles    tous    les   éléments   A„,    ).,o 
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A|2:ro  •••  sont  des   nombres   entiers,   il  est  clair  que  leur  nonne 
N(A)  s'égale  à  un  nombre  entier  positif.  Jetons  un  coup  d'œil  sur 
celles  dont  la  norme  est  égale  à  l'unité  ou  au  nombre  2. 
La  condition  que  l'on  ait 

N(A)=i 

est  satisfaite  seulement  par  les  2'^  expressions 

—  1 7    f'^a  ^^ù,    l^a  1^1)  ^^c  /^V/j     •  •  •  j 

qui  ont  été  dénotées  auparavant  par  I,   et  qui  constituent  les  2" 
unités  du  système  des  expressions  complexes  de  V ordre  /i'**™^. 
Un  intérêt   particulier    nous    semble    également    attaché    aux 
expressions  régulières  entières  qui  suffisent  à  l'équation 

N(A)=2. 

Toutes  ces  expressions  sont  contenues  dans  la  forme 

1(14- A>A-^), 

où />  et  ^  dénotent  un  couple  quelconque  de  nombres  différents, 
de  sorte  que  le  nombre  total  des  expressions  s'élève  à  2""'  /?(/?  —  i). 
Maintenant,  examinons  l'effet  de  la  supposition  que,  dans  l'équa- 
tion 

MY  =  ZMi, 

on  fasse  M  =  i -h  A'^A-,^,  où  p  et  q  soient  différents  de  l'unité. 
Moyennant  cela,  le  produit  MA,  qui  se  réfère  à  la  substitution 
composée,  dont  il  a  été  question,  deviendra  égal  au  produit 
(i  -h  kpkq)!^.  La  substitution  par  laquelle  les  variables  x^^  Xo^  .-., 
x,i  sont  liées  aux  variables  yi,  )'o,  ...,  j'/^  étant  désignée  comme 
précédemment,  il  est  visible  qu'alors  les  variables  .r,,  x.2^  ••.,  x,i 
sont  exprimées  par  les  variables  ^1,  z-o^  . .  .,  z„  à  l'aide  des  équa- 
tions 


X-2    =  ^21  '«l 


-h  .  .  . "-f-lqZp   +. 


-r-  7-2 j)  Z(f   —-  ,  .  .  -7-    OCi//  •'II' 


Tn  =  a 


//l  -1 


2C/)  Il  /«»//  ~:—  •  •  •  J-i 


Ici  les  coefficients  sont  dérivés  des  coefficiculs  de  la  substitution 
originale,  si  Ton  prend  négatifs  les  coefficients  de  la  ligue  verli- 
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vd\v  y"""',  et  qu'on  les  <';chan^o  ensuite  avec  les  cocfficienls  de  la 
lij^ne  verti('alc />"'""".  On  voit  donc  ([ue  la  multiplication  de  l'f;xpres- 
sion  A,  faite  à  gauche  par  l'expression  entière  i-\-ApA\^,  a  pour 
effet  de  changer  dans  la  substitution  première,  aux  signes  près,  les 
coefficients  des  lignes  verticales  correspondants  entre  eux.  (Jomme 
chaque  permutation  des  lignes  verticales  est  réductible  à  un  certain 
nombre  de  changements  de  deux  de  ces  lignes,  il  suffit  d'appliquer 
à  gauche  de  l'expression  A  comme  facteurs  successivement  les  ex- 
pressions régulières  entières  correspondantes  de  la  norme  deux, 
pour  représenter  chaque  permutation  des  lignes  verticales  de  la  sub- 
stitution donnée.  Afin  de  représenter  une  permutation  quelconque 
des  lignes  horizontales,  on  se  servira  d'une  multiplication  semblable 
à  droite  de  l'expression  A.  Tous  ces  changements  de  la  substitu- 
tion primitive  sont  signalés  par  la  propriété  caractéristique  que  nous 
avons  mentionnée  au  commencement,  que  les  valeurs  numériques 
des  coefficients  n'en  sont  affectées  en  aucune  manière. 

La  théorie  générale,  développée  dans  la  première  Partie  du 
second  Mémoire,  donne  lieu  à  une  application  exposée  dans  la 
seconde  Partie,  qui  se  réfère  au  problème  du  tétraèdre  du  plus 
grand  volume,  l'aire  des  faces  étant  donnée,  et  à  l'extension 
de  ce  problème  à  une  variété  d'un  ordre  quelconque,  dû  dC-fV. 
Boj^chardt.  Sans  entrer  dans  aucun  détail,  nous  nous  bornons  à 
faire  remarquer  que  le  rapport  qui  existe  entre  le  problème  en  ques- 
tion et  la  théorie  des  sommes  d'un  nombre  quelconque  de  carrés 
est  fondé  sur  ce  fait  que  la  substitution  contenue  dans  l'équa- 
tion désignée  par 

AX  =  YAi, 

qui  satisfait  à  l'équation 

a  en  même  temps  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 


Xi  -4-  X: 


N(A) 


—  J  ï  ~^  y  i  '^  '  '  ''^J  a  N(A)  ' 

comme  on  voit  aisément. 

En  désignant  les   quantités   complexes  à  deux  éléments  réels 

« -f- ^  V  —  ^  comme   quantités   simplement  complexes,  l'élude  de 
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la  Lransformalion  d'une  somme  de  îi  carrés  en  elle-même  est 
étendue,  dans  le  troisième  Mémoire,  au  domaine  des  quantités 
simplement  complexes.  Supposons  donnée  une  substitution 


^1  =  3CiiJi   -4-  ai272  +. .  .-4-  y-inyn, 

^2  =  «2171     ^-  «2272   +  .  .  .  +  «2«7/i, 


^n  =  ^n\y\  -f-  ««2  7-2  + 


'■  Il  11  y  ni 


où  les  variables  ^,,  .^o?  •  •  •?  ^«5  les  variables  >', ,  72^  •  •  -,  .7/?  et  les 
coefficients  a,,,  a, 2,  ...,  a„„  soient  simplement  complexes,  le  dé- 
terminant égal  à  l'unité  positive,  et  qui  vérifie  l'équation 


x\  -\-  xl-^ 


J      1 


75 


yl- 


Alors  on  s'assure,  comme  ou  l'a  exposé,  que  l'on  peut  parvenir 
toujours  à  une  substitution  dans  laquelle  le  déterminant 


an  H-  I 
«21 


«12 
a, 9+  I 


«i/i 

«2^ 


qui  sera  encore  dénoté  par  D,  a  une  valeur  différente  de  zéro. 
Par  l'introduction  d'une  quantité  simplement  complexe  quel- 
conque, différente  de  zéro,  Xo,  et  des  éléments  X^è,  définis  par  des 
expressions  parfaitement  analogues  à  celles  que  nous  avons  men- 
tionnées, on  arrive  au  système  d'équations 


Ài2^1 


A21  X^ 
IqX^ 


^n\Xn=     ^071+^1272 
'^/i2^«=  ^2171   "•"    XoJ'2 


Xi«7«> 
^myni 


^lii^l  -i-  X2«^2  +  '  .  •+    ^oX,i    =  X„|Ji-i-  X„272 


Xo7«- 


Le  déterminant  du  système  de  fonctions  linéaires  à  gauche  et 
à  droite  est  également  le  produit  de  la  puissance  Vj~"  et  d'une 
somme  de  2""'  carrés,  que  nous  désignerons  comme  auparavant  par 


Xg  +  Xf, 


■)l2 


C'est  dans  ce  moment  que  se  manifeste  d'une  manière  frappante 
la  différence  décisive  qui  existe  entre  le  domaine  des  quantités 
réelles  et  celui  des  quantités  simplement  conij^lexes.  Dans  le  pre- 
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mier  domaine  ladite  somme  de  a""^  carrés  ne  peut  jamais  s'éva- 
nouir, vu  que  la  base  T^o  du  premier  carré  est  supposée  difiérente 
de  zéro. 

Dans  le  domaine  des  quantités  simplement  complexes,  il  peut 
très  bien  arriver  qu'une  somme  de  carrés  s'évanouisse  sans  que 
les  bases  de  tous  les  carrés  deviennent  égales  à  zéro.  Mais,  dans  le 
cas  actuel,  il  y  a  une  circonstance  à  laquelle  il  faut  avoir  égard. 
La  somme  de  2'*"*  carrés  en  question  a  la  propriété  d'être  égale  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  a  pour  valeur  'i'^'k^,  le  dénomina- 
teur étant  le  déterminant  D,  différent  de  zéro.  C'est  donc  pour 
cette  raison  particulière  que  la  somme  de  2'^"'  carrés  ne  peut  pas 
devenir  égale  à  zéro. 

Ayant  dénoté  par  h  le  symbole  y,/ —  i,  qui  entre  dans  les  quan- 
tités simplement  complexes  employées  jusqu'à  présent,  nous  allons 
opérer  sur  le  dernier  système  d'équations  à  l'aide  de  symboles, 
indépendants  de  h,  qui  seront  dénotés  comme  auparavant  et  pour 
lesquels  sont  applicables  les  mêmes  règles  de  calcul.  Au  cas  de 
/?  =  2  le  système  de  deux  équations 

Xi2a7i4-Xo^2    =    ^2lJlH-Xo72 

est  réuni  à  l'égalité 

(XoH-  tl2>^12)(^l-!-  tl2-2^2)  =  (jl-l-  fl2j2)(Xo—  /12X12), 

OÙ  le  symbole  î, 2  satisfait  à  la  condition 


1 2 


[. 


Si  nous  exprimons  Iq  et  À<o  parleurs  parties  réelles  a^o,  «to> 

Xq  =  ^00-4- /i<^]0?  X12  ^=  <3r.oi  4- Artii, 

nous  avons  dans  l'équation  présente  l'expression  biconiplexe  de 
V ordre  deuxième 

Xo  +  ^12  X12  =  <^oo+  ha\Q  -h  ^12(^01  H~  fif^w  )i 

qui  jouit  de  la  propriété  que  le  résultat  de  la  multiplication  de 
deux  ou  plusieurs  telles  expressions  est  indépendant  de  chaque 
permutation  ou  de  chaque  recueillement  des  facteurs.  La  norme 
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de  l'expression  Ao+  ^i2^m2  sera  définie  par  l'équation 

et  c'est  cette  norme,  dont  nous  avons  signalé  la  propriété  de  ne 
pas  s'évanouir  dans  l'équation  correspondant  à  la  transformation 
donnée  d'une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même. 

Au  contraire,  comme  il  est  bien  facile  de  faire  en  sorte  que 
pour  une  expression  \q-\-  i{^\\2  la  norme  devienne  égale  à  zéro, 
sans  que  Xq  s'évanouisse,  formons  avec  une  expression  de  ladite 
qualité  le  système  de  deux  équations 

\^Xi-\-\Qœ.i   =  X2171  H- X0JK2? 

et  suivons-en  les  conséquences.  Evidemment  on  peut  lui  donner 
la  forme  suivante 

\qXi —  hX^^y^  =  XoJ'i —  hli^hxz, 
—  hXi2Xi  +  XoAjK2  =  —  ^i^2i  JK1-+-  ^^oh^ï-> 

laquelle  conduit,  par  l'application  du  symbole  1^21  à  l'équation 

(Xo—  ii2/iXi2)(^i-l-  H^Jiy-i)  =  (71+  inhXi){\Q-\-  U^hln). 
Présentement  la  norme 

N(Xo— /i2/iXi2)  =  X2-Xf, 

est  nécessairement  différente  de  zéro.  L'équation  trouvée  a  donc 
pour  effet  d'exprimer  les  variables  x^  et  Jiv^  comme  de  telles 
fonctions  linéaires  des  variables  7',  -\-  Iix^-,  que  l'équation 

soit  satisfaite.  Il  est  donc  démontré  que  l'expression  bicomplexe 
^  0  4-  ^i2^M2?  dont  la  norme  est  égale  à  zéro,  correspond  à  la  trans- 
formation indiquée  d'une  différence  de  deux  carrés  en  elle-même. 
En  elfet,  l'équation  de  transformation  dont  il  s'agit  provient  de 
l'équation 

x\  +^|  =7Î +J2, 


en  faisant  la  transposition  suivante  de  carrés  multipliés  par  Tunilé 

7-2   -,'2    _   yl  V.2 


négative 
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I^'exprcssioii  inlrodiillo 

peut  être  envisagée  comme  une  quantité  complexe  formée  de 
quatre  éléments  réels  indépendants  à  l'aide  de  quatre  unités  i,  //, 
1,2,  hii2]  cette  quantité  complexe  étant  du  genre  de  celles  pour 
lesquelles  les  règles  de  l'addition,  soustraction,  multiplication 
coïncident  avec  les  règles  applicables  pour  le  domaine  des  quan- 
tités réelles.  Les  quantités  complexes  pareilles,  formées  de  n  élé- 
ments réels  à  l'aide  de  n  unités,  sont  mentionnées  dans  le  Mé- 
moire de  M.  Frobenius  :  Ueber  lineâre  Substiliitionen  und 
hilineâre  Forinen  [Journal f.  Mathematlk ,  t.  8i,  p.  69);  elles 
sont  traitées  amplement  dans  une  Communication  de  M.  Weier- 
strass,  adressée  à  M.  Schwarz  :  Zar  Théorie  der  ans  n  Hanpt- 
euiheiteii  gebildeteii  complexen  Grosseii  et  dans  une  Commu- 
nication de  M.  Dedekind,  ayant  le  même  titre  {Nachrichten  d. 
k.  Ges.  d.  fj  iss.  zu  GôtLingen,  i  2  novembre  1884  et  2,3  mars  i885). 
Pour  comparer  les  représentations  différentes  des  quantités  com- 
plexes à  quatre  éléments  réels  indépendants,  cherchons  l'expres- 
sion explicite  des  quantités  I0+  ^i2^m2  dont  la  somme  s'évanouit 
sans  que  \q  s'annule.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  ).,2  doit  être  égal 
à  JiXq  ou  à  — A^^oî  en  conséquence, 

ou 

La  quantité  respective  )vo-f-ii2A,2  devient  donc  égale  à  l'une 
des  deux  expressions 

«00(t+  /"'l2)+  ^'flo(/i—  «'12  j, 
OU 

rtoo(l—   ldi-2)'^Cf^(^{ll-\-  «,,). 

Une  quantité  complexe,  dont  les  éléments  réels  ne  sont  pas  tous 
égaux  à  zéro,  mais  qui  est  telle  que  le  produit  de  cette  quantité 
par  une  autre  quantité  pareille  s'évanouit  identiquement,  est 
nommée  par  M.  Weierstrass  un  diviseur  de  zéro.  En  conséquence, 
une  quantité  complexe  )^o+^i2^i2?  dont  la  norme  s'évanouit, 
tandis  que  \)  n'est  pas  nul,  est  un  diviseur  de  zéro.  Chaque 
JUiU.  clos  Sciences  niaf/w/ti.,  ■.>."  srric.  I.  \.  (  Vdùl  iSSfî.)  i3 
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quantité  complexe  ).o  +  ^i2^M2  peut  être  mise,  à  l'aide  des  expres- 
sions précédemment  obtenues,  sous  la  forme 

'1  1 

I  —  /? i, 2        ,  .  h  -^  1 1 , 

+  (  «00  —  «1 1  ) 1-  (  «10  +  «01  ) ■■  > 

qui  coïncide  avec  la  forme  générale  proposée  par  M.  Weierstrass, 
si  l'on  remplace  les  quatre  unités  fondamentales  simplifiées  (') 
par  les  combinaisons 

I  +  /?ïi9  ■  h  —  ii-i 

1  x 

I  —  hi\'>  h  H-  ip 

C3  =  ^ ,  Ci.  = , 


ces  quatre  expressions  ne  contenant  que  les  trois  unités  indépen- 
dantes I,  A,  i^2' 

Dans  les  cas  où  /i>3,  c'est  par  les  procédés  exposés  que  l'on 
ajoute  aux  n  équations  indiquées  2''~'  —  n  équations  qui  en  sont 
déduites,   et  que  l'on   réunit  le   système    complet  au   moyen  de 

l'équation  symbolique 

AX  =  YA,, 

où  toutes  les  définitions  sont  conservées  et  où 

A  =  Ao  -h  A'i  /i2  A12  +  •  •  •  -r-  A'i  kl  /13  A"4  Ai23v  -j-  .  .  . 

est  dite  une  expression  bicomplexe  de  V ordre  rC''^^ .  Le  produit 
de  A  par  l'expression  conjuguée 

A'  =   Ao  H-  A2  /il  A12  +  .  .  .  -+-  A'4  A'3  /i2  A'i  Ai23i  "4-  .  .  . 


(')  Pcut-èlrc  il  ne  sera  pas  inutile  de  rappeler  l'attcnLion  au  fait,  que  ces  unités 
fondamentales  simplifiées  dans  le  Mémoire  de  M.  Weierstrass  sont  désignées  res- 
pectivement par  ^^i^^  et  ^M^^,  et  que  pour  elles  les  règles  des  opérations  sont  con- 
tenues dans  les  règles  des  opérations  pour  les  composants  et  dans  les  deux  équa- 
tions marquées  (20)  et  (24). 

Dans  le  troisièino  INfcmoiiT  de  mon  'l'raité,  arl.  1,  formule  (2')),  il  faut  lire 

e,  -H  e,  -^  I , 
aii.  '2,  formule;  (lo)  parcillcmcnl,  p, -F  ^^-H.  .  .-r  <?       ~  i. 
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donne  la  norme 


N(A)  =  X5-i-Xf2-i-...-f-ÀÎ 


2  3  V 


qui  est  égale  à  une  quantité  simplement  complexe,  et  qui  sous  la 
supposition  actuelle  ne  peut  pas  s'évanouir,  comme  nous  l'avons 
mentionné  auparavant. 

Pareillement,  on  conclut  que  toutes  les  substitutions  du  déter- 
minant I  qui  satisfont  à  l'équation 

X^  -h  X^  -\-  •  .  .-+-  Xjl  =  Z-y  -\-  Z^  -T-...-f-  Zfi 

sont  exprimées  par  l'équation  symbolique 

JAX  =  ZJiAi. 

Si  l'on  a/i=:3,  l'expression  bicomplexe  JA  coïncide  avec  le 
hiquaternion  dont  la  définition  est  introduite  par  Hamilton  dans 
les  Lectures  on  Quaternions,  p.  689.  Pour  ji  ^  4?  il  faut  distin- 
guer d'un  côté  les  expressions  hiconiplexes  de  V ordre  /i^*-'™^ 

(i>  =  cpo --h  kl  /:2 912  -H  •  •  •  +  f<\  1^1  >^"3 /n ^1234 -+-..., 

oii  les  éléments  simplement  complexes  cpo,  c5,2,  ...  ne  sont  assu- 
jettis à  aucune  condition,  et  de  l'autre  les  expressions  régulières 
bicomplexes  de  V ordre  n^'^"^^^  qui  sont  réductibles  à  la  forme 

JA. 

Les  expressions  régulières  bicomplexes  sont  signalées  par  des 
propriétés  caractéristiques  tout  à  fait  analogues  à  celles  des  ex- 
pressions régulières  complexes,  et  la  combinaison  des  substitutions 
par  lesquelles  une  somme  de  n  carrés  est  transformée  en  elle-même 
est  représentée  pareillement  par  la  multiplication  des  expressions 
régulières  bicomplexes. 

Nous  avons  vu  que,  sous  les  suppositions  admises  dans  les  re- 
cherches que  nous  venons  d'exposer,  il  ne  peut  pas  arriver  que, 
dans  le  système  d'équations 

Xo^i-4-  liiTo  -h.  .  .+  X,,,.r,i  =   Xoji  -^  X,272  -^. .  .-i-  ^1/;JKh, 

.TTl-H    Xo'2^2    +•  .  --^  ^«2^«=  ^^2ljl  -^    X0J2    -^•-  .-i-  X2«J„, 


.12-'  1 


X,,i.r,  H-  A2,^.r2-^  . .    -i-  lo-^n  =  X„i^7'i+  X,,272  +  . . .-+-  Xo7«, 
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le  déterminant  correspondant  des  deux  côtés  que  nous  désignons 
par 

s'évanouisse.  Par  contre,  supposons  les  éléments  ).o  et  \ab  choisis 
ainsi,  que  Ao  soit  différent  de  zéro,  mais  N(A)  =  o. 

Cela  étant,  il  est  toujours  possible  de  distribuer  les  nombres  2, 
3,  ...,  n  en  deux  groupes  qui  soient  dénotés  respectivement  par 
rt,,  b^^  ...,  di  et  a,  b,  ...,  l  dans  le  but  suiv^ant.  Le  système 
donné  d'équations  est  mis  sous  une  forme  telle  que  l'on  a  à  gauche 
les  quantités  variables 

à  droite  les  quantités  variables 

et  que  pour  ce  nouveau  système  le  déterminant  des  fonctions  à 
gauche  et  à  droite  aura  la  même  valeur,  qui  différera  nécessaire- 
ment de  zéro.  Ledit  système  représente  une  substitution  oii  le 
premier  système  de  variables  est  exprimé  par  le  second,  et  qui  sa- 
tisfait à  l'équation  de  transformation 

^f -i-^.l.  -f-...  +  ^;i  +(A7a)2-+-...^-(Aj/)2 
=  jf +7.1  +.-.  +  J.7,  +(A^a)2  +  ...+  (A^/)2. 

D'ailleurs  cette  équation  se  change  dans  la  relation 

.rf  ^xl  -^...^xl  =yl  -^yl  -i-...-^yl 

eu  transposant  les  carrés  correspondants,  multipliés  par  l'unité 
négative,  au  coté  opposé. 

Enfin  nous  nous  permettons  de  faire  remarquer  que  la  méthode 
exposée  de  la  transformation  d'une  somme  de  n  carrés  en  elle- 
même  est  également  applicable  à  la  transformation  d'une  forme 
quadratique  de  ii  variables  en  elle-même,  dans  le  domaine  des 
(piantités  simplement  complexes,  et  que  dans  le  domaine  des  quan- 
tités réelles  la  méthode  n'est  pas  seulement  appropriée  rus.  fonnes 
quadratiques  essentiellement  positiçes,  mais  aussi  aux  yb/v;?^^ 
quadratiques  indéfinies,  qui,  si  on  les  change  dans  une  somme 
de  carrés,  contiennent  une  partie  de  carres,  mulllpllés  par  l'unité 
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positive,  les  carrés  rcslaiU  niiillij)li(''S  par  runilé  nt'<^alivc,  cl  où  le 
nombre  des  deux  parties  est  indépendant  de  la  substitution  clioisie 
selon  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques. 


Mi:LAN(ii:s. 

LA  CONSTITUTION  DES  ÉLÉMENTS; 
Par  m.  Pâli.  TAN.NKKV. 

1.  Dès  le  milieu  du  v^  siècle  avant  J.-C,  ai-je  dit,  il  a  du  exister 
un  Traité  de  Géométrie  portant  le  nom  de  Pythagore  et  présentant 
déjà  le  même  cadre  que  les  Eléments  d'Euclide.  Quels  progrès 
successifs  ont  amené  cette  première  ébauche,  sans  doute  bien  im- 
parfaite encore,  à  la  forme  classique  qui  devait  s'imposer  à  l'en- 
seignement? Voilà  ce  qu'il  serait  intéressant  de  connaître. 

Proclus,  dans  son  résumé  historique,  nous  a  conservé  les  noms 
de  trois  ou  quatre  auteurs  à^ Eléments  antérieurs  à  Euclide:  Hip- 
pocrate  de  Ghios,  Léon,  Theudios  de  Magnésie,  Hermolime  de 
Goloplion  (^).  Mais  ces  noms  nous  sont  inconnus,  sauf  le  premier, 
et  les  renseignements  que  nous  possédons  sur  Hippocrate  sont 
relatifs  à  des  travaux  en  dehors  du  cadre  d'Euclide  ;  il  nous  faut 
donc  chercher  ailleurs. 

Il  est  à  remarquer  que  Proclus,  quand  il  parle,  soit  des  travaux 
d'Hermotime,  soit  de  ceux  d'Euclide,  indique  chaque  fois,  comme 
précurseurs,  deux  géomètres  qu'il  ne  cite  pas  comme  auteurs 
à^ Eléments,  mais  sur  les  travaux  desquels  il  a  spécialement  attiré 
l'attention.  Il  semble  donc  que  ces  deux  géomètres,  Eudoxe  et 
Théétète,  soient  en  réalité  ceux  qui  aient  joué  le  rôle  le  plus  im- 
portant dans  le  développement  de  la  Géométrie,  de  Pjthagore  à 
Euclide. 

Est-il  permis  de  préciser  ce  rôle  pour  chacun  d'eux,  de  déter- 
miner les  théories  spéciales  qui  leur  sont  dues? 


(')  Il  n'est  pas  très  clair  que  ce  dernier  ail  eilcctivenient  composé  des  Elé- 
ments. 
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2.  Sur  la  part  d'Eudoxe  dans  la  constitution  des  Eléments, 
nous  possédons  deux  données  positives,  d'une  importance  capitale, 
et  qui  suffiraient,  sans  ses  autres  travaux,  trop  souvent  dépréciés 
par  l'ignorance,  pour  assurer  au  Gnidien  un  rang  parmi  les  pre- 
miers génies  de  l'antiquité. 

Un  scholie  anonyme  sur  Euclide  (peut-être  provenant  de  Pro- 
clus)  (')  dit  que  le  Livre  V  d'Euclide,  lequel  contient  la  théorie 
des  proportions,  conçue  généralement  et  comme  applicable  à 
l'Arithmétique  et  à  la  Musique  aussi  bien  qu'à  la  Géométrie  (-), 
est  une  invention  d'Eudoxe. 

Archimède  (Préface  Sur  la  sphère  et  le  cylmdre)  lui  attribue 
expressément  la  mesure  de  la  pyramide  et  du  cône,  c'est-à-dire, 
en  somme,  ce  que  le  Livre  XII  contient  de  véritablement  capital. 
Il  nous  dit  ailleurs  (Préface  de  la  Quadrature  de  la  parabole) 
que  les  deux  théorèmes  sur  ces  mesures,  ainsi  que  ceux  qui  con- 
cernent la  proportionnalité  des  aires  de  deux  cercles  aux  carrés 
de  leurs  rayons  et  des  volumes  de  deux  sphères  aux  cubes  de  leurs 
rayons^  ont  été  démontrés  à  l'aide  d'un  lennne  semblable  à  celui 
dont  il  se  sert  lui-même  (•^). 

Or  ce  lemme  se  retrouve^  sous  une  forme  dlfTérente  il  est  vrai, 
mais  qui  ne  l'altère  pas,  dans  la  déf.  4  du  Livre  V  d'Euclide,  c'est- 
à-dire  celui  dont  le  fond  est  attribué  à  Eudoxe  par  le  scholiaste 
anonyme  (^).  Quoique  le  théorème  sur  la  proportionnalité  des 
aires  de  deux  cercles  fût  déjà  connu  d'Hippocrate,  on  peut  donc 
considérer  Eudoxe  comme  le  véritable  auteur  du  principe  qui, 
pendant  toute  l'antiquité,  a  tenu  le  rôle  que  joue  aujourd'hui  le 
principe  des  limites;  car,  s'il  ne  l'a  peut-être  pas  formulé  le  pre- 
mier, il  a  su,  avant  tout  autre,  montrer  la  fécondité  de  ses  appli- 
cations; il  a  été  ainsi  le  véritable  précurseur  d'Archimède  pour 
les  quadratures  et  les  cubatures. 


(')  Knociie,  Untersuchimgen  ûber  die  neii  aufgefundenen  Scholien  des  Pro- 
klus  zu  Euclid's  Elementen,  Ilerford,  i8(ij. 

(-)  C'est  sans  doute  par  là  qu'il  faut  expliquer  l'expression  de  théorèmes  géné- 
raux (xa06).ou)  attribués  à  Eudoxe  dans  le  résumé  de  Proelus. 

(')  Sous  une  forme  un  peu  modernisée.  «  Si  deux  quantités  (liiïnes,  surfaces 
ou  volumes)  sont  inégales,  leur  différence,  ajoutée  à  elle-même  un  nombre  de  fois 
suffisant,  finira  par  dépasser  toute  (juantité  donnée  de  même  ordre.  » 

(')  Il  va  sans  dire  qu'Euelide  se  sert  de  cette  définition  pour  la  démonslralion 
des  théorèmes  dont  il  s'agit. 
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3-  Le  premier  témoignage  (jiie  nous  avons  elle  exige  peiiL-être 
eertaines  explications. 

La  difTcrence  la  plus  saillante  que  présente  la  Géométrie  j)lane 
(l'Euclide  (ses  six  premiers  Livres)  avec  les  Traités  élémentaires 
modernes  consiste  eu  ce  que  les  Grecs  introduisaient  aussi  tard 
que  possible  la  notion  de  similitude.  En  fait,  elle  n'apparaît  qu'au 
Livre  VI;  les  triangles,  les  parallélogrammes,  le  cercle,  les  poly- 
gones réguliers  ont  déjà  été  étudiés  dans  toutes  leurs  propriétés 
essentielles;  il  ne  s'agit  plus  que  de  traiter  à  part  ce  qui  concerne 
les  figures  semblables,  sans  se  servir  d'aucune  de  leurs  propriétés 
pour  démontrer  des  théorèmes  dont  l'énoncé  ne  les  suppose  pas. 

Euclide  emploie  d'ailleurs,  dès  son  premier  Livre,  pour  ses  con- 
structions et  pour  ses  démonstrations,  un  artifice  spécial  qui  sup- 
plée souvent  pour  lui  la  théorie  de  la  similitude.  Si,  par  un  point 
quelconque  d'une  diagonale  d'un  parallélogramme,  on  mène  des 
parallèles  aux  côtés ,  on  divisera  le  parallélogramme  en  quatre 
autres,  deux  péridiaraétraux  (traversés  par  la  diagonale)  sem- 
blables entre  eux,  et  deux /7ar<2/>/<?/'ome5  (compléments)  équiva- 
lents entre  eux,  et  dont  les  côtés  sont  par  conséquent  réciproques. 
Cette  équivalence  se  démontre  directement  de  la  façon  la  plus 
simple,  et  Euclide  a  dès  lors  le  moyen,  par  exemple,  de  construire, 
sans  employer  le  mot,  une  quatrième  proportionnelle,  comme 
second  côté  d'un  paraplérôme  dont  le  premier  côlé  est  connu 
avec  le  paraplérôme  correspondant.  Il  suffit  d'achever  la  figure 
parallélogrammique. 

Or  il  est  difficile  de  croire  que  cette  singularité  historique  cor- 
responde réellement  à  la  marche  du  développement  de  la  Géomé- 
trie, (jommeje  l'ai  déjà  remarqué,  le  principe  de  similitude  est 
supposé  par  les  arts  du  dessin,  dès  leurs  premières  tentatives;  sa 
connaissance  est  bien  constatée  chez  les  Egyptiens  et  l'on  peut 
d'autant  moins  refuser  à  Pythagore  d'en  avoir  eu  pleine  conscience, 
que  la  tradition  la  plus  constante  lui  attribue  l'emploi  de  la  pro- 
portion géométrique.  On  est  donc  amené  à  penser  que  la  Géomé- 
trie de  Pythagore  ne  procédait  nullement  comme  celle  d'Euclide, 
qu'elle  suivait  plutôt  une  marche  bien  plus  voisine  de  celle  de  nos 
Traités  élémentaires. 

Mais,  à  l'origine,  on  fondait  la  corrélation  entre  la  Géométrie  et 
l'Arithmétique  Sur  la  proportion  géométrique  dans  l'hypothèse  de 
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la  commensurabilité  de  toutes  les  grandeurs,  hjpothèse  certaine- 
ment aussi  naturelle  qu'elle  est  fausse,  et  qui,  à  l'époque  où  Platon 
écrivait  les  Lois,  était  encore  très  répandue.  La  découverte  de 
l'incommensurabilité  par  Pvthagore  dut  donc  causer,  en  Géomé- 
trie, un  véritable  scandale  logique,  et,  pour  y  échapper,  on  dut 
tendre  à  restreindre  autant  que  possible  l'emploi  du  principe  de 
similitude,  en  attendant  qu'on  fut  arrivé  à  l'établir  sur  une  théorie 
de  la  proportionnalité  indépendante  de  l'hypothèse  de  la  commen- 
surabilité. 

C'est  à  Eudoxe  qu'appartient  la  gloire  d'avoir  créé  cette  théorie, 
puisque  c'est  là  l'objet  du  Livre  V  des  Eléments  ;  la  rigueur  en 
est  incontestable,  et,  si  l'embarras  de  la  forme  géométrique  a  été 
LUI  motif  pour  l'abandonner,  il  serait  facile  de  l'en  dégager,  et 
elle  soutiendrait  alors  sans  aucuu  désavantage  la  comparaison  avec 
les  expositions  modernes,  si  souvent  défectueuses  (*). 

A.  Il  semble  donc  que,  entre  Pythagore  et  Euclide,  la  Géomé- 
trie plane  ait  subi  dans  son  ensemble  un  remaniement  profond, 
dont  le  moment  décisif  aura  été  le  travail  d'Eudoxe  sur  les  propor- 
tions. Ce  travail,  en  réalité,  n'appartient  pas  à  la  Géométrie  pro- 
j)rement  dite,  et,  en  bonne  logique,  il  eût  convenu  de  le  placer  en 
tête  àe,s  E lénieiits ;  mais,  pour  être  adopté,  cet  ordre  était  trop  en 
désaccord  avec  la  tradition  et  avec  la  gradation  des  difficultés. 
Euclide  fut  donc  conduit  à  procéder  suivant  une  tout  autre 
marche. 

Les  circonstances  que  je  viens  d'essayer  de  retracer  ont  eu  une 
conséquence  spéciale  sur  laquelle  je  crois  utile  d'appeler  l'atten- 
tion. 

Le  principe  de  similitude  se  démontre  en  emplovant  le  postula- 
tum  des  parallèles;  mais,  inversement,  en  formulant  le  principe 
sous  une  forme  suffisamment  simple  et  en  l'admettant  a  priori, 
on  pourrait  s'en  servir  pour  démontrer  le  postulatum  des  paral- 
lèles. La  formule  choisie  peut  enfin  être  assez  claire  pour  lutter 
d'évidence  intuitive  avec  le  postulatum  ('),  et  si  on  les  proposait 

(')  Duhamel  {Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  l.  I,  p.  i-6,  clc.)  a  suffisam- 
riiciiL  IruiLc  celle  question  pour  que  je  n'insisle  pas. 

(^)  Par  exemple,  le  rupporl  entre  riiypolénuso  d'un  Iriangie  reclangle  et  un 
eôié  de  l'angle  droil  csl  conslanl,  si  l'angle  compris  reste  le  même. 
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à  quelque  ouvrier,  i*;noranL  en  Gcométrie  mais  familier  avee  les 
pratiques  de  son  arl,  il  y  aurait  souvent  chance  pour  cpi'il  pronon- 
çât en  faveur  du  principe  de  similitude. 

Il  ne  faut  pas  évidemment  se  représenter  la  Géométrie  de  Py- 
thagore  comme  arrivée  au  degré  de  perfection  qui  date  d'Euclide. 
La  forme  des  démonstrations  devait  être,  en  général,  aussi  rigou- 
reuse, mais  le  nombre  des  vérités  admises  comme  primordiales 
était,  sans  doute,  beaucoup  plus  considérable,  et,  si  Ton  met  à 
part  les  travaux  originaux  d'Eudoxe  et  de  Théétète,  le  progrès  dut 
consister,  en  ce  qui  concerne  le  domaine  (\gs  Eléments,  beaucoup 
moins  dans  la  découverte  de  propriétés  nouvelles  que  dans  la  ré- 
duction des  axiomes.  Or  il  me  semble  hors  de  doute  que  du  mo- 
ment où  l'abstraction  géométrique  commença,  elle  dut  admettre 
sur  le  même  pied,  sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  d'une  part, 
le  principe  de  similitude,  dérivé  des  arts  du  dessin,  de  l'autre,  le 
postulatum  des  parallèles,  qui,  peut-être,  provient  plutôt  de  l'ar- 
pentage. Si,  plus  tard,  Tun  des  deux  principes  passa  au  second 
plan,  ce  ne  fut  pas  pour  quelque  raison  a  priori,  qui  n'existe  pas, 
mais  bien  parce  que  la  similitude  fut  reconnue  dépendre  d'une 
théorie  générale,  laquelle  n'était  point  suffisamment  élucidée.  Ainsi 
l'ordre  que  nous  continuons  à  suivre  à  cet  égard  n'a  qu'une  va- 
leur simplement  historique. 

5.  J'ai  déjà  eu  l'occasion  d'indiquer,  à  propos  d'un  passage  du 
résumé  historique  de  Proclus  ('),  comment  Bretschneider  avait 
été  amené  à  voir,  dans  les  démonstrations  analytiques  adjointes 
aux  premières  propositions  du  Livre  XIII  des  Eléments,  le  débris 
d'un  travail  d'Eudoxe;  il  a  semblé,  d'après  cela,  que  le  Cnidien 
avait  également  apporté  une  contribution  importante  à  la  théorie 
des  polyèdres  réguliers,  objet  de  ce  Livre,  théorie,  nous  le  savons, 
déjà  ébauchée  par  Pytliagore. 

Mais  cette  conclusion  tombe,  si,  comme  j'ai  essayé  de  le  mon- 
trer, l'interprétation  de  Bretschneider  est  inexacte.  Tout  au  con- 
traire, le  témoignage  de  Suidas  peut  être  invoqué  pour  affirmer 
que  c'est  à  Théétète,  non  à  Eudoxe,  qu'a  été  emprunté  comme 
fond  le  Livre  XIII  d'Euclide  (^). 


(')  Voir  Bulletin,  1886,  p.  69. 

(')  «  TlicctcLc,  d'Alhcncs,  astrologue,  philosophe,  disciple  de  Socrate,  enseigna 
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Si  l'autorité  de  Suidas  est  souvent  sans  valeur,  sa  donnée  peut 
recevoir  une  confirmation  sérieuse  d'après  la  nature  d'un  travail 
qu'on  est  unanime  pour  attribuer  à  Théétète. 

Dans  le  dialogue  auquel  Platon  a  donné  le  nom  de  son  condis- 
ciple se  trouve  un  précieux  document  :  Théodore  de  Gyrène,  leur 
maître  commun  en  Géométrie,  avait  composé  un  Ouvrage  sur  les 
lignes  pouvant  une  surface  (^)  (côtés  des  carrés  ayant  cette  sur- 
face) comme  de  trois  pieds,  de  cinq  pieds,  pour  montrer  qu'elles 
sont  incommensurables  en  longueur  à  la  ligne  d'un  pied,  et  il  avait 
ainsi  examiné  successivement  toutes  ces  lignes  jusqu'à  celle  pou- 
vant 1  7  pieds. 

Théétète,  encore  tout  jeune,  est  représenté  par  Platon  comme 
s'élevant  au  concept  général  de  la  ligne  racine  carrée  incommen- 
surable d'une  aire  rationnelle,  ligne  qu'il  appelle  ouvaasvy)  (pv]Tyi 
ûuvaixsi  aovov  (TUfxasTpoç  d'Euclide  =  rationnelle  commensurable  en 
puissance  seulement),  tandis  qu'il  appelle  [jl^xo;  (longueur)  la  ra- 
cine carrée  commensurable  {pr\T^  [xr^xei  GujxuLsxpoç  d'Euclide  =  ration- 
nelle commensurable  en  longueur). 

On  a  vu  là  un  motif  suffisant  pour  regarder  Théétète  comme  le 
fondateur  de  la  théorie  des  incommensables,  telle  qu'elle  est  ex- 
posée dans  le  Livre  X  d'Euclide,  avec  une  terminologie,  toutefois, 
quelque  peu  modifiée,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir.  En  y  joignant 
le  Livre  XIII,  on  a  de  la  sorte  un  ensemble  de  travaux  qui  peuvent 
n'avoir  point  l'importance  de  ceux  d'Eudoxe,  mais  suffisent  pour 
placer  Théétète  au  rang  que  lui  assigne  le  résumé  historique  de 
Proclus. 

6.  Il  convient  de  faire  ressortir  la  liaison  singulière  qui  existe 
entre  les  deux  Livres  précités  d'Euclide,  liaison  qui  fournit  la  con- 
firmation dont  peut  avoir  besoin  la  donnée  de  Suidas. 

L'objet  du  Livre  XIII  semble  moins,  en  fait,  être  la  construction 


à  Hcraclée.  Il  écrivit  le  premier  «  les  cinq  solides  »  comme  on  les  appelle.  Il  vi- 
vaiL  après  la  guerre  du  Péloponnèse. 

»  ThééLète,  d'iléracléc  du  Pont,  philosophe,   disciple  de  Platon.  » 
Il  est  probable  que  les  deux  Notices  se  rapportent  au  même  personnage. 
(')  Je  considère  le  texte  actuel  de  Platon  comme  corrompu  par  la  substitution 
du  mot  ôuvaixiç  (puissance)  au  mot  techni(jue  ôyva[jL£vri  (pouvant).    Voir  mon  ar- 
ticle :  La  langue  tnathéniatique  de  Platon,  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des 
Lettres  de  Bordeaux  (fasc.  o,  p.  9')  ;  iSS.'î). 
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des  polyèdres  réguliers  et  leur  inscription  dans  la  sphère  (\ii'0- 
hlèmcs  dont  on  peut  très  bien  attribuer  la  solution  à  Pvtliagore), 
que  la  dètcrminalion  des  rapports  (pi'ont  entre  eux  et  avec  le  rayon 
de  la  splière  les  côtés  des  cinq  polyèdres.  Cette  question  avait  dû 
se  poser  déjà  pour  Pythagore,  mais  il  n^avait  évidemment  pu  la 
mener  à  bout;  car,  s'il  découvrit  l'incommensurabilité  de  lignes 
fournies  par  les  constructions  géométriques,  ses  travaux  ne  parais- 
sent pas  avoir  été  bien  loin  dans  cette  voie.  En  tout  cas,  l'Ouvrage 
publié  par  ses  disciples  ne  devait  renfermer,  sur  celte  question, 
que  la  démonstration  de  l'incommensurabilité  de  la  diagonale  au 
côté  du  carré  ('),  puisque  Théodore  de  Cyrène  reprit  la  question 

àv/3C^). 

Pour  arriver  au  but  dont  il  s'agissait,  nous  employons  des  no- 
tations algébriques;  les  Grecs  imaginèrent  de  classer  les  irration- 
nelles fournies  par  les  constructions  géométriques,  et  le  Livre  X 
nous  fournit  ce  classement,  avec  les  propriétés,  non  seulement 
pour  l'équation  du  second  degré  et  pour  l'équation  bicarrée  à  coeffi- 
cients rationnels,  mais  même  en  partie  pour  l'équation  tricarrée. 

Le  Livre  XIII  s'appuie  immédiatement  sur  ce  classement;  ainsi 
telle  ligne  que  nous  déterminons  comme  différence  de  deux  radi- 
caux est  déterminée  en  tant  c[u\fpotome;  telle  autre,  de  la  forme 

sj p -\- \J p-  —  ^,  est  suffisamment  désignée  comme  majeure 
((ji.£ii^o)v).  Si  l'on  observe,  d'autre  part,  que  ce  Livre  contient  plu- 
sieurs théorèmes  qu'Euclide  aurait  certainement  mieux  placés  dans 
le  quatrième,  où  il  traite  des  polvgones  réguliers,  on  est  facile- 
ment induit  à  penser  que  l'on  se  trouve,  pour  le  Livre  XIII,  en 
présence  d^un  ensemble  introduit  dans  les  J^ lé ments  avec  très  peu 
de  modifications.  Dès  lors,  les  théories  du  Livre  X,  qui  y  sont 
employées,  apparaissent  comme  provenant  sans  doute  du  même 
auteur,  c'est-à-dire  de  Théélète,  conformément  aux  données  éma- 
nant de  Platon  et  de  Suidas. 


(')  Démonstration  qui,  au  témoignage  d'Aristotc,  se  faisait  par  l'absurde,  on 
prouvant  qu'un  nombre  devrait  être  à  la  fois  pair  et  impair.  Ce  semble  donc  être 
celle  qu'on  trouve  précisément  à  la  fin  du  Livre  X  d'Euclide. 

(^)  Je  crois  inutile  d'insister  sur  la  difficulté  que  semblent  avoir  éprouvée  les 
premiers  géomètres  à  s'élever  aux  généralisations  les  plus  simples,  diflicultés  ilont 
le  témoignage  de  Platon  nous  fournit  un  exemple  si  curieux;  on  en  a  déjà  vu  un 
autre  (Geminus  dans  Eutocius  sur  Apollonius,  p-  9)  à  propos  du  Ihéorème  sur  la 
somme  des  trois  angles  d'un  triangle. 
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Il  est  à  peine  ullle  de  faire  remarquer  qu'on  ne  peut  nullement 
conclure  de  là  que  le  Livre  X  tout  entier  soit  dû  à  Théétète  ;  tout 
au  contraire,  il  est  assez  probable  que  la  plus  grande  partie  de  la 
nomenclature,  que  ne  suppose  pas  le  Livre  XIII,  est  postérieure, 
et  Tétat  d'imperfection  sensible  où  Euclide  laisse  cette  théorie 
peut  môme  indiquer  que,  avant  lui,  elle  n'avait  guère  été  travaillée 
depuis  son  fondateur  ('). 

7.  Ainsi  nous  avons  pu,  avec  une  probabilité  plus  ou  moins 
grande,  reconstituer  le  rôle  des  deux  géomètres  qui  nous  sont  in- 
diqués comme  ayant  exercé  la  plus  grande  influence  sur  la  doctrine 
des  Eléments. 

Il  nous  reste,  pour  contrôler  le  résultat  de  nos  recherches,  à 
passer  rapidement  en  revue  les  données  précises  que  nous  possé- 
dons sur  les  travaux  géométriques  des  pythagoriciens,  et  à  examiner 
si,  entre  les  théories  dont  il  convient  de  leur  supposer  la  connais- 
sance et  celles  que  nous  avons  attribuées  à  Eudoxe  et  à  Théétète, 
ne  se  trouverait  pas  quelque  lacune  importante;  dans  ce  cas,  nous 
ne  saurions  guère  qui  l'aurait  comblée. 

Je  relève  exclusivement  ce  qui  concerne  la  Géométrie,  en  sui- 
vant, d'ailleurs,  l'ordre  théorique. 

a.  (Pf'oclus,  p.  379).  —  ((  Eudème,  le  péripatéticien,  fait  re- 
monter aux  pythagoriciens  l'invention  de  ce  théorème  (Euclide, 
I,  32)  que,  dans  tout  triangle,  la  somme  des  angles  intérieurs  est 
égale  à  deux  droits.  Il  dit  qu'ils  le  démontrent  comme  suit  : 

»  Soit  le  triangle  ABC;  menez,  par  A,  DE  parallèle  à  BG. 
Puisque  BG,  DE  sont  parallèles  et  que  les  angles  alternes-internes 
(£vaX)va;)  sont  égaux,  on  a 

DAB  =  ABG         et        EAG  =  ACB. 
Ajoutez  de  part  et  d'autre  BAG.  On  aura  donc 

DAB  +  BAG  +  GAE, 


(')  I.a  théorie  des  irraLionnelles  exige  des  notions  sur  les  nombres;  sont-ce  les 
liavaux  (IcTliéélèlc  ([ui  ont  délcrminc  l'inlroduction  dans  les  Eléments  des  Livres 
arillinicliqucs  (VII  à  I\)  au  rang  singulier  (|u'ils  occupent?  A-t-il  lui-nième  tra- 
vaillé sur  ce  sujet?  Ces  questions,  aclucllcnicnt.  nio  puiaisscnt  insolubles. 


Mf^^.\^■(;I^s.  i.)i 

c'cst-à-dirc 

DAB -4-  liAK, 

c'est-à-dire  deux  droits  =z  la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
ABC.  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  donc  égale  à 
deux  droits.  Telle  est  la  démonstration  des  pj'thagoriciens.  » 

b.  [Proclus,  p.  3o4-5o5).  —  «  Ainsi,  six  triangles  équilatéraux, 
assemblés  par  le  sommet,  remplissent  exactement  les  quatre  angles 
droits;  de  même  trois  hexagones  et  quatre  carrés.  Tout  autre  po- 
lygone quelconque  dont  on  multipliera  l^angle  donnera  plus  ou 
moins  que  quatre  droits;  cette  somme  n'est  donnée  exactement 
que  par  les  seuls  polygones  précités,  assemblés  suivant  les  nombres 
donnés.  C'est  là  nn  théorème  pythagoricien.    )> 

c.  {Proclus,  p.  /\iC)^  sur  Euclide,  I,  47  •  théorème  du  carré  de 
riiypoténuse).  —  a  Si  l'on  écoute  ceux  qui  veulent  raconter 
l'histoire  des  anciens  temps,  on  peut  en  trouver  qui  attribuent  ce 
théorème  à  Pythagore  et  lui  font  saciifier  un  bœuf  après  sa  dé- 
couverte.   » 

d.  {Proclus,  p.  4 '9)  sur  Euclide,  I,  43).  —  «  Ce  sont,  nous 
dit-on  d'après  Eudème  (ol  Tuspl  xov  EuSr,{jiov),  d'anciennes  découvertes 
dues  à  la  muse  des  Pythagoriciens,  que  la  parabole  des  aires, 
leur  hyperbole  ou  leur  ellipse  (^).  C'est  de  là  que,  plus  tard,  on 
prit  ces  noms  pour  les  transporter  aux  coniques,  qu'on  appela  : 
l'une, /?a/'a6o/e  (comparaison),  l'autre,  hyperbole  (excès),  la 
troisième,  ellipse  (défaut);  tandis  que,  pour  ces  hommes  anciens 
et  divins,  c'était  dans  la  construction  plane  des  aires  sur  une  droite 
déterminée  qu'apparaissait  la  signification  de  ces  termes.  Si  vous 
prenez  la  droite  tout  entière  et  que  vous  y  terminiez  l'aire  donnée, 
on  dit  que  vous  faites  \di  parabole  de  cette  aire  ;  si  vous  lui  donnez 
une  longueur  qui  dépasse  la  droite,  c'est  Vhyperbole ;  si  une  lon- 
gueur inférieure,  c'est  VelUpse,  une  partie  de  la  droite  restant 
alors  en  dehors  de  l'aire  construite.  C'est  au  Livre  VI  qu'Euclide 
traite  de  \ hyperbole  et  de  V ellipse;  mais  ici  il  avait  besoin  de  la 
parabole  par  une    droite   donnée    d'une    aire  équivalente    à   un 


C)  Soient  A  une  aire  donnée,  p  la  longueur  par  rapport  à  laquelle  se  fait  la 
parabole,  il  s'agit  de  construire  l'inconnue  x  dans  les  équations  px  =  A  (para- 
bole simple),  px  +  mx'^  =  A  (  parabole  avec  hyperbole),  px —  mx^  —.  k  {  para- 
bole avec  ollipso).  C'est   la   iioinciiclal  i;rr  classitiuc  (l(>piiis  lùiclidc. 
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triangle  donné,  pour  nous  fournir,  après  la  construction  (jucTaaiç, 
prop.  42)  d'un  parallélogramme  équivalent  à  ce  triangle,  sa  para- 
bole par  une  droite  déterminée.  Ainsi,  qu'on  donne  un  triangle 
ayant  une  aire  de  12  pieds  et  une  droite  dont  la  longueur  soit  de 
4  pieds,  nous  faisons  la /?ara6o/e  de  l'aire  du  triangle  sur  la  droite, 
si,  prenant  la  longueur  totale  de  4  pieds,  nous  trouvons  de  combien 
de  pieds  doit  être  la  largeur  pour  que  le  parallélogramme  soit 
équivalent  au  triangle.  Ainsi,  ayant  trouvé,  dans  ce  cas,  la  largeur 
de  3  pieds,  nous  multiplions  la  longueur  par  la  largeur,  en  suppo- 
sant que  l'angle  donné  soit  droit,  et  nous  avons  l'aire.  Voilà  ce  qu'est 
la  parabole  d'après  l'antique  tradition  venue  des  Pythagoriciens.  )> 
J'ai  tenu  à  traduire  in  extenso  ces  passages  de  Proclus  (ici  Por- 
phyre-Pappus)  à  cause  de  l'authenticité  de  la  tradition  qu'ils  re- 
présentent. Je  mentionnerai  seulement  les  témoignages  qui 
suivent  : 

e.  Emploi  du  pentagone  étoile  comme  signe  de  reconnaissance 
par  les  Pythagoriciens  (Lucien,  Pro  lapsu  in  salut.  5,  etc.). 

f.  Le  sacrifice  légendaire  a  dû  être  offert  par  Pythagore,  soit 
pour  le  théorème  sur  le  carré  de  l'hypoténuse,  soit  pour  Xa  para- 
bole des  aires  (Plutarque,  non  posse  siiav.  vivi  sec.  Epic.^  11), 
soit  plutôt  pour  la  solution  du  problème  suivant  : 

Construire  une  figure  équi^'alente  à  une  figure  donnée  et 
semblable  à  une  seconde  figure  donnée  (Plutarque,  Sympos. 

VIII)  (;). 

g.  Construction  des  polyèdres  réguliers  (Proclus,  p.  65)  et, 
en  particulier,  inscription  du  dodécaèdre  dans  la  sphère.  (Jam- 
BLiQUE,  De  vit.  Pyth.^  18). 

8,  J'ai  déjà  suffisamment  parlé  des  questions  {a)  et  {g)]  il  est 
clair  que  (6)  dérive  logiquement  de  (a),  mais  a  dû  être  provoqué 
par  les  problèmes  pratiques  de  décoration  des  carrelages  ou  des 
murailles,  de  même  que  la  recherche  des  polyèdres  réguliers  doit 
avoir  eu  son  origine  dans  des  tentatives  analogues  d'architectes.  Il 
est  même  très  possible  que  ce  soit  la  reconnaissance  empirique  de 
la  propriété  des  triangles  équilatéraux,  assemblés  autour  d'un  som- 
met commun,   qui  ait  amené  la   découverte  de  l'égalité  à  deux 


(')    Pliit;ir(|uc,  ({ui   n'est  nullcrnriit   mîillu'nintirirn,  dit  mal  à  propos  «  faire  la 
paralinlr  »   an  lien  de  «  oonslniirc  ». 


droits  do  la  sommo  des  anj^lcs  do  chacun  do  ces  triangles  ;  on  sera 
passé  ensuite,  d'aj)ros  le  témoignage  de  Geminus,  d'abord  au 
triangle  isoscèle,  enfin  au  scalone. 

Le  ton  sur  lequel  Proclus  parle  de  la  découverte  du  carré  de 
l'hypoténuse  (c)  prouve  assez,  sans  en  rapprocher  les  contradic- 
tions de  Plutarque  (/),  que  la  légende  du  sacrifice  n'était  nulle- 
ment assurée.  11  semble  qu'Eudème  ne  l'ait  pas  connue  et  qu'elle 
ait  été  appuyée  uniquement,  dans  l'antiquité,  sur  deux  vers  an- 
ciens, rapportés  par  un  logisticien  du  nom  d'Apollodore  (-ote), 
et  qu'on  peut  traduire  comme  suit  : 

IN'tliagore  inventant  la  célèbre  figure 

Olïrit  une  victime  et  rendit  grâce  aux  dieux, 

témoignage  bien  insuffisant,  certes,  pour  reconnaître  le  théo- 
rème auquel  est  resté  attaché  le  nom  du  sage  de  Samos.  Tout 
semble  indiquer,  au  contraire,  qu'il  ne  l'a  pas  emprunté  aux  Egvp- 
tiens  (');  cette  proposition  fut  une  des  premières  qu'il  rencontra 
et  nullement  le  couronnement  de  ses  recherches. 

Proclus  paraît  dire  assez  clairement  (p.  /\26)  que  la  démonstra- 
tion donnée  par  Euclide  (-)  appartient  à  ce  dernier;  mais  celle  de 
Pythagore  nous  est  absolument  inconnue,  et  c'est  peine  bien  inu- 
tile que  de  chercher  les  raisonnements  les  plus  primitifs  pour  les 
lui  attribuer.  La  Géométrie  de  Pythagore  était  déjà  assez  savante 
pour  qu'il  pût  faire  la  démonstration  par  les  triangles  semblables. 

9.  La  substance  du  Livre  T'"  d'Euclide,  d'après  des  témoignages 
suffisamment  précis  de  Proclus,  appartient  en  tout  cas  aux  Pytha- 
goriciens et  il  leur  attribue  aussi  nettement  les  théories  du  Livre  VL 

Le  problème  que  cite  en  dernier  lieu  Plutarque  (/)  {^Euclide, 
VI,  25)  se  réduit  à  la  connaissance  du  rapport  des  aires  de  deux 
figures  semblables,  proposition  connue  d'Hippocrate  de  Chios,  à 
l'invention  de  deux  quatrièmes    ou    troisièmes    proportionnelles 


(  '  )  M.  Cantor  (  Vorlesungen,  p.  56,  etc.)  a  solidement  établi  qu'on  ne  peut  dénier 
aux  Egyptiens  la  connaissance  de  triangles  rectangles  en  nombres  particuliers. 
L'exemple  des  Chinois  semble  bien  prouver  qu'on  pouvait  arriver  à  reconnaître 
la  loi  générale  ailleurs  qu'en  Grèce;  je  ne  parle  pas  des  Çulvasùtras  hindous, 
parce  qu'ils  peuvent  être  postérieurs  à  la  con(jucte  d'Alexandre. 

(')  Celle  que  nous  appelons  vulgairement  le  pont-aiix-dnes,  et  que  les  Grecs 
désignent  comme  ©ewpvjjjLa  Trjç  vûi^çr,;  (  George  Pachymèrc,  mss.  de  la  Hibliothèquc 
nalionalc). 
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[parabole  simple  [d)  ^=i  ',44]  et  d'une  moyenne  proportionnelle 
(II,  i4).  Ce  problème  est  essentiel  pour  le  cas  de  la  parabole  com- 
plète avec  ellipse  ou  hyperbole,  telle  que  la  traite  Euclide  au 
Livre  VI  (28,  29),  c'est-à-dire  lorsque,  dans  l'équation  à  résoudre 
px  ±  mx-  =  A,  771  est  un  rapport  donné  différent  de  l'unité  (  '  ). 

C'est  attribuer  à  Pythagore  la  construction  géométrique  des 
problèmes  du  second  degré;  mais,  si  les  témoignages  cités  à  cet 
égard  peuvent  paraître  sujets  à  caution,  il  convient  de  remarquer 
que,  comme  nous  le  verrons,  cette  construction  était  très  proba- 
blement connue  d'Hippocrate  de  Chios;  que,  d'autre  part,  la  con- 
naissancedu  pentagone  régulier(e)(^)par  les  Pythagoriciens  prouve 
bien  qu'ils  savaient  au  moins  résoudre  un  problème  spécial  du 
second  degré,  la  division  d'une  ligne  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Dès  lors,  ils  semblent  bien  avoir  au  moins  fourni  le  fond  de 
toutes  les  théories  importantes  des  Éléments,  si  l'on  excepte,  d'une 
part,  celles  que  nous  avons  attribuées  à  Eudoxe  ou  à  Théétète,  de 
l'autre,  la  théorie  proprement  dite  du  cercle,  c'est-à-dire  le  Livre  III, 
auquel  rien  ne  nous  renvoie,  car  j'omets,  comme  sans  valeur,  l'as- 
sertion de  Jamblique  (Simplicius  sur  la  Physique  d'Aristote,  i3,V), 
d'après  laquelle  ils  auraient  trouvé  une  quadrature  du  cercle. 

Cependant  ils  avaient  dû  s'occuper  spécialement  du  cercle  que 
Pythagore  disait  être  la  plus  belle  des  figures  planes  (/)iO^\  Laërce, 
VIII,  19),  et,  en  tout  cas,  la  lacune  n'aurait  pas  une  importance 
relativement  très  grande. 

L'insuffisance  des  preuves  relatives  à  l'extension  réelle  des  con- 
naissances géométriques  de  Pythagore  ne  peut  être  niée;  cepen- 
dant il  me  semble  que  l'on  peut  dire,  en  résumé,  que  ces  preuves 
ont  été  un  peu  trop  négligées,  et  que  tous  les  témoignages  con- 
cordent assez  pour  rendre  probable  l'opinion  que  j'ai  avancée, 
que,  en  thèse  générale,  le  premier  Ouvrage  mathématique  dû  à 
l'Ecole  de  Pythagore  présentait  déjà  le  même  cadre  que  les  élé- 
ments géométriques  d'Euclide  et  qu'il  remplissait  assez  complète- 
ment ce  cadre,  si  Ton  excepte  les  théories  générales  sur  les  pro- 
portions, sur  les  incommensurables  et  sur  les  cubatures  dérivant 
de  la  mesure  de  la  pyramide. 


(')  Il  est  à  rcniar(|ucr  que  le  cas  simple,  où  m  =  \.  pcul  se  dédiiirc  iiniiiédiatc- 
niciil  (les  théorèmes  11,  .'>  cl  6. 
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COMPTES   HEM)LS   1:T  ANALYSES. 

FROLOW.  —  Lks  carrés  magiques.  Nouvelle  étude.  iO  p.  in-8^;  7  planches. 

Paris,  Gauthier-Villars,  1886. 

Cette  Nouvelle  étude  est  destinée  à  conipl(''tcr  et,  sur  quelques 
points,  à  rectifier  le  Livre  de  l'auteur  intitulé  :  Le  problème 
(V Ealev  et  les  carrés  magiques.  Il  comprend  trois  Chapitres  et 
trois  Notes.  Les  Chapitres  sont  consacrés  aux  carrés  magiques 
de  4?  ^^^^  carrés  magiques  des  racines  plus  grandes  que  4?  a^ix. 
carrés  magiques  à  enceinte  et  à  bordure;  on  y  trouvera  divers 
développements  sur  les  carrés  diaboliques  et  même  semi-diabo- 
liques. 

Les  deux  premières  Notes  se  rapportent  à  une  méthode  due  à 
M.  Delannoy  pour  trouver  le  nombre  des  carrés  de  4 7  et  à  des 
études  du  même  auteur  sur  la  marche  du  cavalier.  La  troisième  se 
rapporte  à  la  théorie  des  carrés  diaboliques,  d'après  M.  Lucas. 
Enfin  les  Planches  contiennent  des  types  de  carrés  magiques,  dia- 
boliques et  semi-diaboliques.  J.  T. 


AUTOLYGl    DE    SPILERA   QU.E   MOVETUR  LIBER.  —  De  ORTIBUS   ET   OCCASIBUS   LI- 

BRi  DUO,  —  iina  ciim  scholiis  antiquis  e  libris  manu  scriptis  cdidit,  latina 
interpretatione  et  commentariis  instruxit  Fridericus  Hultscii.  Leipzig, 
Teiibiier,  i885. 

La  collection  des  auteurs  grecs  et  latins  de  Teubner  vient  de 
s'augmenter,  en  même  temps,  de  deux  nouveaux  Volumes  appelés 
à  figurer  dans  toute  bibliothèque  mathématique  :  c'est,  d'une  part, 
le  quatrième  Volume  de  l'édition  critique  d'Euclide  parHeiberg(*  ), 
de  l'autre  l'édition  princeps  d'Autolycus  par  liultsch.  Mais^,  si 
Euclide  est  trop  connu  pour  qu'il  soit  besoin  de  recommander  à 


(')  Ce  quatrième  Volume,  comprenant  les  trois  Livres  des  Éléments  sur  les 
solides,  paraît  avant  le  troisième  que  remplira  le  Livre  X  {Sur  les  irration- 
nelles). 

Bull,  des  Sciences  mathein.,  •?.*'  série,  t.  \.  (Seplembi-c  i88().)  ï\ 


igô  PREMIÈRE  PARTIE. 

nouveau  ici  rexcellente  publication  entreprise  par  le  savant  philo- 
logue danois,  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'auteur  dont  l'illustre 
érudit  de  Dresde  vient  de  tirer  le  texte  des  manuscrits  où  il  restait 
négligé.  Je  crois  donc  devoir  entrer  dans  quelques  détails  à  son 
sujet. 

Autolycus,  de  Pitane  en  Eolide,  doit  être  considéré  comme  un 
contemporain  d'Euclide  et  c'est  à  tort  que  Th. -H.  Martin  a  voulu 
établir  qu'il  enseignait  vers  822  et  se  trouvait,  par  conséquent, 
antérieur  à  l'auteur  des  Eléments.  Son  erreur  vient  de  ce  qu'il 
a  admis  la  date  donnée  par  Diogène  Laërce  (IV,  4^),  à  savoir, 
01.  CXX  =  3oo  —  297  avant  J.-G. ,  comme  celle  où  florissait  le  phi- 
losophe Arcésilas,  qui  fut  concitoyen  d' Autolycus  et  suivit,  dans 
sa  première  jeunesse,  les  leçons  de  ce  dernier.  Diels  a  montré  que 
cette  date  est  fautive  et  qu'il  faut  probablement  lire  01,  i  26  =  2^() 
avant  J. -G.  En  effet,  il  ressort  d'autres  données  de  Diogène  Laërce 
(IV,  5g,  60)  qu' Arcésilas  mourut  en  241,  en  laissant  son  école  à 
Lacyde,  et  qu'il  vécut  ^5  ans  (IV,  44)- H  est  donc  né  en  3 16,  date  qui 
concorde  d'ailleurs  parfaitement  avec  toutes  les  circonstances  con- 
nues de  sa  vie.  C'est  donc  vers  3oo  environ  qu'il  suivait  les  leçons 
d'Autolycus,  d'abord  à  Pitane,  puis  à  Sardes,  et  nous  devons  croire 
que  cette  même  date  correspond,  à  très  peu  près,  aussi  à  l'âge 
mûr  d'Euclide. 

Nous  savons,  d'autre  part,  qu'Autolycus  soutint  une  polémique 
contre  le  mathématicien  Aristhéros,  qui  fut  maître  du  poète  Aratus, 
contemporain  d' Arcésilas  (*  ):  cette  seconde  donnée  confirme  donc 
la  première. 

Il  nous  reste  d'Autolycus  deux  petits  Traités  de  Géométrie  sphé- 
rique  appliquée  à  l'Astronomie  :  l'un  Sur  la  sphère  en  mouvement 
(12  théorèmes),  l'autre  en  deux  Livres  Sur  les  levers  et  couchers 
des  étoiles  (i  3  et  18  théorèmes)  (-). 


(')  SiMPKicius,  Comment,  in  Avist,  de  Cœlo.  — Autolycus  défendait  le  système 
des  sphères  concentriques  d'Eudoxe  et  cherchait  à  expliquer,  néanmoins,  les  va- 
riations d'éclat  des  planètes,  tandis  qu'Aristolhéros  voyait  là  une  preuve  de  la 
variation  de  leur  distance  à  la  Terre. 

(=")  IMohaninicd  ben  Isliâk  (Wenrich,  p.  209)  lui  attribue  des  commentaires 
sur  les  Éléments  d'iùiclidc  et  sur  les  catégories  d'Aristole.  Celte  assertion  isolée 
ji'a  pas  une  grandie  valeur,  et  un  véritable  commentaire  sui-  lùu  lide  est  bien  im- 
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Une  Iradiiclion  lalino  incoinplrLc  cl  sans  ]('  nom  «rAiiloIycus  on 
a  paru  en  i5oi  dans  l'Ouvrage  de  George  Valla,  De  rxprJwndis  et 
fii^icndis  rébus  ;  une  autre,  faite  sur  l'arabe,  a  été  donnée  par 
IMaurolycus,  en  i  558  ;  enfin  une  troisième,  sur  six  manuscrits  grecs 
de  Rome,  par  Auria,  en  i58-. 

Quant  au  texte  grec,  on  ne  connaissait  encore  que  celui  des 
détînitions  et  des  énoncés  des  théorèmes,  puhlié  par  Dasvpodius 
en  1572  et  Richard  Hoche  en  187-.  On  sait  ([ue  c'était  au  xvi''  siècle 
une  opinion  courante  que  le  véritable  Euclide  ne  comprenait 
que  les  énoncés,  et  que  les  démonstrations  avaient  été  rédigées 
sept  siècles  après  lui  par  Théon  d'Alexandrie;  une  erreur  ana- 
logue s'accrédita  pour  Autolycus,  et  il  appartenait  à  F.  Ilultsch, 
après  l'avoir  reconnue  le  premier  ('),  de  la  dissiper  entièrement. 

Si  l'on  fait  abstraction  de  certaines  traces  de  corruption  par- 
tielle du  texte  primitif,  il  est  en  efl'et  maintenant  facile  de  constater 
que  nous  nous  trouvons  bien  en  présence  d'une  œuvre  aussi 
antique  que  celle  d'Euclide,  et  qui  d'ailleurs,  si  elle  n'atteint  pas 
la  perfection  des  Eléments,  peut  très  bien  être  mise  à  côté  des 
Phénomènes. 

Une  des  causes  qui  ont  pu  faire  douter  de  l'authenticité  des 
démonstrations  est  que  les  scolies  sur  le  premier  Traité  renvoient 
aux  Sphériques  de  Tliéodose,  auteur  du  i*^'"  siècle  avant  l'ère 
chrétienne.  Mais  cela  tient  simplement  à  la  façon  dont  les  œuvres 
d'Autolvcus  nous  ont  été  conservées;  elles  faisaient  partie  d'un 
recueil,  déjà  constitué  au  temps  de  Pappus  et  connu  plus  tard 
sous  le  nom  de  Petite  Astronomie,  par  opposition  à  la  Grande 
Composition  de  Ptolémée.  Ce  Recueil  s'ouvrait  par  les  Sphériques 
de  Théodose,  suivies  du  premier  Traité  d'Autolvcus. 

Cependant  l'Ouvrage  de  Théodose  ne  peut  représenter,  pour 
nous,  qu'une  nouvelle  rédaction  d'une  Sphérique  ancienne,  anté- 
rieure à  Autolycus-,  car  on  ne  peut  traiter  de  la  sphère  en  mouve- 
ment s'il  n'a  pas  été  traité  de  la  sphère  fixe.  Il  n'v  a  donc  rien 
d'étonnant  à   voir   Autolycus   admettre   comme    démontrées    des 


probable  à  cette  date.  Toutefois  il  n'est  nullement  impossible  qu'Autolycus  ait 
écrit  sur  la  géométrie  de  son  contemporain,  ou  bien  sur  les  Éléments  qui  avaient 
cours  de  son  temps. 

(')  Voir  la  préface  du  second  Volume  de  son  ('dition  de  Pappus,  1B77. 
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propositions  que  nous  retrouvons  plus  ou  moins  textuellement 
dans  Théodose,  de  même  qu'il  n'y  a  rien  de  surprenant  à  le  voir 
admettre,  sans  citer  Euclide,  des  théorèmes  des  Eléments. 

F.  Hultsch  a,  au  reste,  rigoureusement  démontré  l'existence  de 
cette  ancienne  Sphérique  sur  laquelle  se  sont  appuyés  Euclide  et 
Archimède,  aussi  bien  qu'Autolycus  ;  sans  se  prononcer  sur  l'au- 
teur, il  a  bien  voulu  me  citer  à  côté  d'Heiberg  comme  attribuant 
cet  Ouvrage  à  Eudoxe.  Mais  je  puis  ajouter  aujourd'hui  que,  si  j'ai 
émis  cette  opinion,  ce  n'est  pas  uniquement  parce  que  l'on  ne 
peut  guère  penser  à  un  autre  mathématicien. 

J'ai  déjà  essayé  de  montrer  {^Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  V2,  p.  287 
à  208)  que  la  méthode  exposée  par  Aristarque  de  Sainos  pour 
la  détermination  des  distances  du  Soleil  et  de  la  Lune  appartient 
en  réalité  à  Eudoxe 5  j'essayerai  de  même,  à  bref  délai,  de  montrer 
que  les  données,  conservées  par  Geminus,  sur  les  dates  assignées 
par  Eudoxe  aux  levers  et  couchers  des  étoiles  fixes,  prouvent  que  le 
Cuidien  fut  le  premier  à  ébaucher  la  théorie  exposée  par  Autolycus 
dans  son  second  Traité  (^).  lime  paraît  difficile,  dans  ces  condi- 
tions, de  douter  que  la  théorie  de  la  sphère  ne  fût  déjà  très  avancée 
au  temps  d'Eudoxe  et  qu'il  n'y  ait  consacré  de  sérieux  travaux. 

Ainsi  Autolycus  ne  doit  pas  être  considéré  comme  un  auteur 
absolument  original  ;  il  ne  l'est  pas,  sans  doute,  plus  qu'Euclide 
pour  les  Éléments,  et  cela  doit  nous  expliquer  la  perfection  rela- 
tive des  écrits  conservés  sous  son  nom  et  que  F.  Hultsch  vient  de 
mettre  au  jour. 

Ce  nouveau  Volume  est  tel  qu'on  devait  l'attendre  de  l'illustre 
éditeur  de  Héron  et  de  Pappus;  traduction  soignée,  reproduction 
des  scolies  grecs  et  de  ceux  d'Auria,  notes  précieuses,  appareil 
critique  donnant  la  collation  de  cinq  manuscrits,  index  répondant 
à  tous  les  besoins,  le  travail  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  les  philo- 
logues; quant  aux  mathématiciens,  F.  Hultsch  semble  avoir  mis 
une  certaine  coquetterie  à  leur  laisser  quelques  sujets  d'étude. 

Peut-être  se  souvenait-il  qu'on  lui  a  reproché  trop  d'athétèses 


(')  J'indiquerai  plus  loin  une  hypothèse  d'AutoIycus  qui  appartient,  sans  con- 
teste, à  Eudoxe;  on  a  déj^  vu,  au  reste,  un  indice  qui  rattache  notre  niathéma- 
licicu  ù  l'École  d'Astronomie  de  Cyzique. 
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dans  son  édition  de  Pdppus;  aussi  cette  fois,  tout  en  indiquant 
avec  soin  les  passaj^es  qui  poiient  des  traces  de  rédaction  posté- 
rieure, il  s'est  montré  très  scrupuleux  dans  ses  corrections  et  n'a 
pas  soulevé  certaines  questions  sur  lesf|uelles  je  désire  d'autant 
plus  attirer  l'attention. 

11  nie  paraît  certain,  en  effet,  que  la  fin  du  second  [.ivre  du  dei- 
nier  Traité  a  subi  un  malencontreux  remaniement,  d'où  sont 
résultées,  d'une  part,  des  altérations  de  texte  qui  défi^^^urent  la 
théorie,  de  l'autre  l'interpolation  d'au  moins  trois  théorèmes. 

Mais,  pour  expliquer  ce  dont  il  s'agit,  il  est  nécessaire  que  j'ana- 
lyse complètement  ce  second  Traité  d'Autoljcus;  le  premier  peut 
être  considéré  comme  un  préambule  qui  ne  nous  offre  que  des 
propositions  bien  familières  pour  nous;  l'Ouvrage  Sur  les  lasers 
et  couchers  est,  au  contraire,  particulièrement  remarquable  en  ce 
qu'il  renferme  une  théorie  complète,  faite  par  des  procédés  très 
simples,  de  phénomènes  que  nous  traitons  au  moyen  de  calculs 
passablement  complexes.  Si  d'ailleurs  cette  théorie  se  trouve 
inexacte  dans  certaines  déterminations,  cela  vient  de  ce  qu'Auto- 
Ivcus  admet,  comme  résultats  de  l'observation,  certaines  données 
que  nous  devons  rejeter;  mais  celte  théorie,  dont  je  vais  essayer 
d'exposer  l'essence  sous  forme  moderne,  n'en  est  pas  moins  géo- 
métriquement exacte,  et  réellement  élégante. 

Sans  m'arrêter  aux  épithètes  postérieures  et  bien  inutiles  de 
cosmique,  héliaque,  acronique  ('),  je  vais  rappeler  tout  d'abord 
les  définitions  très  claires  d'Autolycus  pour  les  levers  et  couchers 
des  étoiles  fixes. 

Une  étoile  est  dite  à  son  lever  vrai  du  matin  [Im)  ou  du  soir(/^) 
lorsqu'elle  franchit  l'horizon  du  levant  en  même  temps  que  le 
soleil  franchit  l'horizon  du  levant  ou  celui  du  couchant. 

Les  couchers  vrais  du  matin  (cw)  ou  du  soir  (Cs)  ont  une  défi- 
nition correspondante. 

Une  étoile  est  dite  à  soi;i  lever  (L,„)  ou  coucher  (C^)  apparent 
du  matin,  lorsqu'elle  franchit  l'horizon  en  même  temps  que  se 
lève  un  point  de  l'écliptique  en  avant  du  Soleil  (ayant  une  longi- 
tude plus  grande)  d'un  certain  arc  de  retard  minimum  qui  per- 


T')  Achronique  (ou  chronique  d'Auria)  e^t  un  simple  barhansme. 
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met  de  voir  efTeclivenient  le  lever  ou  le  coucher  de  l'étoile  avant 
le  lever  du  soleil. 

Pour  le  lever  apparent  (Lj)  ou  le  coucher  apparent  (C^)  du  soir, 
ils  ont  lieu  lorsque  l'étoile  franchit  l'horizon  en  même  temps  que 
se  couche  un  point  de  l'écliptique  en  arrière  du  Soleil  (avant  une 
longitude  plus  petite)  d'un  certain  arc  de  retard  minimum  qui 
permet  de  voir  effectivement  le  lever  ou  le  coucher  de  l'étoile 
après  le  coucher  du  soleil. 

Les  phénomènes  annuels  (levers  ou  couchers)  (')  ainsi  définis 
correspondent  à  des  dates  que  l'on  peut  regarder  comme  détermi- 
nées par  la  longitude  du  Soleil  au  moment  où  ils  ont  lieu;  je 
supposerai  que  les  lettres  dont  je  me  sers  pour  désigner  ces  phases 
représentent  précisément  cette  longitude. 

Autolycus  ne  définit  nullement  la  position  des  étoiles  par  des 
coordonnées  analogues  aux  nôtres,  mais  bien  en  fait  par  les  longi- 
tudes (-)  des  points  de  Técliptique  qui  se  lèvent  et  se  couchent  en 
même  temps  que  l'étoile  (c'est-à-dire  par  l„i  et  c^),  procédé  évi- 
demment suffisant. 

Si  l'on  pose  c^  =  lm.-\-  S,  il  est  facile  de  voir  que  o,  nul  pour 
une  étoile  sur  l'écliptique,  est  positif  pour  les  latitudes  boréales, 
négatif  pour  les  latitudes  australes  des  étoiles.  On  aura  d'ailleurs 

Is  =  Im  +  '^,  Cm  =  Ci-  -H  t:  =  r  4-  /,„  -+-  0, 

Quant  diU.^ phases  (leviers  et  couchers  apparents),  si  l'on  admet 
que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  l'étoile  devient  visible  lorsque 
le  soleil  est  descendu  au-dessous  de  l'horizon  d'un  certain  arc 
déterminé  compté  sur  le  vertical  (hypothèse  adoptée  plus  tard 
par  Ptolémée),  on  peut  poser,  en  distinguant  deux  arcs  de  retard 
différents  r^  et  /'o? 

ï^m  =  lin  +  ''ij  L^.  =  71  -1-  l„i  —  /'i. 

G//i  =  t:  H-  l„i  -h  Ô  -1-  /'2,  Cs  =  l/n  +  0  —  ''2- 


(')  Nous  n'avons  pas  tic  moLs  spéciaux  pour  designer  ces  levers  et  couchers 
par  opposition  à  ceux  de  l'étoile  dans  chaque  révolution  diurne  ;  il  en  était  de  même 
l)our  le  coucher  (otuciç)  chez  les  anciens;  mais,  malgré  les  divergences  du  texte, 
Autolycus  me  paraît  avoir  opposé  le  lever  annuel  (èttitoXiq)  au  lever  journa- 
lier (àvaTo).r)  ). 

(')  J'abuse  de  ce  mut,  attendu  que  l'écliptique,  qu'Autoh eus  appelle  zodiaque. 
n'est  encore  divise  qu'eu  signes  et  fractions  de  signe. 
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Autolycus  admet  comme  fait  (J'o])servallons  : 

i"  Que  l'arc  de  retard  est  indépendant  de  l'inclinaison  de 
l'écliptique  sur  l'horizon,  qu'il  est  le  mOme  pour  toutes  les  étoiles 

et  égal  à  la  moitié  d'un  signe.  On  peut  donc  poser  /-,  =  ro  =  —  ; 

a*'  Que  l'on  peut  négliger  l'anomalie  du  Soleil  ('  ). 

Si  nous  introduisons  ces  hypothèses  dans  notre  exposé,  il  con- 
vient de  remarquer  que  l'erreur  dont  elles  sont  afl'ectées  n'enta- 
chera pas  les  conséquences  relatives  à  la  classification  des  étoiles 
d'après  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  leurs  phases,  classifica- 
tion qui  est  l'objet  principal  de  la  théorie. 

Prenons  d'abord  les  étoiles   situées    sur  l'écliptique  même;   à 

partir  du   lever    apparent   du  matin,   l'année  peut  se   diviser  en 

quatre  périodes  ; 

5 
A  =  L^  —  E,;i  =  —  7:. 
0 

Pendant  cinq  mois,  on  peut  voir  l'étoile  se  lever  pendant  la  nuit, 
mais  on  ne  la  voit  pas  se  coucher  : 

o 

Pendant  un  mois,  on  voit  l'étoile  toute  la  nuit  (sans  qu'elle  se 

lève  ou  se  couche)  : 

5 

G  =  G.S-  —  Cm  =  'n^' 

Pendant  cinq  mois,  l'étoile  s'est  levée  dans  la  journée,  on  la 
voit  se  coucher  pendant  la  nuit  : 

D  =  \jf,t  —  G.S-  =  ^  • 

Pendant  un  mois,  l'étoile  est  invisible  pendant  la  nuit;  c'est  ce 
que  les  anciens  appelaient  sa  crypsis. 

Partons  de  l'écliptique  et  passons  au\  étoiles  boréales;  pour  les 
plus  voisines,  nous  trouvons  le  même  ordre  de  phases  : 

A  =  -.,        B=gH-o,        G=-.,        D=--o. 


(')  Celle  anomalie  étail,  cependant,  dès  lors  bien  reconnue;  AuLoIycus  j^arde 
ici  la  Iradilion  d'Eudoxe. 
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Seulement,  à  mesure  que  3  augmente,  le  temps  de  la  crypsis 
diminue,  tandis  que  croît  d'autant  la  période  où  l'on  voit  l'étoile 
toute  la  nuit.  C'est  le  cas  de  celles  que  nous  appellerons  zodiaco- 
bo  réaies. 

Lorsque  l'on  a  o  =  t^j  il  n'y  a  plus  de  crypsis,  et  B  =  -^^  (deux. 

mois). 

Au  delà  (étoiles  boréales),  l'ordre  des  phases  est  différent  : 


E  =  C-  —  L„i  =  0  —  ^ 
o 


On  voit  l'étoile  se  coucher  après  le  soir,  puis  se  relever  avant 
le  matin  : 

A    =  L^  —  Çjg  =  TT  —  0. 

On  voit  l'étoile  se  lever  pendant  la  nuit,  on  ne  la  voit  pas  se 
coucher  : 

B  =  Cm  —  L^  =  f  -+-  ô. 
o 

On  voit  l'étoile  toute  la  nuit  : 

C  =  L,„  —  G„j  =  Tc  —  0. 

L'étoile  s'est  levée  dans  la  journée;,  on  la  voit  se  coucher  pen- 
dant la  nuit. 

Si  l'on  s'éloigne  maintenant  de  Técliptique  ^ers  les  latitudes 
australes,  on  aura  (changeant  o  en  — cl)  des  étoiles  (zodiaco-aus- 
trales)  offrant  la  première  succession  de  phases  que  nous  avons 
rencontrées,  avec  cette  différence  que  la  crypsis  augmente,  tandis 
que  diminue  le  temps  pendant  lequel  on  voit  l'étoile  toute  la  nuit. 

A  la  limite  B  =  o  et  D  =  :^'j  la  crypsis  dure  deux  mois  et  il  y 

a  une  nuit  où  l'on  voit  l'étoile  se  lever  au  soir  et  se  coucher  au 
matin,  en  sorte  qu'on  peut  l'observer  décrivant  toute  la  partie 
visible  de  son  parallèle. 

Passé  cette  limite,  correspondant  à  of=  ^'>  on  a  (étoiles  aus- 
trales) l'ordre  suivant  ; 


\   —  r    —  I      —  T 
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On  voit  l'cloile  se  lever  pendant  la  riiiil,  mais  non  se  coucher  : 

V  —  L.s-  —  Cm  =  '^  ^  (•/ 

On  voit  l'étoile  décrire  toute  la  partie  visible  de  son  parallèle  : 

C"  =  C,-L,  =  7:-c/, 

L'étoile  s'est  levée  dans  la  journée,  on  la  voit  se  coucher  pen- 
dant la  nuit  : 

o 

Il  y  a  crj'psis. 

Tel  est  le  résumé  de  la  théorie  exposée  par  Autolycus. 

Si  maintenant,  dans  le  texte  admis  par  F.  Hultsch,  nous  consi- 
dérons les  énoncés  des  propositions  II,  lo,  i  i,  i3,  i6,  nous  voyons 
que  la  limite  des  valeurs  de  o  ou  d,  qui  détermine  la  transition  des 
étoiles  zodiacales  aux  boréales  et  aux  australes  est  fixée  non  pas  à 

^  =  un  signe,  mais  à  la  moitié  (eXaTTov  v^jaiVoui;  Çojoiou),  et  cela  d'ail- 
leurs en  contradiction  avec  les  propositions  voisines.  L'erreur, 
quoique  répétée  dans  le  corps  de  la  démonstration,  doit  être  cor- 
rigée^ elle  provient  de  ce  que  la  figure  devrait  être  modifiée  si  la 

valeur  de  d  ou  o  était  comprise  entre  '^  et  — ;  le  correcteur  n'a  pas 

vu  que  le  raisonnement  n'en  était  pas  moins  valable. 

D'autre  part,  il  est  évidemment  indifférent  de  considérer  l'étoile 
sur  la  figure,  à  son  lever  ou  à  son  coucher;  et  Autolycus  paraît 
avoir  pris  tantôt  l'un,  tantôt  l'autre  des  deux  cas;  mais  le  reviseur 
a  cru  qu'il  fallait  faire  double  démonstration  et  il  a  intercalé  dans 
les  énoncés  II,  8,  lO,  T2-i8,  les  mots  xarà  Ta;  àvaroXaç  ou  xaTot -tàç 
ouceiç  qui  n'ont  aucune  signification,  puisqu'ils  se  rapportent  seu- 
lement à  la  façon  dont  est  faite  la  figure.  Cependant  il  n'y  a  que 
trois  démonstrations  doubles.  Voici,  au  reste,  la  correspondance 
des  neuf  dernières  propositions  du  Livre  IL 

Etoiles  zodiaco-boréales,  lo  et  i3;  limite  des  zodiaco-bo- 
réales,  i4;  boréales,  i5;  zodiaco-australes,  ii  et  i();  limite 
des  zodiaco-australes,  12  et  17;  australes,  16.  Je  pense  c(ue  dans 
les  démonstrations  doubles,  les  interpolées  sont  celles  qui  portent 
les  n""  M  ,  12,  i3. 


2o4  PREMIÈRE  PARTIE. 

Il  faut  en  outre,  dans  l'énoncé  de  lo  (p.  i34,  l.  8-9),  supprimer 
les  mots  xai  TouTov  Tov  ypovov  xpu'liv  aysiv.  11  s'agit  en  effet  (zodiaco- 
australes)  de  la  période  B.  Le  scolie  47?  (l'Lii  prouve  qu'on  ne  voit, 
pendant  ce  temps,  l'étoile  ni  se  lever  ni  se  coucher  et  conclut  de 
là  qu'il  y  a  crypsis,  est  simplement  absurde,  comme  le  sont 
d'ailleurs  deux  ou  trois  autres. 

Dans  l'énoncé  de  i4  (limite  des  zodiaco-boréales),  il  convient 
de  rétablir  le  texte  de  Hoche,  car  la  crypsis  cesse  précisément  à 
cette  limite. 

F.  Hultsch  a  signalé  une  autre  trace  de  perturbation  :  Le  théo- 
rème II,  9,  a  pour  objet  de  prouver  que,  sur  un  même  parallèle, 
pour  les  étoiles  qui  ont  une  latitude  boréale,  la  cj^ypsis  est  moins 
longue  que  pour  celles  dont  la  latitude  est  australe.  La  démonstra- 
tion suppose  que  la  crypsis  est  moins  longue  pour  les  étoiles 
boréales  que  pour  l'écliptique  et  moins  longue  pour  l'écliptique 
que  pour  les  australes.  Des  scolies  renvoient  au  livre  I,  10  et  i5. 

Or  le  théorème  I,  10,  a  un  autre  objet,  et  i5  n'existe  pas. 
Cependant  I,  9,  suffit  pour  le  second  point;  il  ne  manque  donc 
qu'un  théorème  pour  le  premier  point  et  il  pourrait  être  rétabli 
précisément  d'après  I,  o. 

Il  est  d'ailleurs  possible  que  les  renvois  des  scolies  aient  été 
faits  primitivement  non  pas  au  Livre  I,  mais  bien  au  Livre  II,  et  aux 
théorèmes  10  et  18  (ce  dernier  devant  reprendre  le  numéro  i5 
après  suppression  des  trois  interpolés). 

Voici  encore  quelques  remarques  critiques  que  je  crois  utiles. 

Les  figures  des  manuscrits  ne  sont  nullement  faites,  en  général, 
d'après  le  même  principe  que  les  nôtres;  F.  Hultsch  a  émis  l'idée 
ingénieuse  que  la  démonstration  se  faisait  en  réalité  sur  un  globe 
mobile  où  l'on  traçait  des  cercles,  qu'il  suffisait  donc  que  les 
figures  des  manuscrits  permissent  de  retrouver  la  disposition  à 
donner  à  ces  cercles;  en  tout  cas,  il  a  dû  restituer  des  tracés  un 
peu  plus  conformes  à  nos  habitudes.  Je  crois  devoir  faire  observer 
que  bon  nombre  des  figures  des  manuscrits  peuvent  s'expliquer 
comme  projections  stéréographiques,  en  sorte  que  les  cercles  qui 
empiètent  sur  l'hémisphère  inférieur  dépassent  la  section  de  la 
sphère  par  le  plan  de  projection.  Il  v  a  là  un  système  auquel  nous 
pourrions  encore  recourir  parfois  dans  l'enseignement  élémentaire. 

Les  notations  indiquées  (p.  5,  note)  comme  existant  sur  la  pre- 
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niière  figure  du  manuscrit  A  se  rapporlent  à  T'Ava-^opixôç  d'Hvpsl- 
clès  qui,  clans  ce  manuscrit,  précède  le  premier  Traité  d'Autolycus. 

Dans  le  scolie  x'^  (p.  i<S,  1.  21-22),  au  lieu  de  wç  1/.  iroptVaaToç, 
je  voudrais  lire  wc;  ex  xou  opiou-ou,  car  que  les  pôles  soient  aux  extré- 
mités du  même  diamètre,  cela  ressort  d'une  définition  et  non  d'un 
porisme  des  Sphériques  de  Tliéodose.  Ce  scolie  me  paraît,  au 
reste,  donner  la  véritable  marche  de  la  démonstration,  mal  com- 
prise par  Auria. 

P.  497  1-  20-  Le  scolie  (a)  me  paraît  se  ra[)porter  à  la  défini- 
tion 8  et  non  à  la  définition  6  du  Traité  des  Levers  et  couchers. 

Le  complément  de  la  démonstration  du  théorème  I,  4  (p-  ^^~ 
jo,  1.  10)  me  paraît  interpolé. 

Les  scolies  d'Auria  sont  traduits^  en  général,  du  grec  plus  ou 
moins  fidèlement;  cependant  ceux  dont  F.  llultsch  n'a  pas  retrouvé 
les  analogues  me  paraissent  avoir  été  rédigés  par  Auria  lui-même 
et  n'avoir  par  suite  aucune  autorité.  Paul  Tannery. 


MELANGES. 

COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES 
DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1885. 

SESSION   DE   NOVE.MBUE. 

Grenoble. 

Analyse.  —  1"  Lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  faites 
dans  une  surface  S  par  les  plans  qui  passent  par  un  de  ses 
points  M. 

1^  Transformée,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  de  la  surface 
précédente,  M  étant  le  pôle  de  transformation,  et  Ri  Ro  son  mo- 
dule. (Ri  et  Ro  sont  les  rayons  principaux  pour  le  point  M.) 

3°  La  surface  obtenue  par  la  transformation  précédente  est  aussi 
le  lieu  des  p(;rpendiculaires  communes  à  la  normale  en  M  à  la 
surface  S  et  aux  normales  infinimenl  voisines. 
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Effectuer  la  quadrature  suivante  : 

n 

X-  dr 


a  -^  X 


7 -h  2 


Mécanique.  —  Une  tige  pesante  et  homogène,  de  longueur 
donnée,  peut  glisser  sans  frottement,  par  une  de  ses  extrémités, 
le  long  d'un  axe  vertical.  Elle  est  de  plus  assujettie  à  former,  avec 
la  partie  de  cet  axe  dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  un  angle 
constant  a. 

Le  mouvement  initial  se  réduit  à  une  rotation  de  vitesse  angu- 
laire (0  autour  de  l'axe.  On  demande  le  mouvement  de  la  tige  et 
la  pression  qu'elle  exerce  sur  l'axe.  ^ 

Astronomie.  —  Déterminer  graphiquement  ou  par  le  calcul 
l'heure  du  milieu  d'une  éclipse  de  Lune  et  celle  de  Tentrée  de  la 
Lune  dans  l'ombre. 

Données  : 


Le  i6  février  \   Longitude  de  la  Lune. 

midi  \  Longitude  du  Soleil.. 
Le  17  février  J  Longitude  de  la  Lune. 

midi  (  Longitude  du  Soleil.. 
Parallaxe  du  Soleil.  .  .      P  =         8", 96 

»         de  la  Lune..     />  ^^  Gi'ig'V-^ 


(C  =  133.07.51,3       Latitude  de  À  =  0.26.49,4 

0  =  327.43.40,1  » 

(C  =  i49-   4-i6,8  À=  — 0.30.55,9 

0=328.44-   9,5  » 

Diamètre  apparent  du  Soleil...      ^i'ib',0'x 
»  de  la  Lune..     33' 28",  4 


Lille. 


Analyse.  —   On   suppose   qu'en  un  point  d'une  courbe  plane 
dont  l'équation  est 

¥{x,y)  =  o, 


I        ,      •  .  r)F      f)F      r)2F  r)2F 

les  trois  expressions  -r-?  -r— > 

i  rl'r        r^^'■ 


d-^Y 


s'annulent.  On 


dx     dy      âx'^    dy~  \  ôx  dy 

demande  quelle  est  ordinairement  dans  ces  conditions  la  nature  du 
point  proposé. 

Evaluer,  dans   la  partie   à   coordonnées  ))ositives  de  la  sphère 
ajant  pour  équation 
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la  surface  comprise  entre  \it  plan  des  z.c  et  le  cvlin(Jre  droit  dont 
rc'quation  est 

Mécanique.  —  i°  Principe  des  forces  vives  dans  le  mouvement 
d'un  système  matériel  libre.  Constance  de  l'énergie  totale,  dans  le 
cas  où  le  système  est  soustrait  à  l'action  des  forces  extérieures. 

2°  Un  point  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  avec  frottement  sur 
une  circonférence  verticale  qu'il  ne  peut  pas  quitter,  est  lancé 
avec  une  vitesse  donnée  à  partir  du  point  le  [)lus  bas  de  la  circon- 
férence. Déterminer,  pour  une  position  donnée  de  ce  point,  sa 
vitesse  et  la  pression  normale  qu'il  exerce  sur  la  courbe. 

Epreuve  pratique.  —  Un  triangle  sphérique  ABC  est  donné 
par 

0 

a  —  75.23.  8,1, 
b  =  65. -î^  -32,6, 
G  =  59.12.17,4. 

On  demande  de  calculer  le  côté  c  : 

1°  En  se  servant  des  analogies  de  Neper,  etc.  ; 
2°  En  décomposant  le  triangle  en  deux  triangles  rectangles  par 
l'arc  de  grand  cercle  BE  perpendiculaire  au  côté  AC. 

Lyon. 
Analyse.  —   Intégrale  générale  de  l'équation 

/  dz  Y         ^    ,_  ^  _ 
\dx  J  dx  ^   ^ 

Supposons  tracé  sur  une  surface  un  contour  dont  tous  les  points 
soient  infiniment  voisins  du  point  O  pris  sur  cette  surface.  Si,  par 
chacun  des  points  de  ce  contour,  on  mène  des  normales  à  la  sur- 
face, leurs  traces,  sur  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  O,  dé- 
termineront un  contour  infiniment  petit. 

On  demande  de  démontrer  que  les  aires  comprises  dans  ces 
contours  sont  égales  quand  la  distance   des   deux    plans  parallèles 
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est  égale  à  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux  corres- 
pondant au  point  O. 

Mécanique.  —  Un  cône  droit  de  révolution  tourne  d'un  mou- 
vement uniforme  autour  de  son  axe.  On  propose  d'étudier  la 
trajectoire  du  mouvement  d'un  point  matériel  non  pesant  assujetti 
à  demeurer  sur  la  surface  du  cône  et  animé  seulement  d'une 
vitesse  initiale  donnée. 

Epreuve  pratique.  —  Le  i4  septembre  i885  (jour  astrono- 
mique), à  Santiago  du  Chili,  dont  les  coordonnées  géographiques 

sont 

Latitude 33°26'42",5  S., 

Longitude 4''52"'3%o3  O.  de  Paris, 

on  observe  le  centre  du  Soleil  par 

34"44'27",3 

de  hauteur  apparente,  à  l'est  du  méridien. 

La  parallaxe  correspondante  est 7",  3 

La  réfraction i'24",2 

La  déclinaison  du  Soleil +2°5o'iG",3 

Calculer  le  temps  moyen  de  Paris  à  l'instant  de  cette  observa- 
tion,  sachant  que  l'équation  du  temps  (T.  m.  —  T.  v.)  le   i5,  à 

midi  vrai  de  Paris,  est 

-i-4'^57%8i 

et  varie  de  +  o%88i  par  heure. 

Marseille. 

Analyse.  —  Déterminer  une  surface  passant  par  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  l'équation  w  =  o  satisfasse  à  l'équation  à 
diflérentielle  totale 

(la  =  {ix  —  8^)  dx  -^r  {2y  —  ioz)dy  h-  {8z  —  8x  —  loj'  -+-  2)  dz. 

Les  coordonnées  étant  supposées  rectangulaires,  on  fait  passer 
par  leur  origine  un    plan   quelconque.    Déterminer   le  rayon    de 


I 
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courbure  en   ce   poini    de   la  secliori  faite  [)ar  le  j)Ian  dans  la  sur- 
face. 

Mécanique.  —  \]\\  point  A  se  meut  d'uu  mouvemenL  uniforme 
sur  la  circonférence  d'un  cercle  fixe  C. 

Un  point  B,  non  pesant,  de  masse  m,  est  mobile  sur  une  droite 
fixe  X'X  située  dans  le  plan  du  cercle  (]. 

Le  point  B  est  attiré  par  le  point  A  proportionnellement  à  la 
distance;  on  demande  de  trouver  le  mouvement  du  point  B  en 
supposant  qu'à  l'origine  des  temps  ce  point  soit  situé  sans  vitesse 
au  pied  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  C  du  cercle  donné 
sur  la  droite  X'X  et  en  supposant  aussi  qu'à  cet  instant  le  point  A 
soit  situé  à  l'intersection  du  cercle  avec  la  parallèle  à  X'X  menée 
par  le  point  G. 

On  discutera  la  question  selon  que  le  mouvement  du  point  B 
sur  X'X  se  fera  avec  ou  sans  frottement. 

En  désignant  par  K- /??  l'attraction  exercée  à  l'unité  de  distance 
par  A  sur  B,  et  en  désignant  par  to  la  vitesse  angulaire  du  ra^onCA, 
on  examinera  le  cas  particulier  où  K  serait  égal  à  (o. 

Epreuve  pratique.  —  Etant  donnés  : 

«,  demi  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète; 

e,  son  excentricité; 

E,  anomalie  excentrique, 

on  demande  de  calculer  :  le  rayon  vecteur  r  de  la  planète  et  l'ano- 
malie vraie  r. 

Données  numériques  : 

e  =  0,0125343, 
a  =  2,051724, 
E  =  2i8°26'i8",4- 

Nancy. 

Première  question.  —  Valeur  de  ff{z)dz  prise  le  long  d'un 
contour  fermé  à  l'intérieur  duquel  J\z)  est  ime  fonction  mono- 
drome  et  continue,  excepté  en  un  certain  nombre  de  pôles. 

Appliquer  le  théorème  au  cas  où  j{z)  représente  une  fraction 
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rationnelle 

en  supposant  que  toutes  les  parties  du  contour  fermé  s'éloignent  à 
l'infini 

Seconde  question.  —  L'équation  différentielle 

où  [j  est  fractionnaire  et  où  n  et  p  sont  deux  nombres  entiers  po- 
sitifs et  tels  que 

P>  n, 

est  satisfaite  par  un  polynôme  entier  et  rationnel,  que  l'on  de- 
mande de  déterminer.  En  conclure  ensuite  que  la  solution  géné- 
rale de  l'équation  différentielle  peut  s'exprimer  sous  forme  finie. 
(Il  y  a  plus  :  cette  forme  est  entièrement  algébrique.) 

Mécanique.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
OZ,  l'axe  OZ  étant  vertical;,  et  l'on  considère  la  surface  de  révo- 
lution engendrée  par  l'hyperbole  équilatère 

y  =  0,         zx  =^  a-, 

tournant  autour  de  OZ.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel 
assujetti  à  demeurer  sur  cette  surface  et  sollicité  par  une  force 
perpendiculaire  au  plan  des  xy  et  proportionnelle  à  l'ordonnée  z 
du  mobile.  Réaction  de  la  surface. 

Astronomie.  —  Calculer  la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre, 
connaissant  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  : 

Ascension  droite .T\  =  i4''3o"'7%7.5, 

Déclinaison o    =  1 1°  i5'4r)",(), 

Inclinaison  de  l'écliptique s    =  oZ°'X']'   5". 

Poitiers. 
Analyse.  —  Etant  donnée  l'équation 


cf^y       dy        , 


or  -~ j-  -"  i  r^ y  —  î  r^ {\-^  x"^). 

ax^        ax  .1       V 
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chercher  ce  qu'elle  devienl  (|uan(l  on  remplace  la  variable  x  \vat 
une  autre  t  liée  à  la  précédente  par  la  relation  x  -~  'f  (0- 

Déterminer  la  fonction  C5  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme 
contenant  la  dérivée  première. 

Donner  l'intégrale  générale  de  l'équation. 

Si  l'on  dévelop|)e  par  la  formule  de  Maclaurin  la  fonction  y 
définie  par  l'équation  difiercnticlle  pro[)Osée,  pourra-t-on  prendre 
arbitrairement  les  valeurs  initiales  dejK  et  de  )''? 

Mécanique.  —  Etudier,  au  mojcn  des  équations  d'Euler,  le 
mouvement  d'un  corps  solide,  avant  un  point  fixe,  et  qui  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure,  dans  rhypotiièse  où 
il  commencerait  à  tourner  autour  d'un  axe  très  voisin  de  l'un  des 
trois  axes  principaux  d'inertie.  On  donnera,  dans  les  divers  cas 
qui  peuvent  se  présenter,  les  expressions  en  fonction  du  temps 
des  projections  de  la  vitesse  angulaire  sur  les  axes  pricipaux. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  distance  zénithale  et  l'azimut 
d'une  étoile  avant  pour  coordonnées 

m o'i2'"26%57, 

ô Gi^S'ï'io",     0  (f]i?it.  polaire)  : 

I*'  Une  heure  après  le  passage  au  méridien, 
'j.'*  Deux  heures  après  ce  passage. 

Latitude  du  lien 46° 34' 55". 

Rennes. 

Analyse.  —  Une  surface  est  engendrée  par  une  circonférence 
dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  XOY,  dont  le  centre  se  meul 
dans  le  plan  ZOY  et  qui  rencontre  constamment  l'axe  OZ;  quelle 
est  la  courbe  que  doit  décrire  le  centre  de  cette  circonférence  pour 
que  les  projections  sur  le  plan  XOY  des  lignes  asvmptotiques  de 
la  surface  qu'elle  engendre  forment  deux  familles  de  courbes  ortho- 
gonales, et  quelle  est  alors  la  nature  de  ces  courbes? 

Les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangulaires. 

Mécanique.  —  Une  barre  pesante  et  homogène,  de  pjoids/),  de 

Bull,  des  Sciences  ninf/ic/n.,  2"  tôri»^,  t.  \.  (Soptrnihrc  1886.)  i5 
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longueur  2<7,  s'appuie  par  ses  deux  extrémités  A,  A'  sur  deux 
droites  fixes  «r/A,  a' A'  situées  dans  un  même  plan  vertical  et  fai- 
sant avec  l'horizon  des  angles  de  4^°.  Cette  barre  étant  d'abord 
placée  verticalement,  on  l'abandonne  à  elle-même  sans  lui  impri- 
mer aucune  vitesse.  On  demande  : 

i'^  Quel  sera  son  mouvement? 

2"  Quelles  tractions  ou  pressions  elle  exercera  sur  les  deux 
droites  fixes  à  une  époque  quelconque  de  ce  mouvement? 

Epreuve  pj'atique.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cvlindre. 

Le  cône  est  de  révolution,  son  axe  est  vertical,  son  sommet  à 
o"\  i5  du  plan  horizontal;  les  génératrices  du  cône  font  avec  l'axe 
des  angles  de  3o". 

Le  cvlindre  a  pour  base  une  section  du  cône  par  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  horizontal  à  o"\o8  de  ce  plan.  Les  génératrices  de 
ce  cylindre  forment  des  angles  de  3o"  avec  le  plan  horizontal, 
leurs  projections  horizontales  sont  inclinées  de  4^"  sur  la  ligne  de 
terre. 

On  représentera  le  volume  du  cône  limité  au  plan  horizontal 
en  supposant  enlevée  la  partie  de  ce  volume  intérieure  au  cy- 
lindre. 

Toulouse. 

Analyse.  —  i"  Démontrer  que  les  normales  à  une  surface  réglée 
en  tous  les  points  d'une  même  génératrice  forment  un  paraboloïde 
hyperbolique. 

■>."  On  envisage  une  surface  réglée  ayant  un  plan  directeur  P; 
soit  G  l'enveloppe  des  projections  sur  ce  plan  des  génératrices 
rectilignes.  Déterminer  la  courbe  G  de  façon  que  Tun  des  deux 
plans  directeurs  du  paraboloïde  des  normales  relatif  à  chaque  gé- 
nératrice de  la  surface  passe  par  une  droite  fixe  perpendiculaire 
au  plan  P.  Faire  voir  que,  dans  ce  cas,  l'axe  du  paraboloïde  en- 
gendre un  cylindre  de  révolution,  à  moins  qu'il  ne  soit  fixe. 

Mécanique.  —  Démontrer  que  de  toutes  les  courbes  planes  qui 
joignent  deux  points  donnés  A  et  B,  celle  qui  sera  parcourue  dans 
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le  moins  de  temps  possible  par  un  point  matériel  soumis  à  Taction 
d'une  force  donnée  jouit  de  cette  propriété  que  la  composante 
normale  de  la  force  est  é^^alc  à  la  force  centrifuge. 

Application.  —  Rechercher  la  forme  de  la  courbe  brachisto- 
chrone  lorsque  la  force  qui  sollicite  le  mobile  émane  d'un  point 
fixe,  est  répulsive  et  varie  proportionnellement  au  carré  de  la  dis- 
tance. Etudier  toutes  les  circonstances  du  mouvement  sur  cette 
courbe  et  calculer  la  pression  du  mobile  sur  la  trajectoire,  dans  le 
cas  particulier  où  le  centre  de  répulsion  serait  situé  sur  la  courbe 
elle-même. 

Epreuve  pratique.  —  Sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  8™,  les 
trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  ont  respectivement  3™,  4"*  et  5'". 
Calculer  les  angles  de  ce  triangle  avec  toute  la  précision  que  com- 
portent les  Tables  logarithmiques  à  sept  décimales. 


HIPPOCRATE    DE    CHIOS; 
Par  m.  Pall  TWNERV. 

1.  La  publication,  vers  le  milieu  du  v'^  siècle  avant  noire  ère, 
des  immortelles  découvertes  de  Pjthagore  devait  entraîner  une 
double  conséquence  : 

D'une  part,  l'Egypte  pourra  encore  être  regardée  par  les  Grecs 
comme  la  source  vénérée  où  il  faut  aller  puiser  les  connaissances 
traditionnelles;  mais  désormais,  pour  la  Géométrie  au  moins,  les 
élèves  en  remontreront  à  leurs  maîtres. 

D'un  autre  côté,  les  mathématiciens  grecs  sont  maintenant  en 
mesure  d'aborder  immédiatement  des  questions  s'élevant  déjà  au- 
dessus  des  éléments,  ou  du  moins  dépassant  le  cadre  dans  lequel 
Euclide  les  a  renfermés. 

Je  reviendrai  sur  le  premier  point;  c[uant  au  second,  il  suffit  de 
remarquer  que  c'est  en  eflet  à  l'époque  précitée  que  remontent  les 
problèmes  de  la  quadrature  du  cercle,  de  la  (construction  géomé- 
trique de  la  racine  cubique,  enfin  de  la  division  de  l'angle  dans  un 
rapport  donné. 
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C'est  sans  aucun  doute  pour  ce  dernier  problème  qu'HIppias 
d'Elis,  sophiste  contemporain  de  Socrate,  ins enldiXdiquadratrice, 
premier  exemple  d'une  courbe  différente  du  cercle,  et  qui,  con- 
trairement aux  habitudes  classiques,  doit  avoir  été  construite  par 
points  (^).  On  sait  d'ailleurs  que  son  nom  lui  vient  de  ce  que  cette 
courbe  se  trouva  conduire  également  à  une  solution  du  problème 
de  la  quadrature  du  cercle. 

Mais  cette  quadrature,  comme  aussi  la  duplication  du  cube, 
nous  ramène  tout  d'abord  à  Hippocrate  de  Gliios. 

2.  Sur  ce  géomètre,  nous  trouvons  un  assez  curieux  renseigne- 
ment dans  la  Morale  d'Eudème ,  attribuée  à  Aristote,  mais  qui 
est  probablement  de  son  disciple,  l'historien  des  Mathématiques; 
Hippocrate  est  donné  (VII,  i4)  comme  exemple  d'un  homme  d'une 
intelligence  remarquable  sous  certains  rapports,  nulle  sous  d'au- 
tres; bon  géomètre,  il  se  montrait,  pour  le  reste,  comme  hébété  et 
stupide  :  ainsi,  dans  un  voyage  commercial,  il  perdit,  par  sa  sot- 
tise, une  somme  considérable  qui  lui  fut  extorquée  par  les  percep- 
teurs du  cinquantième  (douane  athénienne),  à  Bjzance. 

Aristote  {Météorol.,  I,  6)  le  cite  d'autre  part,  avec  son  disciple 
Eschyle,  pour  rapporter  leur  opinion  sur  les  comètes,  analogue  à 
celle  des  Pythagoriciens;  c'est  une  preuve  qu'Hippocrate  cultivait 
également  toutes  les  sciences  de  son  temps. 

Le  récit  de  Jean  V\n\o^on  [Coiuîiient.  in  Arist.  PJijs.,  fol.  i3), 
qu'il  faisait  le  commerce  sur  mer,  que,  pris  par  des  corsaires, 
il  vint  les  poursuivre  inutilement  à  Athènes,  et  que,  s'y  étant  mis 
à  fréquenter  les  écoles  des  philosophes,  il  devint  ainsi  un  géo- 
mètre fameux,  ne  doit  être  regardé  que  comme  une  amplifica- 
tion du  passage  de  la  Morale  d'Eudèine,  en  sorte  que  les  détails 
particuliers  qu'il  offre  n'ont  aucune  valeur.  Loin  de  supposer  qu'il 

V  avait  déjà  à  Athènes,  dès  le  milieu  du  v^  siècle,  des  écoles  scien- 
tifiques renommées,  il  est  à  croire  bien  plutôt  qu'Hippocrate,  après 

Y  avoir  peut-être  été  amené  par  des  affaires  de  commerce,  se  mit  à  y 


(')  Voir  mes  Notes  pour  lliistoire  des  lignes  et  sur/aces  courbes  dans  l'an- 
tiquité dans  le  Bulletin  des  Sciences  jnathcmatiques,  VU,,  p.  278-283;  i883.  — 
M.  Allmaii  {Ilerniathena,  IV,  7,  p.  220)  a  parle  d'une  «  organic  motion  »  pour  le 
tracé  (le  la  (luadralrice  ;  mais,  depuis  (\I,  11,  p.  \'iZ,  noie),  il  a  adopté  mon  opi- 
nion. 
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professer  un  des  pronilcrs  ce  cju'il  avnil  iipprls  dari«i  sa  pairie,  auprès 
d'Oh^nopide.  Quoicpi'il  coiinùL  d'ailleurs  la  Géométrie  pythagori- 
cienne qui  venait  d'être  publiée,  rien  ne  prouve  qu'il  ait  eu  des  l*v- 
thagoriciens  pour  maîtres,  car  les  lémoig^nages  tirés  de  Jamhlique 
à  cet  égard  reposent  sur  une  fausse  interprétation  des  passages  que 
nous  avons  vus. 

Je  ne  trouve  pas  non  plus  que  les  anciens  emploient,  en  général , 
un  ton  défavorable  en  parlant  d'Hippocrate,  ainsi  que  le  dit  M.  All- 
raan  [Ilermatli.,  IV,  7,  j).  22-).  Si  l'on  écarte  pour  le  moment 
les  passages  d'Aristote  sur  la  quadrature  des  lunules,  passages  sur 
lesquels  nous  reviendrons  plus  loin,  il  est  certain  que  le  Stagirite, 
ainsi  qu'Eudème,  parle  d'Hippocrate,  en  tant  que  savant,  en 
termes  très  honorables  ;  de  même  Jamblique.  Eratoslliène  (dans 
sa  Lettre  à  Ptolémée  ('),  ne  le  maltraite  pas  plus  que  les  autres 
géomètres.  Proclus  (p.  2i3  =  Geminus)  est  très  louangeur  : 

«  On  dit  que  la  première  (àTcaywyv])  (réduction  d'un  problème 
à  un  autre)  sur  les  figures  difTiciles,  a  été  faite  par  Hippocrate  de 
Gliios,  celui  qui  a  aussi  quarré  la  lunule  et  a  l'ait  en  Géométrie 
nombre  d'autres  découvertes,  ayant  eu,  autant  que  pas  un  autre, 
un  génie  naturel  pour  ces  questions.  » 

Quant  aux  témoignages  d'Alexandre  Aphrodisias,  de  Philopon, 
d'Eutocius,  ils  ont  d'autant  moins  de  valeur  qu'ils  se  rattachent  à 
une  opinion  erronée  sur  un  paralogisme,  faussement  attribué  à 
Hippocrate  au  sujet  de  la  quadrature  du  cercle,  ainsi  que  nous  le 
verrons. 

3.  J'ai  déjà  fait  observer  que  le  témoignage  sur  Vapagoge  em- 
ployée par  Hippocrate  doit,  ainsi  que  toute  la  tradition  sur  le  pro- 
blème de  DéloS;  provenir  non  pas  d'Eudème,  mais  d'Eratostliène. 
Ce  dernier,  dans  sa  lettre  à  Ptolémée,  nous  montre,  bien  avant 
l'oracle  rendu  aux  Déliens,  le  problème  de  la  duplication  du  cube 
déjà  célèbre  à  Athènes;  un  poète  tragique  (Euripide?)  Ta  mis  sur 
la  scène.  Minos,  voulant  élever  un  monument  à  son  fils  Glaucus, 
dit  à  l'architecte  : 

Pour  un  lombeau  royal,  lu  le  prontls  bien  petit; 
il  faut  doubler  le  cube  et  ne  pas  l'y  tromper. 

(')  Eutocius  sur  Archinictlc  {Sphère  et  cylindre,  II,  j). 
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Eratosthène  ajoute  qii'Hippocrate  ramena  ce  problème  à  l'in- 
vention de  deux  moyennes  proportionnelles,  et  prétend  qu'il  n'alla 
pas  plus  loin,  ce  dont  il  est  permis  de  douter  dans  une  certaine 
mesure  (^). 

Si  c'est  là  d'ailleurs  la  plus  ancienne  apagoge  que  constate  l'his- 
toire, il  est  difficile  de  croire  qu'elle  ait  réellement  été  la  première; 
Hippocrate  avait  dû  trouver  des  exemples  dans  la  Géométrie  pytha- 
goricienne, qui  présentait  déjà  des  démonstrations  par  l'absurde ,  et 
qui  sans  doute  n'était  pas  astreinte  à  exposer  directement  la  solution 
de  tous  les  problèmes,  en  rejetant  la  marche  d'invention,  néces- 
sairement apagogique,  du  moment  où  la  question  est  un  peu  com- 
pliquée. 

Nous  touchons  ici  évidemment  à  l'invention  de  la  méthode  ana- 
lytique que  la  tradition  attribue  à  Platon.  Il  est  douteux  que  cette 
tradition  remonte  effectivement  àEudème,  mais  elle  doit  déjà  avoir 
été  admise  par  Geminus;  voici,  au  reste,  le  passage  de  Proclus  sur 
ce  sujet  (p.  2  I  I ,  i4-2i2,  4)' 

«  Pour  l'invention  des  lemmes,  le  plus  important  est  une  dis- 
position spéciale  de  l'intelligence  ;  car  on  peut  voir  nombre  de  gens 
trouvant  rapidement  des  solutions  sans  se  servir  de  méthodes  :  tel 
nous  avons  connu  Kratistos,  si  capable  pour  résoudre  une  ques- 
tion avec  aussi  peu  de  principes  que  possible,  qui  cependant  ne 
s'aidait  que  de  son  naturel.  Cependant  on  donne  des  méthodes;  la 
plus  belle  est  celle  par  l'analyse,  qui  ramène  le  cherché  à  un  prin- 
cipe connu;  c'est  celle  que  Platon,  à  ce  que  l'on  dit,  fît  connaître 
à  Léodamas,  et  grâce  à  laquelle  ce  dernier  est  connu  comme  auteur 
de  nombreuses  découvertes  en  Géométrie.  La  seconde  est  la  mé- 
thode de  division,  qui  décompose  en  ses  parties  le  genre  proposé, 
et  fournit  un  point  de  départ  pour  la  démonstration  de  la  con- 
struction du  proposé,  en  éliminant  les  éléments  étrangers;  cette 
méthode  a  aussi  été  célébrée  par  Platon  comme  un  utile  auxiliaire 
dans  toutes  les  sciences.   En   troisième  lieu  vient  la  méthode  de 


(•)  Ilippocralc  était  certes  capable  de  ramener  ce  problème  à  une  veOfft;  (inscrip- 
tion entre  deux  droites  données  d'une  droite  de  longueur  donnée  et  dont  le  pro- 
longement passe  par  un  point  donné"),  rr  qui  est  le  principe  de  la  solution  de  \i- 
comèdc  par  la  conrlioïdr. 
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réduclion  à  Fiinpossiblc,  (|iii  no  démonlro  pas  directcmciiL  la  chose 
cherchée,  mais  réfute  la  contradicloirc  cL  arrive  ainsi  indirectement 
à  la  vérité.    » 

4.  De  même  que  les  autres  légendes  que  nous  avons  déjà  ren- 
contrées sur  le  rôle  de  Platon  coninu;  géomètre,  celle-ci  doit  nous 
inspirer  une  certaine  défiance. 

Tout  d'abord,  nous  voyons,  dans  le  passage  de  Proclus,  la  m<''- 
thode  analytique  associée  à  une  autre  à  laquelle  le  nom  de  Platon 
est  également  attaché.  Mais  il  est  clair  que  les  classifications  dicho- 
tomiques, telles  que  le  philosophe  en  développe  l'usage  dans  ses 
dialogues  du  Sophiste  et  du  Politique ,  n'ont  pas  grand'  chose  à 
voir  avec  la  Géométrie,  et  que  la  perfection  des  définitions  ou 
l'ordre  des  théorèmes  dans  les  éléments  n'ont  guère  de  liaison  avec 
cette  prétendue  méthode  de  division. 

Si,  d'autre  part,  nous  considérons  la  méthode  analytique  en 
elle-même,  telle  que  nous  la  voyons  pratiquée  dans  Apollonius  et 
dans  Pappus,  nous  n'y  pouvons  voir  qu'une  apagogc  successive 
du  problème  posé  à  un  autre,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  pro- 
blème connu;  il  nous  est  dès  lors  impossible  de  reconnaître  en 
quoi,  sur  ce  point,  aurait  consisté  la  découverte  de  Platon. 

La  réduction  à  l'absurde  correspond  naturellement,  pour  les  théo- 
rèmes, à  la  marche  apagogique  pour  les  problèmes;  cependant 
nous  trouvons  pour  les  théorèmes,  par  exemple  dans  les  scholies 
sur  le  commencement  du  XTIP  Livre,  des  démonstrations  par  voie 
analytique;  la  relation  à  démontrer  est  supposée  vraie  et  on  la 
transforme  successivement  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  relation 
admise  dans  l'énoncé.  Serait-ce  là  l'invention  de  Platon? 

Tel  est,  semble-t-il,  le  sens  dans  lequel  il  faut  entendre  ce  qu'en 
dit  Proclus  :  il  parle,  en  effet,  non  de  problèmes,  mais  de  lemmes; 
le  procédé  dont  il  s'agit  n'est  nullement  propre  à  l'invention;  il 
sert,  au  contraire,  naturellement  pour  la  vérification  et  se  trouve 
donc  applicable  à  la  démonstration  des  lemmes  que  l'on  peut  ren- 
contrer admis  par  un  auteur,  sans  que  l'on  en  reconnaisse  immé- 
diatement la  vérité.  Mais  celte  question  des  lemmes  n'a  surgi  que 
longtemps  après  Platon,  et,  en  tout  cas,  l'importance  de  la  décou- 
verte qu'on  lui  attribue  se  trouverait  singulièrement  restreinte. 

Cependant  l'introduction  d'un  personnage  d'ailleurs  aussi  peu 
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connu  que  Léodamas  de  Thasos  (^)  semble  indiquer  que  cette 
légende  est  ancienne  et  qu'elle  repose  sur  quelque  fondement  plau- 
sible. Mais  si,  comme  il  semble  convenable,  on  recherche  un  tel 
fondement  dans  les  écrits  de  Platon,  on  est  conduit  à  une  conjec- 
ture toute  différente  de  celles  qui  précèdent. 

Nulle  part,  Platon  ne  fait  allusion  à  une  méthode  géométrique 
qu'il  aurait  inventée;  mais  il  y  a  une  méthode  philosophique  qu'il 
a  décrite  à  la  fin  du  livre  VI  de  la  République ,  et  à  laquelle  tous 
ses  disciples  ont  attaché  une  grande  importance  :  remonter  de 
rhypothèse  au  principe  non  supposé;  suivre  la  marche  inverse  du 
principe  à  l'hypothèse  (-). 

Nous  retrouvons  là  l'opposition  constante  dans  les  démonstra- 
tions anciennes  entre  Vanalyse  et  la  synthèse  ;  c'est  par  un  sin- 
gulier abus  de  langage  que  l'on  appelle  aujourd'hui  synthétiques 
les  démonstrations  géométriques  d'Euclide;  il  n'y  a  chez  les  an- 
ciens de  synthèse  que  quand  il  y  a  eu  analyse ,  que  quand  on 
recompose  en  ordre  inverse  la  suite  des  propositions  obtenues 
suivant  la  marche  opposée  (^). 

Aujourd'hui,  nous  ne  faisons  plus  de  synthèses,  parce  qu'il  est 
de  règle  de  ne  procéder  en  analyse  que  par  conclusions  immédia- 
tement réversibles.  Si  A  est  vrai,  B  est  vrai  n'est  employé  que  si 
l'on  peut  dire  :  B  est  vrai,  donc  A  est  vrai.  11  est  rare  que  les  an- 
ciens aient  été  assez  assurés  de  la  pratique  de  leurs  procédés  pour  se 
croire  dispensés  de  faire  la  contre -épreuve,  la  synthèse  après 
l'analyse  (''). 


(')  C'est  à  un  Léodamas  qu'est  adressée  la  Lettre  XI  attribuée  à  Platon;  il  ne  s'agit 
nullement  de  Géométrie,  mais  d'une  constitution  politique  pour  une  colonie  dont 
l'ami  de  Platon  semble  un  des  fondateurs.  Le  philosophe  serait  déjà  vieux,  ce  qui 
n'est  pas  d'accord  avec  la  chronologie  du  résumé  historique  de  Proclus;  le  So- 
crate  dont  il  est  parlé  dans  la  Lettre  doit  être  Socrate  le  Jeune,  dont  parle  Aristote 
{Métaph.,  VI,  II);  mais  c'est  peut-être  un  personnage  fictif. 

(*)  Dans  ce  passage,  Platon  s'exprime  d'ailleurs  sur  la  Géométrie  en  termes 
qui  ont  pu  servir  de  point  de  départ  à  la  légende  sur  la  méthode  analytique,  mais 
dont  la  signification  est  en  réalité  toute  dilTérenle. 

(')  11  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  marche  d'Euclide  ne  suppose  nul- 
lement, en  thèse  générale,  une  analyse  préalable.  Pour  Archimède,  la  question 
peut  être  toute  différente. 

(*)  Et  encore,  dans  ce  cas,  ont-ils  l'habitude,  comme  Diophante.  dindiquer  que 
la  synthèse  reste  à  faire,  mais  qu'elle  va  de  soi. 
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Ainsi,  nous  serions  lenlcs  de  croire  que  I  uMivrc  de  Platon  au- 
rait été  de  remarquer  la  convenance  de  la  double  marche  et  de 
régulariser  ainsi ,  en  lui  donnant  une  conif)lète  rigueur  logique,  les 
procédés  antérieurs  d'une  analyse  incertaine  et  mal  assurée.  Mais 
la  question  reste  trop  douteuse  pour  qu'il  soit  possible  de  lui 
donner  une  solution  précise. 

5.  J'aborde  maintenant  les  recherches  d'Hippocrate  sur  la  qua- 
drature du  cercle,  ou  plutôt  sur  celle  des  lunules;  mais  je  dois 
d'abord  expliquer  comment  ces  recherches  nous  ont  été  con- 
servées. 

Aristote  parle,  à  diverses  reprises,  de  la  quadrature  du  cercle 
comme  d'un  problème  non  résolu;  il  distingue,  parmi  les  fausses 
solutions  données,  deux  sortes  :  les  unes,  purement  sophistiques, 
s'attaquent  aux  principes  mêmes  de  la  Géométri(î  :  telles  sont  celles 
d'Antiphon  et  de  Brjson;  il  leur  oppose  celles  qui,  tout  en  res- 
pectant les  principes  de  la  Science,  contiennent  de  faux  raisonne- 
ments, comme  celui  d'Hippocrate  ou  la  quadrature  par  les 
lunules  (Soph.,  Elench.,  1 1)  ou  bien  encore  la  quadrature  par  les 
segments  (Phjs.,  I,  ^)  (') 

On  doit  encore  remarquer  un  passage  {Anàlyt.  prior.,  II,  20), 
où  Aristote  fait  une  allusion  assez  claire  à  un  théorème  d'PIippo- 
crate,  que  nous  verrons  tout  à  l'heure. 

((  Ainsi  (c'est  un  exemple  à^apagoge),  soit  A  la  quadrature, 
E  le  rectiligne,  Z  le  cercle^  si  entre  E  et  Z  il  n'y  avait  qu'un  seul 
intermédiaire,  l'égalité  à  un  rectiligne  de  la  somme  du  cercle  et  de 
lunules,  on  serait  près  de  la  connaissance  (-).    » 

Hippocrate  avait,  en  effet,  construit  une  lunule  dont  la  somme 
avec  un  cercle  est  quarrable;  Aristote  veut  dire  que  si  c'était  là  le 
seul  intermédiaire  à  chercher  pour  la  quadrature  du  cercle,  celle-ci 
serait  obtenue;  mais  il  en  faudrait  un  second  ,  à  savoir  la  quadra- 


(')  Dès  le  V'  siècle,  la  quadrature  du  cercle  était  à  Athènes  un  problème  aussi 
célèbre  que  la  duplication  du  cube;  Aristophane  {Oiseaux)  met  sur  la  scène 
l'astronome  Méton  proposant  une  solution  (mécanique?). 

(^)  L'emploi  de  lettres  arbitrairement  choisies  pour  désigner  des  concepts, 
emploi  dont  on  voit  ici  un  exemple,  est  très  fréquent  dans  Aristote;  il  n'en  fallut 
pas  moins  deux  mille  ans  avant  que  Victc  introduisit  cet  emploi  dans  lAl^ièbre. 
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iLire  de  la  lunule  particulière  en  question;  c'est  là,  du  moins,  ce 
qu'on  doit  supposer  qu'il  sous-entend  ('  ). 

En  tout  cas,  nous  pouvons  constater  qu'Aristote  connaît  au 
moins  un  faux  raisonnement,  peut-être  deux,  conduisant  à  une 
prétendue  quadrature  du  cercle  par  les  lunules  ou  par  les  segments  ; 
le  texte  ajoute  une  fois  le  nom  d'Hippocrate.  Mais,  pour  accepter 
comme  pleinement  valable  l'accusation  ainsi  lancée  contre  le  géo- 
mètre de  Ghios,  il  faudrait  être  assuré  : 

1°  Que  cette  mention  d'Hippocrate  vient  bien  d'Aristote  lui- 
même  et  n\  pas  été  introduite  dans  le  texte,  dès  une  époque  d'ail- 
leurs très  ancienne,  à  la  suite  d'une  glose  sans  valeur,  provoquée 
par  le  terme  de  lunule  ; 

1^  Qu'Aristote  était  incapable  de  faire  une  pareille  accusation  à 
la  légère,  sur  un  point  qui  n'avait  pas  d'importance  pour  lui,  alors 
qu'il  lui  arrive  assez  souvent  d'attribuer  sciemment  à  Platon  et  à 
d'autres  des  erreurs  qu'il  réfute,  mais  dont  ils  ne  sont  nullement 
coupables. 

6.  Les  commentateurs  d'Aristote  se  sont  préoccupés  d'expliquer 
^YX  quoi  consistaient  au  juste  les  quadratures  dont  parle  le  Stagi- 
rite.  Pour  Antiphon,  il  n'y  a  guère  de  difficulté;  partant  du 
triangle  équilatéral  (Thémistius)  ou  de  tout  autre  polvgone  régu- 
lier inscriptible  dans  le  cercle  (Simplicius),  il  doublait  le  nombre 
des  côtés  jusqu'à  arriver,  disait-il,  à  la  coïncidence  avec  le  cercle. 
On  doit  d'ailleurs  supposer  qu'il  ne  proposait  nullement  ce  pro- 
cédé au  point  de  vue  pratique,  mais  bien  au  point  de  vue  théorique, 
et  dès  lors  les  critiques  d'Aristote  sont  parfaitement  justes  (-). 

Il  convient  de  remarquer  que  Simplicius  parle  d'après  Alexandre 
d'Aphrodisias ,  mais  cite  également  Eudème;  toutefois,  comme  il 


(')  Même  ainsi,  au  reste,  l'exemple  est  assez  mal  choisi;  car,  en  réalité,  il  n'>' 
a  pas  apagoge  de  la  quadrature  du  cercle  à  celle  de  la  lunule,  puiscjue  cette  der- 
nière quadrature  est,  dans  le  cas  général,  plus  compliquée  que  celle  du  cercle. 

(^)  Antiphon  paraît  avoir  été  un  sophiste  athénien  contemporain  de  Socrale, 
par  consé((uent  d'Hippocrate  de  Chios;  Bryson,  fils  d'Hérodore,  d'IIéraclée,  ap- 
partient à  la  génération  suivante:  son  enseignement  seml)lc  avoir  été  voisin  de 
celui  des  éristiques  do  INIégare  :  il  a,  d'aulio  pari,  composé  i\c<  éctils  ni<>r;ui\  sur  le 
modèle  d(>  ceux  dos  Pylliag<)ri(Moiis  do  la  mémo  époque. 
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n'ajoute  pas  que  c'est  d'après  V Histoire  gcomcLrifjuc  de  c(;  der- 
nier, il  faut  entendre  qu'il  emprunte  cette  citation  à  un  Commen- 
taire sur  la  Physique  d'Aristote.  Ce  Commentaire  d'Eudème  et  celui 
d'Alexandre  d'Aphrodisias ,  également  perdu,  forment  en  effet  les 
deux  sources  principales  auxquelles  Simplicius  emprunte  le  sien. 

Pour  Bryson,  la  question  est  moins  claire;  d'après  Alexandre 
d'Aphrodisias,  il  inscrivait  un  carré  dans  le  cercle  et  y  circonscri- 
vait un  autre  carré;  puis  il  construisait  un  troisième  carré  inter- 
médiaire entre  les  deux  premiers  et  prétendait  (ju'il  était  égal  au 
cercle,  comme  étant,  en  même  temps  que  cekii-ci,  plus  grand  ou 
plus  petit  que  les  premiers  carrés.  Philoj)on  rapporte  que  le  maître 
de  Proclus  (Syrianus)  rejetait  l'assertion  du  commentateur  du 
II®  siècle  après  J.-C,  et  il  me  paraît  en  effet  difficile  de  la  prendre 
au  sérieux.  Mais  on  n'a,  pour  cela,  aucunement  le  droit  de  consi- 
dérer Bryson  comme  un  précurseur  d'Archimède  ;  car,  quel  que  fût 
son  raisonnement,  il  n'avait  certainement  aucune  portée  pratique. 
Peut-être  même  cherchait-il  seulement  à  établir  l'existence  d'un 
certain  carré  équivalent  au  cercle. 

Enfin,  au  sujet  d'Hippocrate ,  Simplicius,  dans  son  Commen- 
taire sur  la  Physique  d'Aristote,  rapporte  deux  témoignages  essen- 
tiellement différents  :  l'un  d'Alexandre  d'Aphrodisias,  l'autre  tiré 
de  VHistoire  géométrique  d'Eudème. 

L'édition  d'Aide  Manuce  (ijaG)  est  si  incorrecte  pour  le  frag- 
ment d'Eudème  que,  malgré  son  importance  capitale,  il  a  été 
négligé  jusqu'à  Bretschneider;  tous  les  historiens  antérieurs  ont 
donc  admis  ce  que  rapportait  Alexandre  d'Aphrodisias  :  Hippo- 
crate  aurait  quarré  la  lunule,  dont  l'arc  extérieur  est  de  i8o°,  l'in- 
térieur de  90°;  il  aurait  ensuite  prétendu  quarrer  le  cercle  comme 
suit  : 

Si  l'on  partage  une  demi-circonférence  de  rayon  R  en  trois  par- 
ties égales,  et  que,  sur  les  cordes  égales  au  rayon,  on  décrive  des 
demi-circonférences  extérieures,  on  obtiendra  trois  lunules  telles 
que,  si  on  leur  ajoute  un  demi-cercle  de  diamètre  B,  la  somme 
sera  ésrale  au  demi-hexaerone  inscrit  dans  le  demi-cercle  de  rayon 
II.  La  quadrature  du  demi-cercle  de  diamètre  R  est  donc  ramenée 
à  celle  de  la  lunule,  et  cette  dernière  est  supposée  quarrable.  L'er- 
reur consiste  en  ce  que,  dans  cette  figure,  la  lunule  a  son  arc 
intérieur  de  60°  seulement  el   nVst  donc  aiu  iineniotil  assimilable 
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à  la  lunule  déjà  quarrée.  Ce  sérail  là  le  faux  raisonnenienl  auquel 
Aristote  fait  allusion. 


7.  Bretschneider  (1870)  parvint  le  premier  à  expliquer  conve- 
nablement l'extrait  d'Eudème  conservé  par  Simplicius,  et  par 
reconnaître  qu'aucun  paralogisme  ny  est  attribué  à  Hippocrate; 
qu'au  contraire  on  trouve  dans  cet  extrait  une  suite  de  théorèmes 
aussi  intéressants  qu'irréprochables. 

Quoique  le  document  ne  remonte  pas  à  Hippocrate  lui-même 
il  n'en  serait  pas  moins  inappréciable  pour  permettre  de  juger  des 
connaissances  géométriques  de  son  époque,  si  malheureusement 
Simplicius,  sous  prétexte  d'éclaircir  un  texte  trop  concis,  ne  s'était 
pas  avisé  d'j  introduire  des  explications  de  son  cru  et  de  malen- 
contreux développements,  qui  le  défigurent  singulièrement.  La 
restitution  du  texte  d'Eudème  devient  dès  lors  assez  difficile  pour 
que  Bretschneider  ait  été  entraîné  à  de  graves  erreurs,  notamment 
à  dénier  à  Hippocrate  la  connaissance  de  la  propriété  caractéristique 
des  segments  semblables,  à  savoir  que  tous  les  angles  inscrits  y  sont 


égaux. 


M.  Allman  [Hermathena,  IV,  n"  ^,  p.  196-202;  1881)  a,  le  pre- 
mier, donné  une  traduction  du  texte  d'Eudème,  en  le  débarrassant 
des  interpolations  de  Simplicius,  d'après  des  règles  dont  l'applica- 
tion peut  être  discutée  dans  les  détails,  mais  dont  les  principes 
sont  hors  de  conteste.  L'année  suivante  (Berlin,  1882)  paraissait 
l'édition  critique  du  Commentaire  de  Simplicius  sur  les  quatre 
premiers  Livres  de  la  Physique  d'Arislote,  avec  un  texte  singuliè- 
rement amélioré  et  un  essai  de  distinction  des  interpolations  dans 
le  fragment  d'Eudème  (p.  61-68).  Pour  cette  distinction,  le  savant 
éditeur,  H.  Diels,  s'était  aidé  des  lumières  de  M.  Usener  de  Bonn, 
qui ,  en  procédant  suivant  des  principes  analogues  à  ceux  de  M.  All- 
man, est  arrivé  à  des  résultats  concordants  sur  divers  points,  diver- 
gents sur  d'autres.  M.  Diels  a,  d'autre  part,  inséré  dans  sa  Préface, 
à  la  suite  de  remarques  de  M.  Usener  (p.  xxiir-xxvr),  quelques 
pages  (xxvi-xxxi)  d'observations  critiques  qu'il  m'avait  demandées, 
et  dans  lesquelles,  tout  en  proposant  des  explications  ou  des  cor- 
rections particulières  pour  certains  passages  obscurs,  j'ai  soutenu 
une  partie  des  conclusions  de  M.  Allman  ,  en  abandonnant  les 
autres. 


mP:langes.  '2-23 

J'ai  repris  dejjuls  la  question  dans  les  Mémoires  de  la  Socif-i/^ 
des  Sciences  pliysiqiœs  et  naturelles  de  Bordeaux  (V2 ,  p.  '79- 
187;  i(S8.^)),  où  j'ai  publié  le  texte  d'Eudème  tel  que  je  le  compre- 
nais, accompagné  d'une  traduction  et  des  observations  nécessaires. 
Enfin,  M.  Weiher^  {Philo  lo  g  us ,  XLIII,  p.,  p.  337-344)  a  soumis 
ma  restitution  à  une  critique  détaillée  et  proposé  ses  opinions  sur 
divers  points  spéciaux. 

La  question  ne  peut  évidemment  être  considérée  comme  épui- 
sée; mais  les  lignes  générales  de  la  restitution  sont  désormais  faci- 
lement assurées.  S'il  m'a  paru,  au  reste,  utile  d'en  rappeler  l'his- 
torique, je  crois  sans  intérêt  de  rentrer  ici  dans  la  controverse 
particulière;  je  vais  donc  me  contenter  d'exposer  dans  le  langage 
moderne  la  théorie  que  renferme  le  texte  en  question;  je  ferai  seu- 
lement deux  remarques  préalables. 

Autant  qu'on  en  peut  juger,  la  forme  des  démonstrations  d'Hip- 
pocrate  était  déjà,  à  très  peu  près,  celle  d'Euclide;  il  n'ignorait 
d'ailleurs  aucun  des  théorèmes  fondamentaux  sur  le  cercle,  fait 
d'autant  plus  important  à  constater  que,  pour  cette  théorie,  nous 
avons  moins  de  données  relatives  aux  connaissances  des  Pythago- 
riciens. 

Il  avait  démontré  la  proportionnalité  des  surfaces  des  cercles  aux 
carrés  des  rayons  et  des  surfaces  de  segments  semblables  aux  car- 
rés des  cordes;  malheureusement,  nous  ignorons  si  son  principe 
de  démonstration  contenait,  en  germe,  la  méthode  d'exhaustion, 
dont  l'invention  doit  donc  être  laissée  à  Eudoxe. 

8.  Du  théorème  sur  les  surfaces  des  segments  découle  immé- 
diatement le  principe  de  la  quadrature  des  lunules. 

Si  l'arc  extérieur  est  à  l'intérieur  dans  un  rapport  de  simili- 
tude — ?  qu'on  divise  le  premier  en  /??,  le  second  en  n  parties  égales, 

et  qu'on  joigne  dans  chaque  arc  les  points  de  division  voisins  (y 
compris  les  extrêmes),  on  retranchera  ainsi  de  la  lunule  m  seg- 
ments, on  en  ajoutera  n,  et  l'on  passera  ainsi  au  rectiligne  formé 
par  les  cordes. 

Ce  rectiligne  sera  donc  équivalent  à  la  lunule,  si  les  n  segments 
ajoutés  forment  une  surface  égale  à  celle  des  m  segments  retran- 
chés. Gomme  d'ailleurs  tous  ces  serments  sont  semblables  entre 
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eux,  il  faudra  donc  que  les  carrés  des  cordes  qui  divisent  les  arcs 
extérieur  et  intérieur  (ou  bien  ceux  des  rayons  de  ces  arcs)  soient 

entre  eux  dans  le  rapport  — 

Pour  que  la  lunule  soit  réellement  quarrable,  il  faut,  en  outre, 
que  la  figure  puisse  être  construite  avec  la  règle  et  le  compas,  ce 

,.  .  1  1  ,,         .    ,       ^     m     ,  .233 

aui  a  heu  pour  cmq  valeurs  déterminées  de   —  ?  a  savoir  -->  -•,  -, 

^  1  ^  ,1  112 

-7  -;  il  va  donc  cinq  lunules  quarrables. 

D'après  Eudème ,  Hippocrate  a  donné  la  quadrature  des  trois 
premières,  et  le  fait  qu'il  passe  de  la  deuxième  à  la  troisième,  et  non 

à  celle  pour  laquelle  —  =  -  ?  montre  suffisamment  qu'il  se  proposait 

effectivement  de  construire  les  lunules,  et,  quoique  Eudème  n'ait 
pas  conservé  ces  constructions,  sauf  pour  la  première,  quoiqu'il  ait 
seulement  ramené  les  autres  à  des  problèmes  déterminés,  on  ne  doit 
pas  douter  qu'Hippocrate  n'ait  résolu  ces  problèmes  ;  le  premier  est 
en  fait  assez  simple,  le  second  suppose  la  solution  géométrique  de 
l'équation  du  second  degré;  mais  nous  avons  admis  que  cette 
solution  était  déjà  connue  des  Pythagoriciens. 

Dans  un  quatrième  théorème,  Hippocrate  a  construit  une  lunule 
dont  la  somme  avec  un  cercle  se  trouve  quarrable. 

Le  cercle  ayant  R  pour  rayon,  l'arc  extérieur  de  la  lunule  est 

de  i2o°  et  son  rayon  Ry^ô,  l'arc  intérieur  est  de  6o° -,  la  somme 
quarrable  est  égale  au  triangle  maximum  inscrit  dans  l'arc  exté- 
rieur, plus  l'hexagone  inscrit  dans  le  cercle  Q). 


(')  Il  est  facile  de  voir  que  le  triangle  en  question  se  trouve  lui-même  équiva- 
lent à  l'hexagone. 

La  solution  d'Hippocrate  peut  cire  facilement  généralisée. 

Soient l'arc  extérieur,  l'arc  intérieur  qu'on  supposera  être  tous  deux 

m  n 

des  fractions  de  la  circonférence  susceptibles  d'être  obtenues  avec  la  règle  et  le 

compas;  soit  p  le  rayon  du  cercle  à  ajouter;  on  le  construira  d'après  la  relation 


r- 
ni 

ni 

et 

Si  l'on  a 
•'rsl  l'excès  de  la  lunule  sui"  le  cercle  du  rayon  p'  qui  scia  ((uarrablr. 


MELANGES. 


oj.b 


9.  En  pn'sence  du  léinoi^nîigc  d'Eiidùine,  c(dLii  dAloxanrlro 
d'A|)lirodisias  perd  toute  valeur j  on  doit  cependant  se  demander 
(juelle  peut  en  être  l'origine,  et,  d'autre  part,  à  quelle  fausse  qua- 
drature Aristote  a  pu  faire  allusion. 

MM.  Allman  et  Heiberg  maintiennent  encore  que  cette  fausse 
quadrature  peut  être  imputre  à  Hippocrate. 

Le  premier  admet  que  ce  dernier,  élève  des  Pythagoriciens,  aura 
publié,  sans  les  bien  comprendre,  des  travaux  dus  à  ses  maîtres, 
et  qu'il  aura  pu,  dès  lors,  y  ajouter  le  paralogisme  rapporté  par 
Alexandre  d'Aphrodisias. 

Le  second  distingue  deux  fausses  quadratures  visées  par  Aris- 
tote :  l'une,  par  les  lunules,  serait  celle  rapportée  par  Alexandre; 
l'autre,  celle  d'Iiippocrate,  ou  par  les  segments,  dériverait  du  der- 
nier théorème  développé  par  Eudème,  et  auquel  Aristote,  ainsi  qu'on 
l'a  vu,  fait  allusion  ailleurs  (A/ialyt.  prior.,  II,  25);  l'erreur  au- 
rait encore  consisté  à  prendre  comme  quarrable  la  lunule  qui  figure 
dans  ce  dernier  théorème,  quoiqu'elle  diffère,  essentiellement  et  à 
première  vue,  de  chacune  des  trois  lunules  d'Iiippocrate. 

Cette  conjecture  d'Heiberg  me  paraît  assez  plausible,  sauf  pour 
ce  qui  concerne  l'attribution  du  paralogisme  à  Hippocrate;  car  la 
mention  de  son  nom  par  Aristote  ne  me  paraît  nullement,  ainsi 
que  je  l'ai  fait  voir,  constituer  une  preuve  irrécusable.  Je  ne  crois 
pas  non  plus  qu'Hippocrate  ait  eu  des  Pythagoriciens  pour  maîtres, 
ou  je  ne  vois  pas  de  raison  sérieuse  pour  supposer  que  le  disciple 
n'ait  pas  égalé  ses  professeurs  anonymes. 

L'exemple  de  Grégoire  de  Saint- Vincent  prouve  certainement 
qu'un  géomètre  de  valeur  peut  se  laisser  entraîner  à  des  paralo- 
gismes  dans  la  recherche  d'un  problème  tel  que  celui  de  la  qua- 
drature du  cercle;  mais  encore  on  ne  peut  admettre  un  paralo- 
gisme grossier  et,  d'autre  part,  conduisant  à  des  conséquences 
dont  l'inexactitude  crève  les  yeux. 

Si  un  véritable  géomètre  a  cru  pouvoir  tirer  de  la  théorie  des 
lunules  une  quadrature  du  cercle,  il  a  dû  effectuer  la  construction; 
or,  si  l'un  des  paralogismes  que  nous  avons  vus  conduisait  à  une 
valeur  de  t:  comprise  entre  3  et  34,  (limites  pratiquement  reconnues 
avant  Archimède,  d'après  Aristarque  de  Samos),  nous  pourrions 
peut-être  croire  qu'Hippocrate,  après  avoir  commis  ce  paralo- 
gisme, ne  l'aurait  pas  reconnu.  Mais  que  dire,  quand  les  prétendues 
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quadratures  nous  amènent  pour  t:  à  des  valeurs  voisines  de  4  ou 
dépassant  ce  nombre? 

Aucun  géomètre  n'a  jamais  pu  s'y  laisser  prendre;  il  n'y  a 
jamais  eu  là  que  des  sophismes  d'école,  analogues  à  tant  d'autres 
plaisanteries  rapportées  par  Aristote,  et  dont  la  tradition  s'est 
perpétuée  jusqu'à  nous,  même  en  Géométrie.  Il  est  possible  d'ail- 
leurs qu'Euclide  ait  conservé  un  de  ces  sophismes  dans  ses  ^^suoapia, 
qu'Alexandre  d'Aphrodisias  connaissait  encore,  et  dont  il  aura  pu 
le  tirer,  en  croyant  y  retrouver  celui  que  le  texte  d' Aristote  attri- 
buait à  Hippocrate. 

Mais  ce  dernier  doit  être  hautement  reconnu  comme  bien  au- 
dessus  de  cette  accusation,  et,  loin  de  voir  dans  son  dernier  théo- 
rème une  tentative  d'arriver  à  la  quadrature  du  cercle  par  celle  des 
lunules,  il  faut  y  constater  la  conscience  très  nette  de  ce  fait  que 
la  quadrature  générale  des  lunules  dépend  de  celle  du  cercle  et, 
les  cas  singuliers  mis  à  part,  ne  peut  être  obtenue  directement. 
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Hédi^ées  cL  publiées  par  M.  It.-/i.  Sclnvarz  d'après  les  Lerons  et  les   milii- 
lions  de  M.  le  professeur  K.  IP'elcrsirass.  Gottiugue,  i885  (lo  feuilles  \^-\"). 

Dans  un  chapitre  de  l'Analyse  aussi  riche  en  (brnuiles  et  en 
applications  que  l'est  la  théorie  des  fonctions  ellipliques,  la  nuil- 
tiplicilé  des  notations  est  un  grave  inconvénient,  que  les  g(''omètres 
ont  depuis  longtemps  ressenti.  On  ne  pouvait  que  désirer  qu'un 
mathématicien  illustre  proposât  au  monde  savant  et  aj)puvat  de 
l'autorité  de  ses  propres  découvertes  un  svstème  de  notations  où 
l'arbitraire  n'eût  d'autre  part  que  la  recherche  de  l'élégance  et  de 
la  simplicité.  M.  Weierstrass,  dans  son  Cours  de  l'Université  de 
Berlin,  a  entrepris  cette  œuvre,  et  M.  Schvvarz  a  bien  voulu  se 
charger  de  réunir  dans  un  même  tableau  les  notations,  les  for- 
mules et  l'enchaînement  des  propositions,  qui  sont  le  fond  de 
l'enseignement  de  l'éminent  professeur  de  Berlin.  M.  Schwarz  a 
supprimé  la  plupart  des  démonstrations;  son  but  est  surtout  de 
présenter  dans  un  ordre  logique  une  suite  d'énoncés  et  de  for- 
mules. 

Le  point  de  départ  est  dans  l'étude  des  fonctions  '^{^il)  qui  pos- 
sèdent un  théorème  d'addition  algébrique,  c'est-à-dire  qui  sont 
telles  qu'une  relation  alg-ébrique  existe  entre  C5(f/),  '^(c^')  et 
cd(w  H-  (^).  Si  l'on  se  borne  à  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  uni- 
formes dans  tout  le  plan,  on  trouve  que  ces  fonctions  doiver)t 
être  des  fonctions  rationnelles  ou  bien  des  fonctions  périodiques. 
Elles  peuvent  dans  ce  dernier  cas  è^lve  simplement  ou  doublement 
périodiques.  En  s'en  tenant  aux  fonctions  uniformes  doublement 
périodiques  qui  n'ont  d'autre  singularité  essentielle  que  l'infini , 
M.  Weierstrass  leur  donne  le  nom  de  fonctions  elliptiques.  On 
définit  les  couples  primitifs  de  périodes,  les  couples  de  périodes 
équivalents  et  les  parallélogiammes  de  périodes;  la  notion  tlu 
degré  d'une  fonction  elliptique  étant  acquise,  on  montre  que  toute 
fonction  elliptique  est  au  moins  du  second  degré. 

Laissant  alors  de  côté  ces  considérations  générales,  on  entre- 
prend de  construire  a  priori,  et  de  la  façon  la  plus  simple,  une 
Bull,  des  Sciences  mathc'ni.,  r  série,  l.  \.  (Oclobre  i88(l.)  iG 
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fonction  elliptique  du  plus  petit  degré  possible  et  par  conséquent 
du  second. 

Pour  cela,  M.  Weierstrass  part  de  la  fonction  ^{u). 


a'(u)  =  uî  I 

-1  JLt 


Il  1     M* 


dans  cette  formule,  qui  définit  <i(u)  par  ses  facteurs  primaires, 
on  suppose  que  w  parcourt  toute  la  série  des  valeurs  de  la  forme 
2p.co-(-  2|Ji'o3',  où  [i.  et  ul'  sont  deux  entiers  de  signe  quelconque, 
et  co,  to' deux   constantes   imaginaires  ^  le  signe  prime,  dont  est 

affectée  la  caractéristique  1  I  •>  avertit  que  la  valeur  iv  =  o  doit 

être  exclue.  Ajoutons  qu'on  établit  entre  co  et  to'  une  distinction, 
importante  par  la  suite,  consistant  en  ce  que  Ton  suppose  positive 

la  partie  réelle  de  — .-,  ce  que  M.  Weierstrass  exprime  ainsi  : 


^v(^.)>o. 


On  fait  suivre  ces  définitions  par  l'exposé  des  propriétés  de  la 
fonction  d  et  de  sa  dérivée  logarithmique,  notamment  en  ce  qui 
concerne  le  développement  de  ces  fonctions,  soit  en  sommes  de 
puissances  de  ;/,  soit  en  produits  de  fonctions  trigonométriques. 

Les  coefficients  de  ces  divers  développements  sont  des  poly- 
nômes entiers  de  deux  constantes  g^^  ^3,  qui  dépendent  de  w,  lo' 
et  qui  portent  le  nom  caractéristique  d'invariants.  On  a 


S' 


la  quantité  (vest,  comme  précédemment,  de  la  forme  saw  +  a  |i.'ta', 
et  le  signe  prime,  qui  affecte  les  sommes,  avertit  de  l'exclusion  de 
la  valeur  w  =  o. 

A  ces  éléments  importants  g.y  et  ^3  se  joignent  les  suivants 


—  l  11 


f.  —     .  — -  > 


G'((0)  C(J.)) 
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qui  liilervlcniKînl  dans  les  formules  fondamenlales 

Dans  celte  dernière  formule  ou  a  pos*'*,  p  et  q  étant  deux  eu- 
liers. 


10  =  p  ifi  -î-  q  0)  , 


=  pr,  +  qt^ 


et  l'on  doit  prendre  le  signe  inférieur  ou  supérieur,  suivant  que 
^((î))  est  nul  ou  non.  On  aura  remarqué  que  la  quantité  h  est 
celle  que  Jacobi  appelle  q. 

Les   résultats   précédents  conduisent  aisément   à  des  formules 

analogues  pour  la  fonction 


Voici  maintenant  la  fonction  doublement  périodique  que 
M.  Weierstrass  déduit  de  la  fonction  a*.  L'éminent  géomètre  ap- 
pelle p{u)  la  fonction 

f/2  \o^:f{u) 


P{u)  =  — 


r/a2 


Cette  fonction   est  doublement  périodique,  du   second  degré,  et 
admet  un   pôle  double  dans  cliaque  parallélogramme,  à  savoir  la 


valeur  congruente  a  zéro. 


On  trouve  pour  p{u)  ce  développement  simple 


■>     „ 


'^^.3.5 


La  fonction  p{u)  est  paire,  et  pour  les  coefficients  des  puissances 
de  u  il  existe  une  loi  simple  de  récurrence;  ces  coefficients  ne 
cessent  pas  d'être  des  polynômes  entiers  en  g^eig^  dans  tout  le 
cours  du  développement. 

La  fonction  p{it)  vérifie  l'équation  différentielle 

P'-(")  =  4  pKu)  —  ffi  p{u)  -  fi^i, 

et  l'on  est  ainsi  conduit  à  introduire  trois  nouvelles  quantités  ^,, 
e-y-i  ^;{,  racines  du  polynôme  du   troisième  degré  (jui  figure  au  se- 
cond membre. 
On  trouve  que 

£>,  =  J)  (  (0  ),  Ci  =  p{m"  ),  r,,  z=  J)  (  (O'  ). 
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Les  relations  entre  ^,,  Oo^  c-^  et  ^o,   g^  sont  du  reste  évidentes. 
De  la  relation 


P(^)  —  P(^)  =■  — 


on  tire,  parla  différentiation  logarithmique,  des  formules  d'addition 

pour  la  fonction  -- — ->  desquelles  on  passe  ensuite  à  des  formules 
^  <^{u)  ^  ^ 

du  même  genre  pour  la  fonction  p(w). 

Pour  compléter  l'intérêt  qui  s'attache  aux  fonctions  d  et  p,  il 

reste  à  montrer  que  ces  fonctions  suffisent  pour  la  représentation 

d'une  fonction  elliptique   du  degré  r,  quelconque.   Il  suffît  pour 

cela  de  démontrer  d'abord  que,  cp  étant  une  telle  fonction,  on  peut 

toujours  trouver  les  a/'  +  i  quantités  ?/,,  112^  . . . ,  Ur]  t^o  ^2>  •  •  •  ?  ^r? 

C,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


cp(w) 


^(  u  —  Ux)  :^{u  —  u=i) . .  .  ^(11  —  Ur) 


entre  les  u  et  les  r  doit  avoir  lieu  la  relation 
En  envisageant,  par  exemple,  la  fonction 

ï      P(wo)p'(wo)       ••• 


«fCwo,  Uu 


Un)  = 


I       p{Ui)p'{Ui) 
I       P  (  Un  )  P'i  Un  ) 


in-l) 


in-i) 


("0) 
(lll) 


P 


[n-i) 


{Un) 


et   la  considérant   successivement   comme    une    fonction   de    Wy, 
;<,,  . . . ,  Un-,  on  arrive  à  cette  formule  remarquable 


n(n  —  \) 
=  (-l) 


t     o  t 


1 :  2 


3! 


!  /i! 


3'(  ^^0+  Ui 


u.n)Ui^^:f{ui—  u^) 


X 


jo  ù  À  <<  |JL  e  t      [=0,1,2,. 

Cette  fonction  cp  conduit  à  une  autre  forme  de  représentation 
des  fonctions  elliptiques,  où  figure  seulement  la  fonction  p,  avec 
ses  dérivées. 

On  établit  ensuite  ce  théorème  et  les  remarques  auxquelles  il 
donne  lieu  : 
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Toute  fonction  elliptique  '-^(w),  aux  périodes  2oj,  2'o',  s'ex- 
prime rationnellement  en  fonction  rie  p{u)  et  de  sa  dérivée 
p'{u)  et,  inversement,  p{u)peut  être  exprimée  rationnellement 
à  l'aide  de  'f  (w)  et  de  '^'{u). 

On  continue  ce  qui  a  trait  à  la  représentation  des  fonctions  el- 
liptiques au   moyen  des  fonctions   ^  et  p,  en  exposant  celle  de  la 

fonction         ,    [■>  ce  qui  conduit  à  des  formules  pour  la  multiplica- 

lion.  On  termine  enfin  cette  question  en  donnant  la  représentation 

d'une  fonction  elliptique  à  l'aide  de  la   fonction  —, — ~  et  de   ses 

dérivées.  La  formule  que  l'on  obtient  offre  la  plus  grande  analogie 
avec  celle  que  l'on  doit  à  M.  Hermite.  Cette  forme  de  la  représen- 
tation fournit  immédiatement  l'intégrale  d'une  fonction  elliptique 
quelconque. 

Les  développements  précédents  n'avaient  trait  qu'aux  fonctions 

d(u),  —^ — --,   viu),  considérées  en  elles-mêmes,    ou    comme  élé- 

^     '^  <:j{u)     '^^     '  ' 

ments  simples  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  leur 
adjoint  maintenant  trois  nouvelles  fonctions 

qui  sont  des  fonctions  liolomorphes  ainsi  que  'i{u.).  On  a  les  rela- 
tions 

Les  développements  de  ces  fonctions  a*,  les  formules  résultant 
d'un  accroissement  de  l'argument  égal  à  une  demi-période,  les 
relations  quadratiques  qui  relient  les  mêmes  fonctions  et  enfin  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  que  vérifient  leurs  quo- 
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tients  offrent  une  transition  entre  la  théorie  de  M.  Weierstrass  et 
celle  de  Jacobi.  C'est  à  ce  sujet  capital  que  sont  consacrés  la  plu- 
part des  paragraphes  qui  suivent.  Nous  ne  pouvons  malheureu- 
sement entrer  dans  de  trop  grands  détails  sur  ce  sujet  dont  la 
substance  est  faite  de  formules.  Citons  du  moins  les  titres  des  pa- 
ragraphes : 

Identification  des  quotients  de  fonctions  (j  avec  les  fonctions 
elliptiques  de  Jacobi. 

Détermination  d'un  couple  primitif  de  périodes  de  la  fonc- 
tion p{u)  à  l'aide  des  quantités  K,  K'. 

Détermination  des  radicaux  qui  figurent  dans  les  formules  de 
transformation  des  fonctions  a*,  dans  le  cas  d'un  couple  spécial  de 
périodes. 

Détermination  des  quantités  --) —  ?  -7 — [  a  1  aide  des  deux  quan- 

^  a^(wi)    a'(co3)  ^ 

tités  E  et  E'. 

Représentation  des  fonctions  a'(?^),  c>i(z^),  ^'i{i-f-)^  3'3(?^)  par  des 
produits  infinis. 

Détermination,  à  l'aide  de  produits  infinis,  des  radicaux  qui  fi- 
gurent dans  les  formules  de  transformation  des  fonctions  d. 


Les  radicaux  dont  il  s'agit  sont  y/^o  —  <?.$,  \/<?i —  ^3,  \/e^  — e^, 
les  quotients  du  premier  et  du  troisième  par  le  second  représen- 
tant les  modules  k  et  A'.  Les  produits  infinis  à  l'aide  desquels  on 
les  exprime  sont 

A2=(i-I-A)  (i+A3)(i  +  a5)...,         A,=  (i  — /O  (i  — /i3)(i  — A5)... 


et  on  a  les  formules 


/il  ^2  A3  =  I  , 


>Je,-e,  =  —  4  A-^  hl  A»,         A,  -  ^3  =  —  hl  h^         sje.-e.^  -'-  hllil 

'2  CO  '2  CO  2  eu 

qui,  en  se  rappelant  que   Ji  est  la  quantité  appelée  q  par  Jacobi, 
conduisent  immédiatement  aux  relations  capitales  établies  par  cet 
illustre  géomètre  entre  les  modules  et  le  rapport  des  périodes. 
On  traite  ensuite  les  questions  suivantes  : 

Passage  d'un  couple  de  périodes  primitif  à  un  autre  équivalent; 
Introduction  des  fonctions  B.  Expression  des  quatre  fonctions  d 
à  l'aide  des  fonctions  S(r,  t)  cl  (■)(// 1  w,  (Â>'). 
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On  rappelle  à  ce  sujet  là  nolullon  Ofi,v(^)  tle  M.  Hermlle  et 
ses  affinités  avec  la  notation  ^  de  Jacobi. 

Formules  de  transformation  pour  les  fonctions  X!. 

Transformations  linéaires  des  fonctions  ihéta. 

Théorème  d'addition  pour  les  fonctions  ^  et  H. 

Les  fonctions  E(/^),  Z(«),  ù(a),  B(«),  U{u),  \\{u^  a)  de 
Jacobi. 

Développements  de  R,  K.',  /i  suivant  les  puissances  du  m(j- 
dule  k. 

Développement  de  la  quantité  A  suivant  les  puissances  de  la 
quantité  /. 

/-.  •    '    /      î  I  —  V  ^' 

LiCtte  quantité  l  n  est  autre  que —' 

Passage  d'un  couple  primitif  de  périodes  (^w),  20),;)  aux 
couples  (acov,  —  stox),  (acox,  •2iù.,±  2ii)i). 

Formules  pour  le  calcul  des  périodes  et  l'expression  des  fonc- 
tions <i  par  les  séries  Xj  dans  le  cas  d'invariants  réels. 

Calcul  de  la  valeur  de  a  qui  correspond  à  une  valeur  donnée 
de  p{ii)  ou  de  p^(u).  La  même  question  est  reprise  à  part  dans  le 
cas  spécial  des  invariants  réels. 

Le  fascicule  paru,  qui  contient  dix  feuilles,  se  termine  par  l'ap- 
plication des  fonctions  elliptiques  à  la  représentation  conforme 
sur  un  demi-plan  de  la  surface  d'un  rectangle  et  de  quelques 
autres  contours. 

Les  géomètres  sauront  gré  à  M.  Schvvarz  d'avoir  réuni  en 
quelques  pages  les  notations  et  les  méthodes  si  précieuses  de 
M.  Weierstrass,  et  nous  ne  pouvons  que  souhaiter  de  le  voir 
mener  à  bonne  fin  une  œuvre  aussi  utile.  G.  K. 


234 


PREMIERE   PARTIE. 


C.   KIQUIEH.  —  Extension  a  l'hypkhespace  de   la  méthode  de  jM.  Carl 
Neumann  pour  la  résolution  de  problèmes  relatifs  aux  fonctions  de 

VARIABLES    RÉELLES    QUI    VÉRIFIENT    l' ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    AF  =  G.    — 

Thèse  présentéeà  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris;  Paris,  A.  Hermann,  188O. 
In-4",  III  p. 

Depuis  longtemps  déjà,  les  théories  de  la  Mécanique  rationnelle 
et  de  la  Pliysicpie  mathématique  ont  conduit  les  géomètres  à  l'é- 
tude des  fonctions  de  variables  réelles  qui  vérifient  l'équation  dif- 
férentielle 

(PF        Ô-^F     ■  Ô'-F  _ 

Les  recherches  se  poursuivent  dans  la  voie  ouverte  par  Laplace, 
Green,  Gauss,  Thomson,  Dirichlet  et  Riemann,  et  parmi  les  tra- 
vaux remarquables  publiés  sur  ce  sujet  depuis  quelques  années 
il  faut  citer  au  premier  rang  ceux  de  M.  Carl  Neumann  [Unlersu- 
chiuigen  ueber  das  Logaj'itlunische  und Newton! sche  Potential, 
Leipzig,  1877).  L'éminent  géomètre  s'est  occupé  des  problèmes 
auxquels  donnent  lieu  les  fonctions  dont  il  s'agit,  lorsqu'on  les 
assujettit  à  prendre  des  valeurs  données  sur  une  surface  fermée,  et 
il  est  parvenu  à  les  résoudre  dans  des  cas  extrêmement  étendus 
par  une  méthode  fort  élégante.  Préoccupé  surtout  des  applications 
physiques  de  ses  théories,  M.  Neumann  n'a  pas  cherché  à  les 
étendre  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  M.  Riquier 
s'est  proposé  principalement  de  faire  voir  qu'elles  subsistent,  in- 
dépendamment de  ce  nombre,  et  qu'elles  s'appliquent,  avec  les 
mêmes  restrictions,  aux  surfaces  fermées  de  l'espace  à  ji  dimen- 
sions. 

Après  quelques  explications  indispensables  sur  ce  que  Ion 
nomme  Vespace  à  n  dimensions,  M.  Riquier  expose  rigoureuse- 
ment dans  le  premier  Chapitre  les  propriétés  générales  des  fonc- 
tions de  n  variables  réelles  (jui  vérifient  l'équation  différentielle 


AF  = 


f)2  F 


c)2F 


(^2  F 


=  G. 


Il  étend  également  à  un  n( mbrc  cpiclconque  de  variables  la  défî- 
oilion  des  fonctions  /('gulieres  à  l' injini,  envisagées  pour  la  pre- 
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mière  fols  par  \V.  Tliomson  (*),  ainsi  que  la  notion  analytique  de 
masse,  déduile  de  leur  considération.  Il  établit  enfin  trois  tliéo- 
rèmes,  dont  chacun  a  pour  but  de  faire  voir  qu'il  ne  peut  exister  plus 
d'une  fonction  satisfaisant  à  certaines  conditions,  variables  d'un 
théorème  à  l'autre,  et  que  nous  ferons  connaître  dans  un  instant. 
Ces  théorèmes  conduisent  naturellement  à  rechercher  s'il  existe 
effectivement  une  fonction  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  in- 
diquées par  l'un  ou  par  l'autre  de  leurs  énoncés,  et  ainsi  se 
trouvent  posés  les  trois  problèmes  si  importants  résolus  par 
M.  Garl  Neumann  pour  l'espace  à  trois  dimensions.  Dans  le  pre- 
mier problème  (principe  de  Dirichlet),  on  cherche  une  fonction 
finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  à  l'intérieur 
d'une  surface  fermée,  vérifiant  l'équation  différentielle  AF  =  o,  et 
prenant  sur  la  surface  des  valeurs  données  qui  forment  un  en- 
semble continu.  Dans  le  second  problème,  on  considère,  au  lieu 
de  l'espace  intérieur,  l'espace  extérieur  à  la  surface  fermée,  et  on 
ajoute  aux  données  précédentes  la  valeur  de  la  fonction  à  l'infini. 
Enfin  le  dernier  problème  présente  avec  le  second  cette  différence  : 
c'est  que  la  fonction  cherchée  est  assujettie  à  être  régulière  à  l'in- 
fini, et  que  la  masse  de  la  fonction  est  donnée,  au  lieu  de  sa  va- 
leur à  l'infini. 

L'auteur  expose  ensuite  les  propriétés  d'une  intégrale  remar- 
quable, considérée  par  M.  Neumann,  et  dont  l'étude  préalable  est 
de  la  plus  haute  importance  (Chapitre  II);  puis  il  aborde  la  belle 
méthode  de  la  moyenne  arithmétique  (Chapitre  III),  applicable 
à  toute  surface  convexe  non  biétoilée,  c'est-à-dire  à  toute  surface 
convexe  d'une  nature  telle  qu'il  soit  impossible  d'assigner  dans 
l'espace  à  /i  dimensions  deux  points  fixes  par  l'un  ou  l'autre  des- 
quels passe  nécessairement  tout  plan  tangent.  L'auteur,  en  éten- 
dant à  l'hjperespace  les  recherches  de  M.  Neumann,  s'efforce  de 
faire  ressortir  bien  nettement  la  nécessité  de  ces  restrictions,  po- 
sées par  l'éminent  géomètre,  et  de  mettre  partout  en  pleine 
lumière  la  rigueur  parfaite  dont  sa  méthode  est  alors  susceptible. 
Enfin  il  indique  brièvement  les  quelques  différences  que  présente 
avec  le  cas  général  celui  des  fonctions  de  deux  variables. 


(')  Jlandbuch  der  theoretisehen  Physik,  von  Thomscn  und  Tait;  deutsche 
Ueberselzung  von  Helmholtz  und  Wertheim  ;  erster  Band,  erstrr  Theil,  p.  i56 
et  suivantes. 
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Le  Chapitre  IV  traite  du  cas  particulier  de  la  sphère  dans  l'es- 
pace à  îx  dimensions.  L'auteur  en  donne  deux  solutions  directes, 
en  combinant  les  propriétés  de  l'intégrale  de  M.  Neumann,  tantôt 
avec  celles  du  potentiel,  tantôt  avec  le  théorème  de  Thomson, 
préalablement  généralisé,  sur  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques.  Il  retrouve  de  cette  manière  et  il  étend  à  l'hy- 
perespace  des  résultats  auxquels  on  était  arrivé  par  une  autre  voie 
pour  l'espace  à  deux  et  à  trois  dimensions. 

Enfin,  le  Chapitre  V  est  consacré  à  l'exposition  d'une  méthode 
fondée  en  grande  partie  sur  les  propriétés  de  l'intégrale  de  M.  jNeu- 
mann,  et  à  l'aide  de  laquelle  l'auteur  résout  le  problème  intérieur 
dans  quelques  cas  spéciaux  de  l'espace  à  n  dimensions  auxquels 
la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  n'est  pas  applicable.  Ci- 
tons entre  autres  le  cas  du  parallélépipède  rectangle. 


CAPELLI  (A.),  GARBIERI  (G.).  —  Corso  di  Analisi  algebrica.  Volume 
primo  :  Teorie  introduttorle.  \  vol.  in-S";  5ii  p.  Padoue,  Sachetto, 
188G. 


Il  est  difficile  aujourd'hui  à  celui  qui  veut  écrire  un  traité  un 
peu  étendu  sur  une  partie  des  Mathématiques  de  rester  tou- 
jours dans  le  même  ordre  d'idées;  le  développement  de  la  Science 
ne  se  fait  pas  en  ligne  droite;  les  diverses  théories  s'embranchent 
et  se  mêlent,  et,  pour  arriver  à  un  point  quelque  peu  éloigné  du 
point  de  départ,  il  est  nécessaire  d'aller  dans  bien  des  directions 
différentes. 

L'étonnement  que  le  lecteur  ne  peut  manquer  d'éprouver  en 
rencontrant  dans  le  volume  dont  nous  rendons  compte  des  sujets 
aussi  différents  que  ceux  qui  y  sont  traités  cessera  s'il  se  dit  que 
les  auteurs  ont  voulu  sans  doute  écrire  un  traité  quelque  peu  dé- 
veloppé d'Analyse  algébrique,  et  le  sous-titre  du  volume  Teorie 
inlroduttorie  justifie  suffisamment  l'assemblage  des  matières 
assez  hétérogènes  qui  s'y  rencontrent. 

L'Ouvrage  commence  par  l'introduction  de  la  notion  de  nombre 
irrationnel,  dans  toute  sa  généralité.  Cette  introduction,  faite 
dans  le  sens  des  idées  de  M.  Dedekind,  m'a  paru  simple  et  rigou- 
reuse. Sans  doute,  on  peut  dire  que  cette  notion  générale  dépasse 
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l(;  champ  de  l'Algèbre;  mnls,  là-itieme,  elle  est  assurémenl  d'un 
(Mn[)lol  commode;  d'ailleurs,  Fensemble  de  choses,  assez  mal  dé- 
fini, que  l'on  entend  sous  le  nom  d'Analyse  algébrique,  s'étend 
au  delà  des  limites  de  la  pure  Algèbre  et  comporte  des  notions 
transcendantes  :  telle  est  sans  doute  la  pensée  de  MM.  Gapelli  et 
Garbieri,  puisque,  dès  le  début,  ils  introduisent  les  exposants 
irrationnels  et  les  logarithmes.  La  notion  de  nombre  une  fois  gé- 
néralis(*e,  l'introduction  de  la  notion  de  limite  ne  souffre  pas  de 
difficulté;  les  auteurs  établissent  la  proposition  de  Cauchy  relative 
à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  suite  infinie 

admette  une  limite,  et  fondent,  sur  ce  tliéorème,  une  théorie  des 
séries,  qui  est  d'ailleurs  limitée  aux  propositions  fondamentales. 
Ils  introduisent  ensuite  la  notion  de  nombre  complexe  :  cette 
introduction  me  semble  laisser  quelque  obscurité;  nous  introdui- 
rons, disent-ils,  «  un  nombre  qui  s'appellera  unité  imaginaire ^ 
qui  s'indique  par  la  lettre  /,  et  qui  satisfait  par  définition  à  l'équa- 
tion 

1*2  =  —  I     ». 

Je  ne  crois  pas  qu'un  étudiant  puisse  jamais  arriver  à  com- 
])rendre  cette  phrase  et  il  me  paraîtrait  préférable,  pour  rester  au 
point  de  vue  des  auteurs,  de  dire  qu'un  nombre  imaginaire  est 
l'ensemble  de  deux  nombres  réels  «,  b  rangés  dans  un  ordre  dé- 
terminé :  la  lettre  «  placée  après  l'un  d'eux  indique  que  ce  nombre 
doit  être  regardé  comme  le  second.  Sans  doute  une  pareille  défi- 
nition n'éclaire  en  aucune  façon  sur  le  rôle  si  considérable  que 
les  nombres  imaginaires  jouent  dans  l'Analyse,  mais  elle  ne  con- 
tient aucune  contradiction;  elle  a  seulement  besoin  d'être  complé- 
tée par  les  définitions  relatives  à  l'égalité  et  aux  opérations  arith- 
métiques, que  l'on  placera  immédiatement  après.  Est-il  besoin  de 
dire  que  la  critique  que  je  viens  de  faire  est  purement  verbale  et 
ne  porte  en  aucune  façon  sur  le  reste  de  l'exposition?  Après  les 
définitions,  les  auteurs  développent  la  représentation  géométrique 
et  trigonométrique  des  nombres  imaginaires,  et  les  propositions 
fondamentales  sur  les  séries  absolument  convergentes,  à  termes 
imaginaires. 
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Ils  passent  ensuite  à  des  sujets  d'un  ordre  tout  différent,  ren- 
fermés sous  ce  titre  :  Opérations  combinatoires. 

C'est  d'abord  une  théorie  des  combinaisons  à  laquelle  la  for- 
mule du  développement  de  la  puissance  m}'^^^  d'un  polynôme  sert 
de  conclusion.  C'est  ensuite  la  théorie  des  substitutions,  limitée 
aux  notions  indispensables  pour  l'étude  algébrique  des  équations, 
produit  de  deux  substitutions,  décomposition  d'une  substitution 
en  cycles,  puissances  d'une  substitution,  groupes,  transitivité, 
primitivité,  etc. 

Dans  les  deux  Chapitres  qui  suivent,  les  auteurs  exposent  la 
théorie  des  déterminants  et  des  systèmes  de  formes  linéaires. 

Puis  vient  la  théorie  des  polynômes  entiers,  et,  en  particulier, 
de  la  divisibilité,  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. Enfin  le  Volume  se  termine  par  les  premières  notions  sur 
les  dérivées. 

On  peut  prévoir,  par  ce  premier  Volume,  l'intérêt  que  présen- 
tera l'Ouvrage  entier.  Partout,  ces  théories  préliminaires  ont  été 
poussées  assez  loin  pour  que  le  lecteur  puisse  désormais  aborder 
les  parties  élevées  de  la  Science,  et  cependant  les  auteurs  ont  eu 
le  difficile  mérite  de  se  restreindre  aux  choses  essentielles. 

J.  T. 


BONCOMPAGNI  (E.).  —   Sur  l'histoire  des  Sciences  mathématiques  et 
PHYSIQUES  de  m.  Maximilien  Marie.  In-r2,  lop.;  Stockholm,  1886. 

Le  prince  Boncompagni,  avec  sa  sûreté  et  sa  richesse  habituelles 
d'informations,  relève  dans  ce  petit  travail,  inséré  dans  la  Biblio- 
theca  mathematica,  diverses  erreurs  échappées  à  M.  Maximilien 
Marie. 


MATHIEU  (E.).  —  Théorie  du  potentiel  et  ses  applications  a  l'élec- 
trostatique ET  AU  magnétisme.  Seconde  Partie  :  Électrostatique  et  Ma- 
gnétisme. In-4°,  235  p.;  Paris,  Gauthier-Villars,  1886. 

Le   Chapitre  I  contient  les  principes  généraux  de  l'Electrosta- 
tique;  Fauteur  y  reproduit,  en  la  complétant,  la  démonstration 
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qu'il  avait  donnée  dans  le  Journal  de  Borchardi  (1878;  de  la 
stabilité  de  réquilil)re  statique  sur  les  cor[)s  conducteurs. 

Dans  le  Chapitre  II,  après  avoir  traité  du  potentiel  d'une  couche 
sphériqueet  des  problèmes  classiques  qui  s'y  rapportent,  M.  Ma- 
thieu s'occupe  du  pouvoir  des  pointes,  pour  lesquelles  il  calcule 
la  tension  électrostatique.  Le  cas  de  deux  conducteurs  coniques 
indéfinis  qui  se  touchent  par  leurs  sommets  donne  des  résultats  par- 
ticulièrement simples;  mais  le  plus  intéressant,  au  point  de  vue 
physique,  des  problèmes  traités  par  l'auteur  est  celui  de  la  distri- 
bution de  l'électricité  sur  un  conducteur  conique  placé  dans  un 
milieu  suffisamment  résistant.  M.  Mathieu  développe  ensuite  le 
problème  des  deux  sphères  qui  s'influencent  mutuellement  ;  le  cas 
où  les  sphères  sont  en  contact,  celui  où  elles  sont  reliées  par  un 
fil  conducteur  sont  traités  avec  détail.  L'exposition  de  la  méthode 
des  images  de  W.  Thomson,  son  application  au  cas  de  la  calotte 
sphérique  terminent  ce  Chapitre. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  au  rôle  des  diélectriques  dans 
l'électrostatique.  Le  point  de  départ  de  M.  jMathieu  est  le  même 
que  celui  de  Maxwell.  Ainsi  que  ce  dernier,  il  admet  comme  évi- 
dent que  deux  corps  conducteurs  chargés  d'électricité  ne  peuvent 
s'influencer  que  par  le  milieu  diélectrique  qui  existe  entre  eux; 
comme  lui,  il  cherche  à  préciser  le  rôle  que  joue  ce  milieu,  à 
démêler  les  forces  élastiques  qui  s'y  développent  et  montre  que 
ces  forces  satisfont  aux  mêmes  équations  que  les  forces  qui  se 
développent  dans  un  corps  solide  sous  Tinfluence  des  pressions 
exercées  à  la  surface,  mais  il  se  sépare  de  Maxwell  en  montrant 
({ue  la  déformation  du  diélectrique  ne  peut  être  assimilée  à  celle 
d'un  corps  solide  isotrope  et  rejette  le  déplacement^  au  sens  que 
l'illustre  physicien  donne  à  ce  mot  :  le  milieu  est  incompressible, 
il  est  formé  de  molécules  qui,  par  suite  de  Télectrisation  des  con- 
ducteurs, s'orientent  suivant  les  lignes  de  force.  M.  Mathieu  s'oc- 
cupe ensuite  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  deux  conduc- 
teurs qui  s'influencent  et  sont  placés  dans  deux  diélectriques 
différents;  puis  il  étudie  les  condensateurs  et  donne  une  théorie 
nouvelle  du  chargement  et  de  la  décharge. 

La  théorie  générale  du  magnétisme  est  exposée  dans  le  Cha- 
pitre IV;  l'auteur  rend  un  juste  hommage  à  Poisson,  donl  il 
adopte  la  théorie,  en  la  modifiant  à   la  vf'rilé  au  poinl  de  vue  dc^ 
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hvpollîèses  physiques,  mais  de  façon  à  ne  pas  changer  la  forme 
des  équations  fondamenlales.  La  partie  la  plus  nouvelle  de  ce 
Chapitre  se  rapporte  à  l'induction  magnétique  d'un  corps  cris- 
tallisé. M.  Mathieu  admet  que  les  flux  de  force  qui  proviennent 
du  magnétisme  se  propagent  de  la  même  façon  que  les  flux  de 
chaleur. 

Il  résulte  de  là  que  l'action  entre  deux  particules  magnétiques 
/??,  ni'  dont  les  coordonnées  sont  oc^  y^  z  et  x' ^  y\  z  est 

—  nun  , 
en  posant 


\/'-^ 


I  \-> 


_.  ,  ,    —oc')^   ^   {y  — y' y-   ,   iz  —  z") 


rt,  b^  c  sont  des  constantes  qui  caractérisent  chaque  cristal.  Dès 
lors  la  théorie  se  poursuit  à  peu  près  comme  pour  les  corps  iso- 
tropes; de  même  que  pour  ces  derniers  tout  le  magnétisme  induit 
se  porte  à  la  surface. 

A  la  fin  de  ce  même  Chapitre,  M.  Mathieu  reprend,  d'un  autre 
point  de  vue,  la  théorie  du  condensateur.  La  polarisation  élec- 
trique d'un  corps  diélectrique,  influencé  par  de  l'électricité,  étant 
toute  semblable  à  la  distribution  du  magnétisme  induit  dans  le  fer 
doux,  on  peut  appliquer  à  cette  polarisation  les  raisonnements 
qui  ont  servi  pour  l'induction  magnétique  :  on  établit  ainsi  direc- 
tement les  équations  qui  donnent  la  théorie  du  condensateur. 

Le  Chapitre  V  et  dernier  se  rapporte  aux  problèmes  particuliers 
de  la  théorie  du  magnétisme;  l'auteur  s'y  occupe  de  la  détermi- 
nation du  coefficient  d'induction  magnétique  d'une  substance  au 
moyen  d'une  sphère  de  cette  substance  influencée  par  l'action  ter- 
restre, de  l'induction  magnétique  d'une  sphère  pleine  ou  creuse, 
du  magnétisme  terrestre,  du  magnétisme  induit  dans  un  cvlindre 
de  rayon  très  petit  par  une  force  constante  parallèle  à  son  axe,  de 
l'aiguille  cylindrique  d'acier  aimantée  à  saturation^  de  la  sphère 
crislalliséc  placée  dans  un  champ  magnétique  uniforme,  enfin  de 
la  détermination  des  constantes  magnétiques  d'un  cristal  par  des 
expériences  semblables  à  celles  de  Pliicker.  J.  T. 
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LAUIŒNTf  11.  ).  —  TnuTK  d'Analyse.  Tome  I  :  CaUid  (Ii(f'i''rcnticl,  Àpjjlicfitions- 
analytiques  et  ^coinclriqiics.  —  1  vol.  in-S"  ;  892  p.  Paris,  Gaulhier-Villars, 
c885. 


M.  Laurent  publie  le  premier  Volume  d'un  Traité  d'Analyse  ; 
In  plan  de  l'Ouvrage  complet,  qui  comprendra  sept  Volumes,  est 
détadlé  dans  la  Préface.  Cet  Ouvrage  rendra  certainement  des  ser- 
vices par  la  cpiantité  de  matières  et  de  faits  qu'il  contiendra  :  on 
peut  être  assuré,  après  la  lecture  du  premier  Volume,  d'v  trouver, 
sur  un  grand  nombre  de  points,  les  démonstrations  les  plus  simples 
et  les  plus  élégantes.  Nous  sommes  obligés,  à  la  vérit<'',  de  faire 
quelques  réserves  sur  quelques  principes,  définitions  ou  démon- 
strations ;  mais,  comme  il  s'agit  de  questions  que  l'auteur  pense  ap- 
partenir encore  au  domaine  de  la  IMétaphysique,  où  l'on  ne  s'en- 
end  point,  il  vaut  mieux  n'en  pas  parler.  Ces  réserves,  d'ailleurs, 
deviendront  sans  doute  inutiles  à  mesure  qu'on  s'éloignera  davan- 
tage du  point  de  départ. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici  l'ordre  adopté  dansée  premier  \olume. 
Deux  Chapitres  sont  consacrés  à  la  théorie  des  séries;  deux 
autres,  à  la  théorie  des  dérivées  et  à  celle  des  différences,  qui  est 
traitée  avec  quelques  détails.  L'auteur  introduit  ensuite  les  notions 
relatives  aux  infiniment  petits  et  aux  différentielles;  il  traite,  dans 
le  Chapitre  suivant,  des  fonctions  de  plusieurs  variables.  Au  dé- 
but du  Chapitre  VIT,  il  donne  quelques  théorèmes  sur  les  mineurs 
d'un  déterminant  et  du  déterminant  adjoint,  puis  il  expose  les  pro- 
priétés principales  des  déterminants  fonctionnels;  il  traite  ensuite 
des  fonctions  implicites  et  termine  par  la  formule  de  Lagrange. 
Dans  le  Chapitre  VIII,  il  est  question  des  fonctions  înojio^ènes 
d'une  variable  imaginaire,  et  de  la  formule  de  Taylor  relativement 
à  de  telles  fonctions.  M.  Laurent  développe  ensuite  la  théorie  du 
changement  de  variable;  il  donne  en  particulier  les  formules  fon- 
damentales relatives  aux  coordonnées  orthogonales  quelconques 
et,  spécialement,  aux  coordonnées  elliptiques.  Dans  le  Chapitre  X,  • 
il  traite  des  substitutions  linéaires,  comme  application  du  change- 
ment de  variables  et,  à  leur  propos,  de  la  réduction  (Tune  ou  deux 
formes  quadratiques  à  une  somme  de  carrés;  on  trouvera  aussi, 
dans  le  même  Chapitre,  cpichpics  nolions  relalises  aux  in\ariant':. 
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covariants,  émanants,  contrevariants,  divariants,  évectants  el  com- 
binants. Le  Chapitre  XI  est  consacré  à  la  théorie  de  l'élimination, 
à  laquelle  M.  Laurent  a  ajouté  quelques  développements  nouveaux. 
Enfin,  les  deux  derniers  Chapitres  du  Volume  se  rapportent  l'un  à 
la  théorie  des  maxima  et  des  minima,  l'autre  à  la  recherche  des 
vraies  valeurs  des  expressions  qui  se  présentent  sous  une  forme 
illusoire. 

Chaque  Chapitre  est  suivi  d'exercices.  J.  T. 


MELANGES. 

SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  DE  STEINER  ('); 
Pau  m.  p. -H.  SGHOUTE. 

1.  Problème  général.  —  Par  un  point  donné  O  situé  dans 
le  plan  d\ine  courbe  algébrique  C",  de  V ordre  n  et  de  la 
classe  m  on  mène  une  sécante  l  à  la  courbe  et  aux  n  points  où 
cette  sécante  l  coupe  la  courbe  on   trace  les  tangentes   à  la 

courbe.  Trouver  le  lieu  engendré  par  les points  d'in- 
tersection mutuelle  de  ces  n  tangentes,  quand  la  sécante  l 
tourne  autour  du  point  O. 

Sur  une  droite  donnée  d  située  dans  le  plan  d'' une  courbe 
algébrique  C^^  de  V ordre  n  et  de  la  classe  m  on  choisit  un 
point  P  d'où  Von  mène  les  m  tangentes  à  la  courbe.    Trouver 

,,  ,  j    ,  ,      m(m  —  i)    j      . 

l  enveloppe  engendrée  par  tes  — ^ — droites  cjui  passent  par 

deux  des  m  points  de  contact,  quand  le  point  P  parcourt  la 
droite  cl  [-). 


(  '  )  Journal  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  L.  XLV,  p.  3-5,  et 
t.  XLVII,  p.  io6;  on  Jacob  Steiner's  gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  /jSg,  problèmes  12, 
13,  14,  cl  p.  599,  problème  5. 

(^)  Quand  d  est  la  droite  à  l'infini,  on  trouve,  comme  le  remarque  Sleincr,  le 
point  de  contact  de  l'enveloppe  avec  une  quelconque  de  ses  tangentes  t  comme  le 
point  d'intersection  de  cette  tangente  et  de  la  droite  (pii  joint  les  centres  de  cour- 
bure de  la  courbe  C",  aux   deux  [)oints  dont  lunion  a    mené    à    la   langenle   /  de 
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!2.  Rèciprociic..  —  f^es  deux  parties  du  problème  sont  évideni- 
niciit  récipro(|ues  Tune  de  l'autre,  quand  on  éelianj^^e  mutuelle- 
ment 111  et  11  dans  une  des  deux  parties.  Mais  il  est  curieux  que, 
même  en  conservant  les  notations  données,  l'ordre  du  lieu  de  la 
première  partie  est  é^al  à  la  classe  de  l'enveloppe  de  la  seconde 
partie.  En  effet,  le  nombre  des  points  d'intersection  du  lieu  de  la 
première  partie  et  de  la  droite  cl  de  la  seconde  partie  iridique 
précisément  le  nombre  des  points  P  de  f/ qui  fournissent  nne  tan- 
gente de  l'enveloppe  passant  par  le  point  O,  c'est-à-dire  la  classe 
de  l'enveloppe.  C'est  pour  cette  raison  que  nous  ne  nous  occupe- 
rons dans  la  solution  générale  que  de  la  première  partie  du  pro- 
blème. 

Nous  remarquons  que  l'échange  mutuel  de  m  et  n  dans  les  deux 
parties  à  la  fois  n'afifecte  ni  l'ordre  du  lieu  ni  la  classe  de  l'enve- 
loppe. Mais  les  cas  particuliers  nous  montreront  qu'en  général  la 
classe  du  lieu  n'est  pas  égale  à  l'ordre  de  l'enveloppe,  de  manière 
que  l'échange  mutuel  de  m  et  n  comporte  celui  des  valeurs  de  ces 
deux  quantités. 

3.  Première  solution.  —  Soient 

Va  {fig-  i)  la  courbe  donnée; 

A  un  des  n  points  d'intersection  de  la  transversale  /  par  O  et  de  la 

courbe  ; 
a  la  tangente  en  A  à  la  courbe  C  ; 
A,  le  point  d'intersection  de  la  tangente  a  et  d'une  droite  fixe 

quelconque  <^; 
O,  un  point  fixe  de  cette  dernière  droite. 

Référons  la  transversale  /à  un  svstème  d'axes  rectangulaires  Ox 
et  Oj^  à  origine  O  par  l'équation  J' =  fx^  le  point  A,  au  point 
fixe  0<  par  la  distance  0{  A,  ==:^  et  cherchons  réquation/(^,^)  =  o, 
qui  exprime  la  relation  de  dépendance  entre  t  et  z.  Parce  qu'une 


l'enveloppe.  On  a  donc,  pour  une  position  quelconque  de  la  droite  cl,  une  con- 
struction analogue  où  les  deux  centres  de  courbure  sont  remplacés  par  des  quasi- 
centres  de  courbure  par  rapport  à  une  conique  absolue  qui  se  compose  de  deux 
points  situes  sur  la  droite  d.  Et  même  cette  remarque  peut  mener  à  une  con- 
struction de  la  tangente  en  un  point  donné  à  la  courbe,  cherchée  dans  la  première 
partie,  au  moyen  du  principe  de  dualilé. 

DuU.  des  Sciences  nuif/icm.,  2"  série,  l.  \.  (Oclobre  i8S(>.)  17 
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même  transversale  /  procure  n  points  A,,  l'équation  /(^,  ^)  =  o 
est  de  l'ordre  n  en  z\  parce  que  du  point  A,  on  peut  mener 
m  tangentes  à  la  courbe  G,  l'équation  est  de  l'ordre  m  en  t.  Donc 
cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

Ao-s'^+  Ai^«-i-i-...-l- A^_iz-f- A,i=  o, 

où  les  coefficients  A  représentent  des  fonctions  algébriques  réelles 
et  entières  de  l'ordre  m  en  t.  Or  le  discriminant  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  la  condition  que  cette  équation  en  z  ait  une  racine 

Fig.  1. 


-£./<. 

^--^4, 

-  ^ 

c 

/ 

yK 

double  (et  cette  condition  exprime  évidemment  en  général  qu'un 
des  points  du  lieu  cherché  se  trouve  sur  d)  est,  comme  on  sait,  de 
l'ordre  2(72  —  i)  dans  les  coefficients  A,  c'est-à-dire  de  l'ordre 
i{n  —  i)m  en  ^;  il  j  a  donc  i[ii  —  i)m  transversales,  qui  donnent 
un  point  d'intersection  du  lieu  en  question  et  de  la  droite  d,  de 
manière  que  le  nombre  de  ces  points  d'intersection  ou  l'ordre  du 
lieu  serait  i[n  —  i)/>?,  si  ce  nombre  ne  devait  pas  subir  des  cor- 
rections. 


4.   Seconde  solution.  — D'un  autre  côté,  l'équation /(^,  z)  = 
peut  être  mise  sous  la  forme 


0 


Bo«'"H-  Bi/'«-i 


+  B/»-i  ^  -I-  B, 


o, 


où  les  coefficients  B  représentent  des  fonctions  algébriques  réelles 
et  entières  de  l'ordre  n  en  z.  Et  la  condition  que  cette  équation 
en  t  ait  une  racine  double  (laquelle  condition  exprime  tout  aussi 
bien  qu'un  des  points  du  lieu  se  trouve  sur  la  droite  d^  parce 
qu^elle  exprime  que  deux  des  points  de  contact  des  tangentes  par 
un  même  point  de  la  droite  d  à  la  courbe  C  sont  en  ligne  droite 
avec  O)  est  de  l'ordre  9.{m  —  i)  dans  les  coefficients  1^  et  contient 


I 
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donc  la  variable  z  à  la  puissance  7.{in  —  i)//,  de  manière  fjiie 
l'ordre  du  lieu  chcrelié  serait  :>.(//z  —  \)n^  si  ce  nombre  ne  de  va  il 
pas  subir  des  corrections. 

5.  Concordance  des  résultats.  —  En  général,  les  deux  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont  pas  d'accord.  Cela  tient  à  ce 
que  nous  n'avons  pas  tenu  compte  des  solutions  impropres  des 
équations  dans  les  coefficients  A  et  dans  les  coefficients  B.  D'a- 
bord, parmi  les  racines  de  l'équation  de  l'ordre  i{n  —  i)ni  en  t  on 
trouve  les  m  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  tang^entes  de  C 
par  O  et  parmi  les  racines  de  l'équation  de  Tordre  2(m  —  \)n 
en  z  on  trouve  les  n  valeurs  de  z  qui  correspondent  aux  points 
d'intersection  de  C  et  de  la  droite  d.  Et  il  est  évident  que  ces 
deux  systèmes  de  valeurs  sont  également  à  rejeter.  Ensuite  chaque 
point  de  rebroussement  de  G  diminue  le  nombre  trouvé  dans  la 
première  solution  d'une  unité  et  chaque  point  d'inflexion  a  la 
même  influence  sur  le  nombre  trouvé  dans  la  seconde  solution.  Les 
deux  nombres  deviennent  donc  [in  —  3)m  —  rct  (2m  —  3)/i  —  ij 
quantités  évidemment  égales  en  vertu  de  la  relation  connue 
/•  —  i  z=iZ{n  —  m)  de  Pliicker  entre  l'ordre  /z,  la  classe  /?«,  le 
nombre  r  des  points  de  rebroussement  et  le  nombre  i  des  points 
d'inflexion. 

6.  Correction  finale  des  résultats  concordants.  —  L'ordre  du 
lieu  cherché  dans  la  première  partie  du  problème  n'est  que  la 
moitié  des  deux  nombres  égaux  trouvés  plus  haut.  En  effet,  chaque 
racine  de  l'équation  dans  les  coefficients  A,  qui,  dénuée  des  fac- 
teurs impropres,  est  de  l'ordre  (2/1  —  ?>)ni  —  /•  en  ^,  est  racine 
double  de  cette  équation;  car,  suivant  le  caractère  spécial  de  la 
correspondance  entre  t  et  5,  la  supposition  qu'on  ait  deux  fois 
z=::  Zq  pour  t  ^=.  t^  amène  qu'on  a  deux  fois  t  =  ^0  pour  c  =  ^o? 
de  manière  que  dans  l'équation  deux  valeurs  égales  ^0  de  t  se 
rapportent  à  la  coïncidence  de  deux  valeurs  égales  Zq  de  ::.  On 
trouve  donc  que  le  nombre  de  ces  racines  doubles  de  l'équation 
en  t,  qui  fournissent  des  points  du  lieu  situés  sur  la  droite  r/,  est 

('in  —  3)  m  —  r      ,^     ,,  ,,  ,     ,  , 

représente  par lit  i  on  démontre  de  la  même  uia- 
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nière  que  la  seconde  solution  mène  au  nombre  égal  ^^ — ('). 

7.  Réduction  de  Vordie  du  lieu  et  de  la  classe  de  Venve- 
loppe.  —  Quand  la  courbe  donnée  CJJ^  passe  par  O,  la  tangente  ^o 
en  O  à  cette  courbe  fait  partie  un  nombre  de  m  —  i  fois  du  lieu 
cherché,  parce  qu'on  peut  mener  par  un  point  quelconque  de  ^o 


(')  Voici  une  question  bien  évidente,  qui  montre  l'influence  de  cette  propriété 
caractéristique  de  la  correspondance. 

Considérons  deux  coniques  C^  et  F^  situées  dans  un  même  plan  et  rapportons 
les  points  P  de  C-  à  une  variable  t  et  les  tangentes  /  de  r^,  à  une  variable  z  de 
manière  qu'à  un  point  P  de  C^  et  à  une  tangente  /  de  F^  corresponde  une  seule 
valeur  de  t  et  de  z  et  réciproquement,  ce  qui  est  possible  d'après  la  génération 
des  coniques  par  faisceaux  de  rayons  projeclifs  et  par  ponctuelles  projectives. 
Cela  posé,  la  condition  que  le  point  P  déterminé  par  t  se  trouve  sur  la  tangente  t 
déterminée  par  z  peut  être  mise  sous  les  deux  formes 

Agi-H- 2A,  ^  +  A,  =  o        et        63^-4-26,2  +  8^  =  0, 

où  les  A  sont  des  formes  algébriques  du  second  ordre  en  z  et  les  B  des  formes 
algébriques  du  second  ordre  en  t.  Et,  dans  ce  cas  général,  la  condition 

AoA,— Af  =  o 

de  l'égalité  des  deux  racines  de  l'équation  en  t  se  rapporte  aux  tangentes  com- 
munes des  deux  coniques  qui  sont  distinctes  les  unes  des  autres,  tandis  que  la 
condition  B^B^ — Bf  =  o  de  l'égalité  des  deux  racines  de  l'équation  en  z  se  rap- 
porte aux  points  communs  des  deux  coniques  qui  également  sont  distinctes  les 
unes  des  autres.  Eh  bien,  quand  la  supposition  que  pour  ^  =  ^^  on  a  deux  fois 
z  T=  z^  amène  qu'on  a  deux  fois  t  —  t^  pour  z  —  z^,  chaque  tangente  commune 
des  deux  coniques  touche  ces  deux  courbes  au  même  point;  ce  qui  prouve  que 
dans  ce  cas  les  deux  coniques  ont  double  contact.  Mais  alors  les  deux  conditions 

A„A,-Af  =  o,        B,B,-Bf=o 

n'admettent  que  des  racines  doubles,  etc. 

Dans  une  première  tentative  pour  déterminer  la  classe  de  l'enveloppe  {Gesam- 
melte  Werke,  t.  II,  p.  689,  note),  Steiner  trouva 

^n{n—  i)  (  2/i  —  3). 

Cela  prouve  que  Steiner  lui-même  a  eu  égard  à  la  réduction  en  question:  mais, 
parce  qu'il  n'a  pas  fait  attention  aux  points  singuliers  de  la  courbe  C",,  son  ré- 
sultat n'est  pas  général. 

Plusieurs  des  résultats  généraux  trouvés  par  Steiner  dans  le  Mémoire  célèbre 
sur  les  courbes  à  centres  exigent  une  amplification  qui  se  rapporte  aux  points 
singuliers  de  la  courbe  originale  C',],. 
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un   nombre   de   m  —  i    lan'^cnlcs   qui   difrèrenl  de  /„.  Dans  ce  cas 
Tordre  du  lieu  est  donc De  la  ineme  manière 

2 

1      1            ,    1 ,           ,              y  1     •        ,  (ini  —  '})n-i-i  —  i 
on  trouve  que  la  cJasse  de  1  enveloppe  s  abaisse  a j 

quand  la  courbe  donnée  G"^  est  touchée  par  la  droite  d. 

8.  Particularités  du  lieu  et  de  V enveloppe  dans  le  cas  par- 
ticulier n  =  3,  m  =  6  ('  ).  —  Le  lieu  G''  a  trois  points  triples  Q 
situés  sur  une  droite  g. 

Les  points  d'intersection  de  G"  et  de  la  courbe  donnée  G^  se 
composent  : 

i''  De  six  points  R  situés  sur  une  conique  r- ] 

2"  De  six  points  de  contact  situés  sur  une  conique  i-,  cpii 
comptent  doublement  comme  point  d'intersection; 

3"  De  neuf  points  3T,  3U,  3V  situés  sur  trois  droites  t^  «,  c. 

Les  coniques  r-  et  s'^  ont  double  contact  sur  la  droite  q. 

Les  droites  q,  t,  u,  v  passent  par  un  même  point  W. 

Quand  le  point  O  se  déplace  le  long  d'une  droite  donnée  d^  les 
droites  q^  t^  u,  v  enveloppent  quatre  coniques  q-^  t'-^  u-,  ç-,  dont 
chacune  des  trois  dernières  touche  la  courbe  donnée  G^  en  trois 
points. 

Le  lieu  G'*,  qui  correspond  au  cas  d'une  courbe  donnée  G"*  qui 
passe  par  O,  a  trois  points  doubles  situés  sur  G*;  quand  O  est  un 
point  d'inflexion  de  G'*,  la  courbe  G''  se  compose  d'une  droite 
simple  et  d'une  droite  triple. 

L'enveloppe  Fg  a  six  tangentes  triples  q' ,  qui  forment  les  six 
côtés  d'un  quadrangle  complet  ^ï>. 

Les  tangentes  communes  de  Te,  et  de  la  cubique  donnée  se  com- 
posent : 

i"  De  trois  tangentes  simplement  communes  ; 
2"  De   douze   tangentes    doublement    communes,    qui    passent 
quatre  à  quatre  par  trois  points  de  G^  en  ligne  droite; 
3"  De  neuf  tangentes  triplement  communes. 


(')  iNous  surpassons  le  cas  simple  n  —  2,  où  le  lieu  n'est  autre  chose  que  la  po- 
laire du  point  O  et  l'enveloppe  le  pôle  de  la  droite  d  par  rapport  à  la  conique. 

Ce  cas  bien  simple  montre  tout  de  suite  la  nécessité  de  la  correction  indiquée 
dans  l'article  6. 
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Quand  la  droite  d  tourne  autour  d'un  point  O',  les  sommets  du 
quadrangle  complet  <I>  engendrent  une  conique  et  les  côtés  enve- 
loppent une  courbe  de  la  sixième  classe. 

L'enveloppe  F^,  qui  correspond  à  une  tangente  d  de  C'',  a  trois 
tangentes  triples. 

L'enveloppe  F^,  qui  correspond  à  une  tangente  d'inflexion  d 
de  G'^,  n'a  qu'une  seule  tangente  triple. 

9.  Démonstration  des  particularités  du  lieu.  —  Nous  démon- 
trerons dans  ce  qui  suit  les  propriétés  intéressantes  du  lieu  G^  et 
de  l'enveloppe  Fg,  indiquées  pour  la  plus  grande  partie  par  Steiner 
quand  il  posait  le  problème  pour  le  cas  particulier  d'une  courbe 
donnée  Gj!,  d'une  manière  tout  à  fait  indépendante  de  l'étude  du 
problème  généralisé.  En  ne  nous  occupant  tout  de  suite  que  du 
lieu,  nous  commencerons  par  l'exposé  d'une  déduction  nouvelle 
de  son  ordre. 

Quand  la  transversale  /  coupe  G^  en  trois  points  A,  dont  les 
tangentes  a  passent  par  un  même  point  Ai,  elle  fait  partie  de  la 
première  polaire  du  point  A,,  de  manière  que  K^  se  trouve  sur  la 
droite  polaire  du  point  O  et  sur  la  courbe  hessienne  H^  de  G^. 
Donc  le  lieu  cherché  a  trois  points  triples  Q,  les  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  polaire  q  du  point  O  et  de  la  hessienne  H^  de  G^. 

Le  lieu  cherché  est  du  neuvième  ordre,  parce  que  la  droite  q 
n'en  contient  que  les  trois  points  triples  Q.  En  effet,  la  première 
polaire  d'un  point  quelconque  de  q  passe  par  O,  ce  qui  prouve 
que  deux  de  ses  six  points  d'intersection  avec  G-^  ne  sauraient  se 
trouver  en  ligne  droite  avec  O  sans  qu'elle  dégénérât  en  deux 
droites.  Et  cela  arrive  seulement  quand  le  point  de  q  se  trouve  sur 
la  hessienne. 

Parmi  les  points  d'intersection  du  lieu  G'-^  et  de  la  cubique  don- 
née, les  six  points  R  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  de  G^ 
qui  passent  par  O  et  les  six  points  S  sont  les  troisièmes  points 
communs  à  G-'  et  à  ces  tangentes,  c'est-à-dire  que  les  six  points  S 
sont  les  points  tangentiels  des  six  points  R.  Ghaque  point  R  compte 
une  fois  parmi  ces  points  d'intersection,  parce  qu'il  est  le  point 
d'intersection  de  deux  tangentes  consécutives  de  G^  et  que  le 
lieu  G"  touche  en  ce  point  la  première  polaire  du  point  O;  chaque 
point  S  compte  deux  fois  parmi  ces  points  d'intersection,  parce 
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qu'il  esl  le  point  d'intcTsecLion  de  la  tangente  s  en  S  avec  deux 
tangentes  consécutives  en  R.  Et,  tandis  que  les  six  points  R  sont 
sur  une  conique  ;-,  la  première  polaire  du  point  O,  les  six  points 
S  sont  aussi  sur  une  conique  5-,  le  satellite  (conica  satellite  de 
M.  Cremona)  (^)  du  point  O.  Donc  les  coniques  /-  et  s-  se  tou- 
chent en  deux  points  situés  sur  la  droite  polaire  rj  de  O,  de  ma- 
nière que  les  tangentes  communes  passent  par  O. 

La  position  d'un  autre  point  d'intersection  T  de  C^  et  de  C^  est 
indiquée  dans  la  Jîg.  2;  un  tel  point  T  se  présente  donc  aussitôt 

Fig.  2. 


que  la  transversale  /  passe  par  deux  points  conjugués  A  et  A',  dont 
les  tangentes  a  et  a'  se  rencontrent  sur  la  courbe.  Si  donc  nous 
considérons  la  courbe  G^  donnée  comme  la  hessienne  d'une  autre 

courbe  G-'  [et  l'on  sait  ('-)  que  cela  est  possible  de  trois  manières, 
qui  correspondent  aux  trois  systèmes  de  points  conjugués  de  C^], 


(')  Cremona,  Introduction  à  la  théorie  géométrigue  des  courbes  planes, 
Chap.  III,  §  22. 

Salmon,  Théorie  des  courbes  planes  d'ordre  supérieur. 

Voici  un  théorème  nouveau,  qui  découle  iminéclialenicnt  de  la  démonstration 
analytique  : 

Il  y  a  une  cubique  nouvelle  C'%  qui  touche  les  six  tangentes  par  O  à  C'  aux 
points  d'intersection  de  ces  tangentes  avec  /•%  qui  diffèrent  des  points  R;  elle 
coupe  ces  tangentes  aux  points  d'intersection  de  ces  tangentes  avec  s-,  qui 
dij/érent  des  points  S.  Cette  cubique  nouvelle  passe  par  les  trois  points  d'in- 
tersection de  G'  et  de  la  droite  q,  de  manière  que  les  six  autres  points  d'inter- 
section de  G^  et  G''  se  trouvent  sur  une  conique  w^.  Cette  conique  w-  a  double 
contact  avec  r^  et  s-  sur  la  droite  q  et  un  des  six  rapports  anharmoniques  de 
r',  5%  w^  et  la  droite  q  comptée  doubleiyient  est  3.  Et  Vhomologie  involutive  à 
centre  O  et  à  axe  d'Iiomologie  q,  qui  fait  correspondre  les  coniques  r\  5-,  (\'» 
à  elles-mêmes  transforme  G'  en  C'^  et  réciproquement. 

Il  saute  aux  yeux  que  ce  théorème  d'origine  analytique  se  démontre  géométri- 
quement en  deux  mots,  quand  on  commence  par  la  iiii. 
(-)  Gremona,  loc.  cit.,  §  23. 
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la  transversale  /  fait  partie  de  la  première  polaire  de  T  par  rapport 
à  celle  de  ces  trois  cubiques  nouvelles  C^  pour  laquelle  les  points 
A  et  A'  sont  des  points  conjugués  de  la  hessienne  G'^  ;  car  les  tan- 
gentes a  et  a'  de  la  hessienne  aux  points  conjugués  A  et  A'  de 
cette  courbe  se  coupent  en  un  point  T  de  cette  courbe,  qui  est  con- 
jugué au  troisième  point  d'intersection  de  /  et  de  cette  courbe,  de 
manière  que  la  première  polaire  de  T  par  rapport  à  la  courbe  C^ 
en  question  se  compose  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  /.  Et 
cette  première  polaire  passe  par  A  et  A',  parce  que  a'  est  la  droite 
polaire  de  A  et  a  la  droite  polaire  de  A'  par  rapport  à  la  courbe  C^. 
Donc  /  est  une  des  deux  droites  qui  forment  la  première  polaire 
de  T  par  rapport  à  C^.  Mais,  quand  O  est  un  point  de  la  première 
polaire  de  T,  T  est  sur  la  droite  polaire  de  O.  Donc  les  neuf  points 
d'intersection  restants  se  rangent  en  trois  groupes  de  trois  points 
en  ligne  droite  et  ces  trois  droites  t,  w,  v  sont  les  droites  polaires 
de  O  par  rapport  aux  trois  cubiques  nouvelles  C'^ 

Les  trois  cubiques  C'^,  dont  la  cubique  donnée  G"^  est  la  hes- 
sienne, appartiennent  à  un  même  faisceau  qui  contient  également 
la  courbe  donnée  elle-même,  le  faisceau  svzygétique  dont  les  neuf 
points  d'inflexion  de  G^  forment  la  base  (').  Donc  les  droites  po- 
laires fjj  t,  II,  (^  de  O  par  rap[)ort  à  ces  quatre  cubiques  passent 
par  un  même  point  W,  et  quand  O  se  déplace  le  long  d'une 
droite  d  les  droites  q,  ty  «,  ç  enveloppent  des  coniques  q-,  ^-, 
w-,(^-,  les  poloconiques  (-)  de  d  par  rapport  aux  quatre  cubiques. 
Gomme  la  poloconique  d'une  droite  d  par  rapport  à  une  cubique 
touche  la  hessienne  en  trois  points,  les  trois  coniques  ^-,  u'-j  i>- 
touchent  la  cubique  donnée  en  trois  points.    ' 

Quand  O  se  trouve  sur  G^  les  points  de  contact  des  quatre  tan- 
gentes de  la  courbe  qui  passent  par  O  sont  les  sommets  d'un 
quadrangle  complet,  dont  les  trois  points  diagonaux  se  trouvent 
sur  la  courbe  G'^  Ges  trois  points  O'  ont  avec  O  le  même  point 
tangentiel,  et,  comme  chacun  de  ces  trois  points  O'  est  le  point 
d'intersection  de  deux  droites  qui  passent  par  deux  points  de 
contact  des  quatre  tangentes  de  G='  par  O,  réciproquement   O  est 


(')  CuRMONA,  Introduction  à  la  théorie  géométrique  des  courbes  planes,  ^  '23. 
{')  Ibid  ,  §  t22 
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le  point  d'intersecliori  des  deux  droites  qui  passent  par  deux 
points  de  contact  des  (juatre  tangentes  de  C'*  par  un  (juelconque 
des  trois  points  O' ;  en  d'autres  termes,  les  trois  points  O'  sont 
des  points  doubles  du  lieu  G*  (')  qui  correspond  au  point  O 
de  G"'.  Les  douze  points  d'intersection  de  cette  courbe  G''  et  de  la 
cubique  donnée  sont  les  quatre  sommets  du  quadrangle  complet 
mentionné,  les  trois  points  diagonaux  O'  de  ce  quadrangle  comptés 
deux  fois  et  le  point  tangentiel  de  O  compté  deux  fois. 

Quand  O  est  un  point  d'inflexion  de  la  cubique  donnée,  les 
tangentes  menées  à  G^  aux  points  d'intersection  avec  une  transver- 
sale quelconque  par  O  se  coupent  toujours  sur  une  même  droite, 
la  droite  harmonique  du  point  d'inflexion,  et  par  un  même  point 
de  cette  droite  passent  les  tangentes  à  G'^  aux  points  d'intersection 
avec  trois  transversales.  Parce  que  la  coïncidence  de  la  transver- 
sale /  avec  la  tangente  d'inflexion  ne  correspond  pas  à  un  seul 
point  du  lieu  cherché,  mais  à  cette  tangente  tout  entière,  le 
lieu  G^  correspondant  à  un  point  d'inflexion  se  compose  de  la 
tangente  d'inflexion  et  de  la  droite  harmonique  du  point  d'in- 
flexion, la  dernière  droite  comptée  trois  fois. 

10.  Démonstration  des  particularités  de  V enveloppe.  — 
Ghaque  point  d'intersection  de  la  droite  d  et  de  la  hessienne  H^, 
ayant  une  première  polaire  par  rapport  à  G-^  qui  dégénère  en 
deux  droites,  donne  lieu  à  deux  tangentes  triples  de  l'enveloppe; 
car  chacune  des  deux  droites,  dont  se  compose  celle  première  po- 
laire, est  trois  fois  droite  de  jonction  de  deux  points  de  contact  des 
tangentes  à  G^,  qui  passent  par  le  point  d'intersection  de  H-^  et 
de  d.  L'enveloppe  possède  donc  six  tangentes  triples,  et  les  trois 
premières  polaires  dégénérées  des  trois  points  d'intersection 
de  H^  et  de  d  passent  par  les  quatre  pôles  de  la  droite  d  par  rap- 
port à  G"^,  c'est-à-dire  que  les  six  tangentes  triples  de  l'enveloppe 
sont  les  côtés  d'un  quadrangle  complet  <I>  dont  les  quatre  pôles 
de  d  sont  les  sommets. 

Par  un  quelconque  des  quatre  sommets  du  quadrangle  com- 
plet fl>,  on  ne  peut  mener  à  l'enveloppe  d'autre  tangente  que  les 


(')  On  est   prié  de  comparer    le   problème  général,  quant   à  l'abaissement  de 
l'ordre  du  lieu. 
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trois  tangentes  triples  que  nous  venons  de  trouver;  car  la  supposi- 
tion que  deux  des  six  points  de  contact  des  tangentes  de  C^,  qui 
passent  par  un  autre  point  P  de  d^  soient  en  ligne  droite  avec  ce 
sommet,  qui,  comme  point  de  base  du  faisceau  des  premières  po- 
laires correspondant  aux  points  de  d  se  trouve  également  sur  la 
première  polaire  de  P,  ne  mène  qu'à  un  point  P  à  première  polaire 
dégénérée,  c'est-à-dire  à  un  des  trois  points  communs  à  H^  et  à  d. 
Donc  l'enveloppe  est  de  la  neuvième  classe. 

La  tangente  à  G^  en  un  point  d'intersection  P  de  G^  et  de  d  est 
tangente  à  l'enveloppe,  parce  que  cette  droite  est  la  droite  de  jonc- 
tion des  points  de  contact  des  deux  tangentes  consécutives  de  G^ 
au  point  P  considéré,  et  l'on  voit  tout  de  suite  que  cette  tangente 
ne  touche  pas  l'enveloppe  au  même  point  P;  car  le  remplacement 
de  G^  par  la  conique,  qui  a  au  point  P  avec  G^  le  contact  le  plus 
intime  possible  (et  ce  remplacement  ne  change  que  les  éléments 
de  G^  qui  n'ont  aucune  influence  sur  la  question  à  décider), 
montre  que  le  point  de  contact  de  la  tangente  en  question  et  de 
l'enveloppe  est  le  pôle  de  la  droite  d  par  rapport  à  la  conique 
remplaçante. 

La  tangente  à  G^  en  un  des  douze  points  P',  dont  le  point  tan- 
gentiel  se  trouve  sur  d,  est  tangente  à  Fenveloppe  au  même 
point  P';  car  l'enveloppe  est  touchée  par  les  deux  droites  consé- 
cutives, qui  joignent  le  point  P'  aux  deux  points  de  contact  consé- 
cutifs des  tangentes  par  P,  qui  coïncident  avec  la  tangente  en  P 
à  G^.  Ges  tangentes  comptent  donc  doublement  parmi  les  tan- 
gentes communes  de  G^  et  de  Fg. 

La  tangente  à  G^  en  un  point  d'inflexion  touche  l'enveloppe  au 
point  d'inflexion  même  et  compte  donc  pour  trois  tangentes  com- 
munes des  deux  courbes,  quoique  le  point  d'inflexion  n'en  repré- 
sente que  deux  points  communs.  Les  neuf  tangentes  d'inflexion 
de  G^  comptées  triplement  complètent  donc  le  système  des  cin- 
quante-quatre tangentes  communes  à  G-^  et  à  l'enveloppe. 

Quand  (i  tourne  autour  d'un  point  O'  les  sommets  du  quadrangle 
complet  4>  engendrent  la  conique  qui  est  la  première  polaire  du 
point  O'  par  rapport  à  G"^;  et  les  côtés  de  ce  quadrangle  envelop- 
pent dans  ce  cas  la  courbe  de  Gayley  (^  )  de  la  sixième  classe.  Si 


(')  Cremona,  Introduction  à  la  théorie  géométrique  des  courbes  planes,  §  11. 
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la  (Iroltc  c/ louche  la  ciil)i(|uc  (Ioiiik'c  au  point  D  cl  (juc  l'enveloppe 
proprement  dite  soit  de  la  septième  classe,  à  cause  de  la  suppression 
de  la  partie  impropre  qui  consiste  du  point  D  compté  deux  fois, 
ce  Fy  ne  possède  plus  que  trois  tangentes  triples;  car  des  deux 
droites  qui  composent  la  première  polaire  d'un  quelconque  des 
trois  points  communs  à  H^  et  à  <i,  celle  qui  passe  par  D  perd  son 
caractère  de  tangente  triple  à  cause  de  la  suppression  du  point  D 
compté  deux  fois,  etc.  Le  système  des  tangentes  communes  à  T^  et 
à  G^  se  compose  de  la  droite  d  comptée  une  fois,  des  quatre 
autres  tangentes  par  D  et  des  trois  tangentes  de  C^  qui,  comme  d, 
coupent  la  courbe  au  point  tangentiel  de  D,  ces  sept  tangentes 
comptées  deux  fois,  et  des  neuf  tangentes  d'inflexion  de  C"^  comp- 
tées trois  fois. 

Quand  la  droite  d  est  tangente  d'inflexion  de  G^,  le  point  d'in- 
flexion D  représente  le  point  de  contact  de  deux  des  six  tangentes, 
qu'on  peut  mener  à  G=^  par  un  point  quelconque  de  la  droite  d. 
Donc  on  aura  à  supprimer  deux  fois  deux  points  consécutifs  D  et 
l'enveloppe  proprement  dite  est  delà  cinquième  classe.  Mais,  dans 
ce  cas,  la  droite  d  coupe  H^  en  deux  points  difierents  de  D,  dont 
les  premières  polaires  par  rapport  à  G^  se  composent  de  droites 
par  D,  c'est-à-dire  de  droites  qui  ont  perdu  leur  propriété  de  tan- 
gente triple  de  l'enveloppe  ;  seulement  le  point  D  lui-même  mène 
à  une  tangente  triple  persistante  de  l'enveloppe  la  droite  harmo- 
nique du  point  d'inflexion  en  D,  et  les  trente  tangentes  communes 
à  G^  et  à  Y ^  sont  les  trois  tangentes  de  G^  qui  coupent  G^  en  D 
comptées  deux  fois  et  les  huit  autres  tangentes  d'inflexion  de  G"* 
comptées  trois  fois. 

H.  Genre  du  lieu  G'^  et  de  V enveloppe  Fg.  —  On  établit 
une  correspondance  point  par  point  entre  G''  et  le  lieu  G^  quand 
on  adjoint  à  chaque  point  P  de  G'  le  point  d'intersection  P'  des 
tangentes  à  G'*  aux  deux  autres  points  d'intersection  de  G-^  et  delà 
transversale  OP.  Donc  le  genre  du  lieu  G'^  est  égal  à  celui  de  G^, 
c'est-à-dire  l'unité. 

Une  courbe  du  neuvième  ordre,  dont  le  genre  est  l'unité,  doit 

87 
avoir -^  —  i,  ou  2^  points  doubles.  Donc  le  lieu   G'-'   possède  à 

coté  des  trois  points  triples  Q  encore  dix-huit  points  doubles  or- 
dinaires;  et,  comme  aucun  de  ces  dix-huit  points  doubles  n'est 
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en  général  un  point  de  rebroussement,  les  formules  de  Pliicker 
nous  mènent  aux  caractéristiques  suivantes,  où  d  el  t  représentent 
le  nombre  des  points  doubles  et  des  tangentes  doubles 

n  =  9,         m  =  i8,         d='ij,         t  =  ioS,         r  =  o,         i  =  2y. 

L'enveloppe  T.),  ne  possédant  d'autres  tangentes  multiples  que 
les  six  tangentes  triples,  est  du  genre  28-18  ou  dix;  donc  elle  a  les 
caractères  suivants  : 

/i  =  36(i),         771  =  g,         d  =  5o^,         t  =  18,         r  =  81,         i=o. 

Nous  remarquons  que  les  points  S  sont  des  points  d'inflexion 
de  G^  et  les  douze  points  de  C^  dont  les  points  tangentiels  se 
trouvent  sur  d  des  points  de  rebroussement  de  F.j. 

12.  Indices  des  séries  de  courbes  G^  et  T-;.  —  Gherchons  les 
indices  de  la  série  des  courbes  G'  qui  correspondent  aux  différents 
points  O  de  G^,  c'est-à-dire  le  nombre  p  de  ces  courbes  qui  pas- 
sent par  un  point  donné  et  le  nombre  a-  de  ces  courbes  qui  touchent 
une  droite  donnée. 

Quand  la  courbe  G*  du  point  O  de  G^  passe  par  le  point 
donné  P,  le  point  O  est  le  troisième  point  d'intersection  de  G^  et 
d'une  des  quinze  droites  de  jonction  de  deux  des  six  points  de 
contact  des  tangentes  de  G'^  par  P.  Donc  p  =  lo. 

Quand  la  courbe  G*  du  point  O  de  G'  toucbe  la  droite  don- 
née d,  le  point  O  est  sur  l'enveloppe  Tr,  qui  correspond  à  la 
droite  d.  En  général,  il  y  a  donc  autant  de  courbes  G'*  qui  touchent 
la  droite  d  qu'il  y  a  de  points  d'intersection  de  G^  et  de  l'enve- 
loppe Tq  correspondant  à  d.  Mais  le  système  total  des  cent-huit 
points  communs  à  ces  deux  courbes  contient  plusieurs  groupes  de 
solutions  impropres.  D'abord  les  points  d'inflexion  de  G^,  qui  y 
figurent  deux  fois,  ne  sont  pas  des  points  O  dont  les  courbes  G* 
touchent  la  droite  d  de  la  manière  ordinaire,  ces  courbes  se  com- 
posant d'une  droite  simple  et  d'une  droite  triple;  ensuite  les  neuf 
points  conjugués  aux  points  d'intersection  de  G*^  et  de  d  mènent 
à  des  courbes  G*  qui  ont  un  point  double  sur  la  droite  d.  De  plus, 


(')  Donc  le  doute  de  Steiner  par   rapport   à  l'exactitude  du  résultat  /?  =  3G  est 
dissipé  {Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  538). 
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les  douze  points  de  (v',  (]ii(3  nous  avons  reconnus  comme  des 
points  de  rebroussement  de  l'enveloppe  Tg  correspondant  à  d^ 
diminuent  le  nombre  des  solutions  de  vin<^t-quatre,  parce  qu'ils 
figurent  deux  fois  parmi  les  cent-huit  points  d'intersection  et  que 
leurs  courbes  C'  ne  touchent  pas  du  tout  la  droite  d\  et  enfin  les 
points  de  contact  des  tangentes  de  G-'  qui  passent  par  le  point  d'in- 
tersection de  d  avec  une  des  tangentes  d'inflexion  de  C^,  sans 
qu'elles  coïncident  avec  cette  tangente  d'inflexion,  se  trouvent 
sur  Fa  comme  point  d'intersection  de  deux  tangentes  consécutives 
de  l'enveloppe  coïncidées  avec  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point 
d'inflexion,  sans  que  leurs  courbes  G/,  touchent  la  droite  d.  Donc 
le  nombre  des  courbes  G*  qui  touchent  la  droite  d  de  la  manière 
ordinaire  est 

io8 — 18  —  9  —  9.4  —  3G     ou     21. 
Donc 

a  =  i\  (1). 

Procédons  à  la  série  des  enveloppes  r7  qui  correspondent  aux 
tangentes  i  de  G^. 

Quand  l'enveloppe  Fî,  qui  correspond  à  la  tangente  t  de  G*', 
passe  par  le  point  donné  O,  cette  tangente  t  est  tangente  com- 
mune à  G^  et  à  la  courbe  G*^  correspondant  au  point  O.  Mais  le 
système  des  cent-huit  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes  Gc 
et  Gi8  contient  un  groupe  de  solutions  impropres;  car  ce  système 
admet  deux  fois  les  tangentes  à  G'^  aux  six  points  S  qui  mènent  à 
des  enveloppes  F7  qui  ne  passent  pas  par  O.  Donc  p  =  96. 

Quand  l'enveloppe  Fy,  qui  correspond  à  la  tangente  t  de  G-\ 
touche  la  droite  donnée  d,  la  tangente  t  passe  par  un  des  trois 
points  d'intersection  des  tangentes  à  G^  aux  points  d'intersection 
de  G^  et  de  <i,  ces  tangentes  prises  deux  à  deux.  Gela  prouve  im- 
médiatement que  0"  =  I  2. 

Nous  remarquons  qu'il  y  a  226  courbes  G-'  qui  passent  par  deux 
points  donnés  et  i44  courbes  F.,  qui  touchent  deux  droites  don- 
nées. 


(')  Steiner  trouve  a  =  3o  {Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  49o)-  Cela  lient  à  ce 
qu'il  ne  fait  pas  attention  au  contact  extraordinaire  des  neuf  courbes  C',  dont  un 
des  trois  points  doubles  se  trouve  sur  la  droilc  d  (on  cornitare  Cesant/ncNc 
Werke,  t.  Il,  p.  538). 
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13.  Remarques  finales.  —  Nous  finissons  notre  pelite  élude 
par  quelques  remarques  sur  les  problèmes.  Il  est  évident  que 
Steiner  les  a  rencontrés  en  rédigeant  son  Mémoire  célèbre  sur  les 
courbes  à  centre.  En  effet,  ce  Mémoire  contient  la  solution  de  plu- 
sieurs problèmes  de  la  même  série  qui  s'y  rattachent.  Ainsi  la  ca- 
ractéristique de  la  conique  E  des  problèmes  4,  7,  8  de  la  série  est 
révélée  dans  ce  Mémoire,  de  date  postérieure  (^  ),  comme  la  polo- 
conique  de  la  droite  à  l'infini  par  rapport  à  C^.  Le  problème  15 
s'occupe  du  lieu  des  centres  des  cubiques  qui  passent  par  six  points 
donnés,  comme  on  l'aperçoit  plus  tard(^)^  nous  l'avons  généralisé 
ailleurs  (^).  Le  problème  16  s'occupe  du  lieu  des  points  de  rebrous- 
sement  des  cubiques  passant  par  six  points  et  le  problème  17  du 
lieu  des  points  doubles  des  cubiques  passant  par  sept  points 
donnés. 

Voici  une  généralisation  du  problème  17  : 

Le  lieu  des  points  multiples  d^ ordre  n  —  i  des  courbes  G",  qui 
passent  par  in-\-i  points  donnés^  est  une  courbe  de  Vordre 
n{n  —  i),  dont  les  in-\-\  points  donnés  sont  des  points  mul- 
tiples de  Vordre  n  —  i . 
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(')  Jacob  Steiner' s  Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  53 1. 

(»)  Jbid.,  5o8,  §  7. 

(')  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  t.  X,  p.  220,  où  à  droite 


est  imprimé  -^—^  (W2  +  i) 


au  lieu  de  r-—  (  m  -h  3  ) . . . . 
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Nous  signalons  en  même  temps  les  corrections  suivantes  dans  une  petite  com- 
munication insérée  dans  le  même  tome.  Les  deux  théorèmes  {e)  et  {g)  de  la 
page  223  doivent  être  corrigés  de  la    manière  suivante  : 


(e)  La  parabole  qui  a  en  un  point  donné  un  contact  du  troisième  ordre  avec 
une  hyperbole  équilatére  donnée  a,  etc. 
{g)  Construire  la  directrice  et  les  foyers  de  la  parabole,  qui  a  un,  etc. 
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NOTE  SUR  LA  MÉTHODE  DES  TANGENTES  DE  ROBERVAL; 
Par  m.  DKWULF. 

On  donne  une  droite  Ox,  un  point  fixe  O  sur  celte  droite  et 
un  autre  point  fixe  F  en  dehors  de  cette  droite.  Par  le  point  F 
on  trace  une  droite  quelconque  qui  coupe  la  droite  Ox  en  m; 
puis  on  porte  sur  F/?z,  de  part  et  d'autre  du  point  /n,  une  lon- 
gueur égale  à  mO  :  on  obtient  ainsi  deux  points  M  et  M'  dont  le 
lieu  géométrique  est  une  focale  de  Quetelet. 

Il  est  facile  de  tracer  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  de  ses 
points  M  en  appliquant  la  méthode  de  liobcrval.  Le  but  de  cette 
Note  est  de  démontrer  que  cette  construction  permet  de  prouver 
que  le  point  F  est  un  foyer  de  la  courbe. 

Représentons  la  vitesse  du  point  niy  sur  Ox,  par  niO. 


La  vitesse  du  point  M,  sur  la  droite  F  m,  est  évidemment  égale 
à  la  somme  des  vitesses  du  point  m  sur  ce  même  rayon  et  sur  0:r  ; 
elle  est  donc  égale  à  Mm  -f-  mR  ou  MK,  K  étant  la  projection  du 
point  O  sur  ¥  m.  La  vitesse  normale  à  F  m  du  point  m  est  mi  (i^oir 
la  figure);  donc  la  vitesse  normale   à  F  m   du  point  M  est  MM,. 
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La  diagonale  MT  du  rectangle  construit  sur  MK   et  MM,  donne 
la  vitesse  du  point  M;  MT  est  la  tangente  cherchée. 

Prolongeons  FO  jusqu'à  sa  rencontre  en  t  avec  M,T;  la  droite 
M^  est  parallèle  à  O^.  En  e(ï"et,  les  triangles  0mm,,  /MM,  sont 
homologiques;  les  côtés  /??7?z,  et  MM,,  /?i,Oet  Jii^t  sont  paral- 
lèles :  donc  M/  est  parallèle  à  mO. 

Sur  le  prolongement  de  F  prenons  OF,  =  OF  et  du  point  F, 
abaissons  la  perpendiculaire  F,  /,   sur  OT. 

D'un  autre  côté,  soit  ]N  l'intersection  de  OM  avec  la  parallèle 
à  Ox  tracée  par  le  point  F,.  La  droite  /,  IN  est  parallèle  à  MT.  En 
effet,  les  triangles  TM/,  /,NF,  sont  homologiques  et  deux  des 
côtés  de  Tint  sont  parallèles  à  deux  côtés  de  /,]NF,. 

De  là  la  construction  suivante  de  la  tangente  en  M  : 

La  parallèle  à  Ox  par  le  point  F,  étant  tracée,  il  faut  prendre 
le  point  d'intersection  N  de  OM  avec  cette  parallèle;  prendre  l'in- 
tersection /,  de  KO  avec  la  circonférence  décrite  sur  OF,  comme 
diamètre  et  tracer,  par  le  point  M,  une  parallèle  à  N/,. 

Soit  maintenant  N'  l'intersection  de  OM'  avec  F,jc-,,  l'angle 
NON'  est  droit,  et,  quand  on  passe  d'un  point  M  à  un  autre  point 
de  la  courbe,  les  points  N  et  N'  forment  sur  F,  jr,  une  involution 
dont  les  points  doubles  sont  sur  les  droites  isotropes  de  O.  Ces 
droites  isotropes,  joignant  les  points  circulaires  de  l'infini  aux 
points  doubles  de  l'involution  NN',  sont  précisément  pour  les 
points  circulaires  de  l'inûni  ce  qu'est  la  droite  N/,  pour  le 
point  M;  ce  sont  les  parallèles  aux  tangentes  en  ces  points.  Ces 
tangentes  elles-mêmes  sont  les  droites  isotropes  du  point  F. 
Donc  le  point  F  est  un  foyer  de  la  focale. 


Bayonne,  i6  avril  188G. 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 

LÉONARD  DE  VINCL  —  Manuscrits  R  et  D  dr  la  Ribliotiikoue  de  l'Ix- 
STiTUT,  publiés  on  fac-similés  (procédé  Arosa)  avec  transcription  littérale, 
traduction  française,  préface  et  table  méthodique  par  M.  Charles  Ravaisson- 
Mollicii.  Paris,  A.  Quantin,  i883,  in-folio. 

Il  est  inutile  de  renouveler,  à  propos  du  second  Volume  des 
Manuscrits  de  Léonard  de  Vinci,  les  éloges  (|ue  mérite  à  tous 
égards  cette  magnifique  publication  et  dont  nous  avons  payé  le 
juste  tribut  en  parlant  du  Manuscrit  A  (');  qu'il  nous  suffise 
donc  de  dire  que  ce  nouveau  Volume  est  encore  plus  intéressant 
que  le  premier. 

Des  deux  manuscrits  qu'il  reproduit,  le  second  (10  folios)  est 
un  Traité  presque  achevé  [De  l'œil)  qui,  dans  la  pensée  de 
Léonard,  devait  sans  doute  former  une  partie  intégrante  de  son 
grand  Ouvrage  Sur  la  Peinture  ;  le  premier  (84  folios)  n'est  au 
contraire,  comme  le  manuscrit  A,  C[u'un  recueil  de  notes  et  de 
croquis;  mais  ce  recueil  est  beaucoup  mieux  lié  et  présente  des 
ensembles  beaucoup  plus  complets,  notamment  en  ce  qui  concerne 
l'Architecture  et  le  Génie  militaire. 

J'ai  remarqué  que,  dans  A,  on  ne  trouverait  pas  une  seule  cita- 
tion ;  tout  au  contraire,  dans  B  et  particulièrement  pour  ce  qui 
touche  à  l'histoire  des  armes  offensives,  non  seulement  Léonard 
cite  plusieurs  fois  des  auteurs  anciens,  mais  encore  il  fait  montre 
d'une  singulière  érudition  que  je  dois,  pour  le  moment,  me  con- 
tenter de  signaler,  mais  qui  mériterait  d'être  l'objet  d'une  étude 
approfondie. 

Sans  doute,  cette  érudition  paraît  souvent  bien  peu  sûre;  il 
n'en  serait  pas  moins  intéressant  de  déterminer,  s'il  était  possible, 
à  quelles  sources  elle  était  puisée  en  réalité,  quelle  part  de  fan- 
taisie le  grand  artiste  a  pu  y  mêler,  quelle  valeur  traditionnelle  on 
peut,  au  contraire,  attribuer  à  certaines  de  ses  affirmations,  qui 
ne  s'appuient  sur  aucun  témoignage  connu  :  par  exemple,  à  celle 


(')  Voir  le  numéro  du  Bulletin  de  janvier  1S86,  p.  i3. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2*  série,  l.  \.  (Novembre  188G.)  i8 
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qui  donne  un  canon  à  vapeur  {architoîiitro)  comme  inventé  par 
Arcliimède  et  comme  lançant  à  six  stades  (plus  d'un  kilomètre) 
un  poids  d'un  talent  [iQ^^). 

Cette  érudition,  toute  spéciale,  il  est  vrai,  est  d'autant  plus 
étrange  que  Ton  ne  peut  se  dissimuler  qu'une  forte  éducation  avait 
manqué  à  Léonard.  Si,  par  suite  de  cette  circonstance,  ses  idées 
n'ont  été  que  plus  indépendantes  et  son  originalité  plus  marquée, 
il  faut  aussi  avouer  que  son  génie  qui,  au  premier  abord,  apparaît 
comme  si  complet,  n'en  présentait  pas  moins  des  lacunes  sen- 
sibles. 

La  publication  intégrale  de  ses  cahiers  de  notes,  pour  indispen- 
sable qu'elle  soit,  est  certainement  plutôt  de  nature  à  affaiblir 
qu'à  renforcer  l'auréole  dont  on  se  plaît  à  l'entourer,  je  ne  dis  pas 
en  tant  qu'artiste  ou  ingénieur,  mais  en  tant  que  théoricien  pré- 
curseur des  grands  savants  du  xvii^  siècle.  On  pouvait  le  prévoir; 
qui  donc  voudrait  de  nos  jours  voir  sa  future  renommée  soumise 
à  une  pareille  épreuve?  qui  consentirait  à  voir  ainsi  publier  ses 
brouillons  de  notes,  avec  leurs  erreurs  matérielles,  à  voir  mettre 
au  grand  jour  les  éléments  inféconds  de  recherches  vainement 
poursuivies  et  qui  ne  pouvaient  aboutir? 

Tant  qu'on  s'est  borné  à  extraire  des  manuscrits  de  Léonard 
quelques  rares  aperçus  de  génie,  quelques  sentences  d'une  em- 
preinte moderne,  l'illusion  était  possible;  aujourd'hui,  elle  doit 
s'évanouir.  Pour  la  théorie,  Léonard  est  bien  un  homme  de  son 
temps  ^  si  puissant  remueur  d'idées  qu'il  soit,  il  s'attache  plus 
souvent  encore  à  l'erreur  qu'à  la  vérité,  et  en  tout  cas  il  n'arrive 
guère  à  donner  à  sa  pensée  ni  à  son  langage  une  précision  scienti- 
fique. S'il  essaye  de  définir  la  force,  par  exemple,  ce  sera  dans  le 
jargon  métaphysique  qu'on  parlait  alors  ('  ).  11  sait  bien  que  tout 
a  sa  raison  nécessaire  et  doit  trouver  son  explication;  mais  il 
ignore  l'art  de  faire  une  démonstration  rigoureuse,  et,  s'il  sent  la 


(')  Fol.  63,  R.  —  «  Je  dis  que  la  force  est  une  puissance  spirituelle,  incorpo- 
relle, invisible,  qui,  avec  une  courte  vie,  se  cause  dans  les  corps  qui,  par  une 
violence  accidentelle,  se  trouvent  hors  de  leur  être  et  repos  naturels.  J'ai  dit  : 
spirituelle,  parce  que  dans  cette  force  il  y  a  une  vie  active;  incorporelle,  parce 
que  le  corps  où  elle  naît  ne  croît  ni  en  poids  ni  en  forme;  de  peu  de  vie,  parce 
que  toujours  elle  désire  vaincre  sa  cause,  et,  celle-là  vaincue,  se  lue.  » 
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nécessite;  de  recourir  à  l'expérience,  il  ne  sait  guère  la  conduire  ni 
en  tirer  les  véritables  conclusions.  En  somme,  ce  qu'il  a  de 
plus  remarquable,  c'est  bien  moins  la  rectitude  que  l'indépendance 
de  ses  idées. 

Sur  le  terrain  de  la  pratique,  Léonard  déploie,  au  contraire, 
une  ingéniosité  tout  à  fait  exceptionnelle  et  fait  preuve  d'un  acquis 
surprenant^  c'est  un  chercheur  et  un  trouveur  ;  néanmoins,  nombre 
de  ses  inventions  ne  sont  évidemment  susceptibles  d'aucune  réali- 
sation et  son  rare  talent  s'est  souvent  dépensé  en  pure  perte. 

Je  ne  veux  ciler  comme  exemple  que  ses  recherches  relatives  à 
une  machine  volante,  qui  occupent  de  nombreuses  pages  du  ma- 
nuscrit B.  Quoique  paraisse  en  penser  M.  Ravaisson-Mollien,  je 
n'y  puis  voir  que  la  poursuite  d'une  chimère  par  les  moyens  les 
plus  impraticables  et  en  partant  du  principe  le  plus  faux;  car 
l'idée-mère  de  cette  machine  se  réduit  en  fait  au  tour  de  force  du 
baron  de  Munchhausen  qui,  comme  on  sait,  s'enlevait  de  terre  en 
se  tirant  par  les  cheveux. 

Ce  seul  exemple  suffît  pour  montrer  ce  qu'on  peut  s'attendre  à 
rencontrer  comme  Mécanique  théorique  dans  les  manuscrits  de 
Vinci.  La  Science  n'existe  pas,  et  ce  n'est  nullement  à  lui  qu'il 
était  réservé  d'en  élever  une  assise  inébranlable. 

Le  manuscrit  B  nous  le  montre  surtout  préoccupé,  dans  ce  do- 
maine, de  résoudre  deux  questions  : 

1°  Comment  varie  l'effet  du  choc  (mesuré  par  l'enfoncement 
dans  un  terrain  de  résistance  uniforme)  d'un  corps  pesant  tombant 
de  différentes  hauteurs  ou  d'un  projectile  lancé  avec  une  même 
force  à  différentes  distances  du  point  de  départ?  quelle  est  l'in- 
fluence de  la  forme  du  projectile? 

2°  Si  une  pièce  de  bois,  soit  AB,  inclinée,  repose  par  une  de 
ses  extrémités  B  sur  le  sol,  s'appuie  par  l'autre  A  sur  un  mur, 
quelle  est  la  charge  en  B  et  la  poussée  en  A? 

Sur  le  premier  point,  Léonard  indique  les  expériences  à  faire, 
mais  ne  donne  aucun  résultat^  sur  le  second,  il  donne  une  solu- 
tion qu'il  fonde  ici  sur  une  expérience  insuffisante,  là  sur  un  rai- 
sonnement vicieux.  D'après  celte  solution,  il  faut  prendre,  comme 
charge  en  B,  le  poids  de  la  poutre  diminuée  d'une  longueur  égale 
à  la  moitié  de  sa  projection  horizontale. 


2G2  PREAIIÈRE  PARTIE. 

En  regard  d'une  insuffisance  aussi  palpable  de  connaissances 
théoriques,  les  dispositions  pratiques  des  mécanismes  dessinés 
par  Léonard  n'en  sont  que  plus  remarquables;  il  est  vrai  que 
toute  la  mécanique  de  l'antiquité  présente  les  mêmes  caractères. 

Mais  c'est  un  sujet  qu'il  serait  hors  de  propos  d'aborder  ici;  je 
n'ai  pas  non  plus  à  faire  de  remarques  nouvelles  à  propos  des  con- 
naissances géométriques  de  Léonard,  le  manuscrit  B  n'offrant 
guère  que  quelques  constructions  exactes  ou  approximatives  de 
polygones  réguliers,  analogues  à  celles  du  manuscrit  A. 

Je  me  bornerai  donc  désormais  aux  observations  suivantes  : 
M.  Ravaisson-Mollien  a  ajouté  à  son  Volume  un  errata  considé- 
rable, indiquant  nombre  de  corrections  à  apporter  soit  aux  leçons, 
soit  à  la  traduction  tant  du  premier  manuscrit  que  des  deux  autres 
dont  la  publication  a  suivi.  Il  est  clair  que,  dans  un  travail  aussi 
ardu  que  celui  qu'il  a  entrepris,  les  fautes  sont  inévitables,  et  loin 
de  lui  en  faire  un  reproche,  on  ne  peut  que  le  louer  de  la  con- 
science avec  laquelle  il  essaye  de  les  corriger.  Il  ne  faut  pas  se  dissi- 
muler, toutefois,  que  la  parfaite  correction  exigera  encore  des 
efforts  longs  et  répétés,  et  que  le  travail  d'un  seul  sera  impuissant 
pour  l'atteindre  pleinement.  Mais  ce  n'est  pas  un  des  moindres 
attraits  de  la  publication  telle  qu'elle  est  poursuivie,  que  de  per- 
mettre à  chacun  de  formuler  ses  conjectures  sur  la  Leçon  à  adopter, 
sur  le  sens  à  donner  aux  passages  souvent  énigmatiques  des  notes 
de  Léonard  de  Vinci. 

Voici  quelques  corrections  nouvelles  que  j'indiquerai,  pour  ma 
part,  après  une  lecture  rapide  : 

Fol.  8,  verso.  —  (1.  5)  Saetta  che  non  si  po  trare  se  la.  piaca 
(?  pianta?)  non  e  cresciuta. 

Je  lirais  piaga  et  traduirais  :  flèche  qui  ne  peut  se  retirer  sans 
agrandir  la  plaie;  traduction  en  parfait  accord  avec  la  figure 
donnée  au  projectile. 

Fol.  i4,  verso,  — Français  (1.  lo)  :  »  remettre  le  feu  à  «.  Lire  : 
«  rattacher  »  [rapicare). 

Fol.  24,  verso.  —  Français  (I.  12  suiv.).  —  Dans  la  descrip- 
tion du  canon  se  chargeant  par  la  culasse,  la  roccha  est  évidem- 
ment, d'après  la  figure,  ime  lanterne  d'engrenage  ayant  le  même 
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axe  que  la  culasse.  Les  fuseaux  de  cette  lanterne  sont  actionnés 
par  une  vis  sans  fin  transversale,  tandis  que  la  culasse,  qui  fait 
corps  avec  la  lanterne,  s'adapte  au  canon  par  un  pas  de  vis,  comme 
dans  les  fermetures  modernes. 

Fol.  39,  recto ^  1.  ^,  «  una  urte  »,  on  lit  :  «  sur  te  ».  —  Traduire  : 
«  des  navires  qui  te  tiendraient  quelque  port  assiégé  ». 

Fol,  48,  recto.  —  Français  (1.  5).  —  Traduire  :  «  Parce  que 
quelqu'un  qui  voudrait  prendre  une  tour  en  mer  fera  qu'un  de 
ses  fidèles  se  mette  au  service  du  châtelain  et  que  quand  [ce  fi- 
dèle] montera  la  garde,  il  tirera  aux  créneaux  l'échelle  de 
corde  »...,  de  même  fol.  5o,  recto.  —  Français  (1.6,-)  «  et 
quand  il  sera  de  garde,  il  tirera  en  haut,  avec  ledit  fil,  une  ficelle 
qui  lui  sera  donnée  par  celui  qui  escalade  ». 

FoL  6Cy^  recto  (ligne  dernière).  —  Le  «  gietto  di  scarj)a  »  est  le 
fruit  du  mur.  P,  T. 


II.-G.  ZEUTHEN.  —  Die  Lichre  von  den  Kegelsciinitten  im  Altertiium, 

erster  Ilalbband.   Copenhague,  Andr.  Frcd.   Iloit  and  Solin,    188G,   in-8°, 
320  p. 

Ce  Volume  est  la  première  Partie  de  la  traduction  allemande, 
faite,  sous  la  direction  de  l'auteur,  par  R.  von  Fischer-Benzon, 
d'un  Ouvrage  considérable  que  M.  Zeuthen  a  publié,  l'année  der- 
nière, en  danois,  sur  la  théorie  des  sections  coniques  dans  l'anti- 
quité. 

Le  travail  du  savant  professeur  de  l'Université  de  Copenhague 
fera  époque,  et  ce  n'est  pas  assez  de  dire,  pour  le  louer,  qu'il  y  a 
longtemps  que  le  sujet  qu'il  a  choisi  a  donné  lieu  à  une  étude  aussi 
originale;  il  faut  reconnaître  que  jusqu'alors  Thistoire  des  co- 
niques dans  l'antiquité  était  incomprise,  et  que  M.  Zeuthen,  non 
seulement  en  donne  la  clef,  mais  nous  guide  de  façon  à  ne  plus 
nous  laisser  nous  ésarer. 

o 

Il  sera  donc  impossible,  d'ici  longtemps,  de  parler  des  coniques 
dans  l'antiquité  sans  avoir  eu  recours  à  ce  Livre  magistral;  qu'il 
me  soit  permis  de  le  dire  d'autant  plus  hautement  (jue  ce  n'est  pas 
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d'aujourd'hui  que  moi-même  je  me  suis  rendu  compte  de  Tinsuf- 
fisance  complète  des  expositions  qui  ont  été  faites  jusqu'à  présent 
sur  cette  matière  et  que  je  me  proposais  de  l'aborder  après  avoir 
terminé  la  série  d'articles  que  j'ai  entrepris  dans  le  Bulletin  sur 
la  Géométrie  élémentaire.  Je  puis  avoir  dès  lors  quelque  scru- 
pule à  affirmer  la  parfaite  justesse  des  vues  de  M.  Zeuthen,  soit 
dans  l'ensemble,  soit  dans  le  détail  (car  ses  vues  se  trouvent  être 
exactement  les  miennes);  mais,  en  tout  cas,  je  dois  m'incliner  de- 
vant la  profondeur  de  ses  recherches  et  devant  l'importance  des 
résultats  auxquels  il  est  parvenu,  surtout  en  ce  qui  concerne  la 
comparaison  avec  les  théories  modernes. 

Je  ne  puis,  bien  entendu,  donner  ici  qu'un  aperçu  très  incom- 
plet sur  le  Volume  qui  vient  de  paraître;  il  comprend  treize  Sec- 
tions (la  quatorzième  ne  sera  complétée  que  dans  le  fascicule  sui- 
vant) que  je  vais  rapidement  passer  en  revue. 

I.  Prémisses  et  moyens  employés  ;  proportions  et  algèbre 
géométrique.  —  L'étude  élémentaire  des  coniques  se  fait  aujour- 
d'hui à  l'aide  d'artifices  spéciaux  qui  suppléent  à  l'emploi  de  sys- 
tèmes coordonnés  :  le  point  de  départ  des  anciens  était  tout  diffé- 
rent; sans  posséder  d'ailleurs  aucune  langue  de  signes,  analogue 
à  notre  Algèbre,  ils  n'en  avaient  pas  moins  des  procédés  très  com- 
plets pour  représenter  géométriquement  les  quantités  en  général, 
ainsi  que  les  opérations  effectuées  sur  ces  quantités.  Dès  le  temps 
d'Euclide,  cette  algèbre  géométrique  était  assez  développée  pour 
remplacer  complètement  nos  notations,  tant  qu'il  ne  s'agissait  pas 
d'expressions  supérieures  au  second  degré,  les  produits  étant,  en 
principe,  représentés  par  des  surfaces.  Il  était  donc  loisible  aux 
anciens  d'employer  immédiatement  pour  l'étude  des  coniques  des 
systèmes  coordonnés,  comme  nous  le  faisons  en  Géométrie  ana- 
lytique, et  c'est  ainsi  qu'ils  ont  procédé  de  fait. 

M.  Zeuthen  expose  très  complètement  et  très  clairement  les 
principes  et  les  règles  de  cette  algèbre  géométrique,  en  insistant 
sur  ce  point  qu'au  point  de  vue  pratique,  et  tant  qu'on  reste  dans 
les  limites  de  la  théorie  des  coniques,  ces  procédés  ne  sont  nulle- 
ment inférieurs  aux  nôtres,  comme  commodité  et  rapidité,  soit 
dans  l'enseignement  oral,  soit  pour  le  travail  personnel;  mais,  s'il 
s  agit  d'une  exposition  écrite,  elle  sera   beaucoup  plus  longue  et 
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beaucoup  moins  claire,  par  suite  de  la  nécessité  de  se  reporter 
constamment  de  l'écrit  aux  lettres  de  la  figure.  C'est  là  la  raison 
qui  nous  rend  insoutenable,  par  exemple,  la  lecture  des  démon- 
strations d'Apollonius;  pour  les  comprendre  vraiment  dans  leur 
cssenr;e,  il  faut  les  refaire  sur  la  figure  seule,  après  s'être  exercé  à 
la  pratique  des  règles  restituées  par  M.  Zeuthen. 

II.  Définition planimétrique  des  sections  coniques.  Forme  de 
cette  définition  chez  Archimède.  —  Delà  définition  des  coniques 
comme  sections  planes  d'un  cône  (supposées,  à  l'origine,  faites  sous 
«ertaines  conditions),  les  anciens,  dès  le  début  de  leurs  études, 
sont  immédiatement  passés  à  une  définition  planimétrique,  c'est- 
à-dire  à  une  véritable  équation  de  Géométrie  analytique  à  deux 
dimensions.  Dès  avant  Apollonius,  chez  Arcliimède,  nous  trouvons 
cette  équation  correspondant  à  un  système  de  directions  conjuguées 
quelconques,  et,  quoique  Archimède  désigne  les  trois  coniques 
comme  sections  de  cône  oxjgone,  orthogone  ou  amblygone  (c'est- 
à-dire  comme  si  elles  étaient  supposées  faites  perpendiculaire- 
ment à  une  génératrice  d'un  cône  droit  donné),  il  n'ignore 
nullement  que  les  sections  obliques  à  la  génératrice  jouissent 
absolument  des  mêmes  propriétés,  au  moins  lorsque  leur  plan 
est  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  du  cône.  Ses  connaissances 
dans  la  théorie  des  coniques  sont  d'ailleurs  très  étendues,  et,  si  on 
les  compare  avec  les  théorèmes  d'Apollonius,  on  reste  absolument 
convaincu   que  ce  dernier  n'est  nullement   le   créateur  de  cette 

■  théorie,  ni  comme  fond,  ni  comme  (orme;  que  dans  les  quatre 
premiers  Livres  de  ses  coniques,  il  est  à  peine  plus  original  qu'Eu- 
clide  n'a  dû  l'être  dans  ses  Eléments.  La  même  conclusion  s'im- 
pose d'ailleurs  à  la  lecture  des  préfaces  d'Apollonius^  il  a  simple- 
ment refait  les  quatre  Livres  des  coniques  d'Euclide,  sans  changer 
la  méthode,  mais  en  généralisant  les  théorèmes;  pour  les  derniers 
Livres  d'Apollonius,  la  question  est  au  contraire  tout  à  fait  diffé- 
rente; là  il  a  ouvert  de  nouveaux  horizons  et  s'est  montré  vérita- 
blement créateur. 

III.  Le  premier  Livre  des  coniques  d^ Apollonius  est  Tobjel, 
de  la  part  de  M.  Zeuthen,  d'une  analyse  détaillée,  qui  a  pour  prin- 
cipal but  de  montrer  la  raison  de  l'ordre  suivi,  renchaînement  et 
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la  portée  des  théorèmes  successifs.  C'est  un  commentaire  indispen- 
sable pour  qui  voudrait  étudier  directement  Apollonius,  mais  dans 
le  détail  duquel  je  ne  puis  malheureusement  entrer,  quelque  inté- 
ressant qu'il  soit.  Je  rappelle  seulement  qu'il  s'agit  dans  ce  Livre 
d'établir  que  les  coniques  obtenues  en  coupant  d'une  manière 
quelconque  un  cône  oblique  sont  identiques  avec  celles  qu'on  ob- 
tient par  la  section  d'un  cône  droit.  C'est  dans  cette  thèse  que 
consiste  la  principale  généralisation  apportée  par  Apollonius  ;  mais, 
je  le  répète,  il  n'y  arrive  que  par  des  moyens  bien  connus  de  ses 
précurseurs. 

Une  autre  importante  généralisation  qui  paraît  due  également  à 
Apollonius  est  la  considération  des  deux  branches  de  l'hyperbole 
comme  formant  un  tout  auquel  on  peut  appliquer,  sous  certaines 
modifications,  les  théorèmes  établis  pour  l'ellipse  ou  pour  une 
seule  branche.  Une  preuve  de  la  nouveauté  de  cette  considération 
est  qu'Apollonius,  qui  a  d'ailleurs,  comme  on  sait,  employé  le 
premier  les  noms  à'ellipse,  parabole  et  hyperbole,  réserve  ce 
dernier  mot  pour  désigner  une  seule  branche,  et  qu'il  àil  sections 
opposées,  alors  que  nous  disons  simplement  hyperbole. 

IV.  Transformation  des  équations  des  coniques;  change- 
ments de  coordonnées. —  Ce  Chapitre  est  des  plus  importants  pour 
l'intelligence  des  procédés  de  l'analyse  des  anciens.  M.  Zeuthen 
montre,  sur  des  exemples  empruntés  à  Apollonius,  avec  quelle  faci- 
lité l'Algèbre  géométrique  se  prête  aux  changements  de  coordon- 
nées. 11  l'étudié  particulièrement  pour  le  passage  de  l'équation  au 
sommet  à  l'équation  au  centre  et  pour  le  passage  d'un  système  de 
diamètres  conjugués  à  un  autre. 

V.  Deuxième  Li^^re  d^ Apollonius.  —  Ce  Livre,  consacré  à  la 
liaison  de  la  théorie  des  diamètres  conjugués  avec  celle  des  asym- 
ptotes, est  aussi  soigneusement  analysé  que  le  premier;  il  en  est 
de  même  du  : 

VL  Troisième  Livre  d'Apollonius,  en  excluant  toutefois  le 
groupe  de  théorèmes  relatifs  aux  foyers,  groupe  dont  l'examen  est 
différé.  M.  Zeuthen  met  en  lumière  le  caractère  général  des  re- 
cherches  du  géomètre  de  Pergcj    il  montre  dans  Apollonius  le 
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lli(''orème  dit  de  Newlon{^)   et  y  étudie  la  théorie  des  polaires, 
ainsi  que  la  production  des  coniques  pai'  des  faisceaux  projectifs. 

VII.  Le  lieu  à  trois  ou  quatre  droites.  —  Avec  notre  symbo- 
lisme algébrique,  la  forme  générale  de  l'équation  des  coniques  cor- 
respond surtout  à  l'équation  complète  du  second  degré  entre  deux 
coordonnées  cartésiennes.  Quoique  les  anciens  eussent  également 
à  traiter  en  fait  cette  équation,  le  problème  se  posait  autrement 
pour  eux,  eu  égard  à  la  mobilité  de  leurs  coordonnées. 

Soient  x^  jk?  z,  u  les  distances  d'un  point  mobile  à  quatre 
droites  fixes;  le  lieu  à  quatre  droites  défini  par  la  relation 

xz 

—  =  const. 

yu 

représentait  pour  eux  la  définition  la  plus  générale  (-). 

M.  Zeutlien  a  résolu  l'énigme  que  présente  à  ce  sujet  la  Préface 
du  Livre  III  d'Apollonius,  où  celui-ci  déclare  que  ce  lieu  ne  pou- 
vait, jusqu'à  lui,  être  traité  que  partiellement.  Le  géomètre 
grec  n'a  pas  traité  de  fait  ce  problème,  qui  devait  rentrer  dans 
le  cadre  des  Lieux  solides  d'Aristée  et  non  pas  appartenir  aux 
Coniques  proprement  dites;  mais  il  a  exposé  tous  les  théorèmes 
nécessaires  pour  la  discussion  complète  de  tous  les  cas,  et  il  res- 
sort de  l'ensemble  de  ces  théorèmes  que  la  grande  difficulté  venait 
de  ce  que  ses  précurseurs  n'avaient  pas  considéré  la  seconde 
branche  de  l'hyperbole. 

Le  savant  professeur  de  Copenhague  restitue  très  heureusement 
la  marche  générale  de  la  solution  du  problème  chez  les  anciens; 
il  examine  d'abord  le  cas  des  trois  droites,  puis  celui  où  les  quatre 
droites  forment  un  trapèze  ;  enfin  : 

VIIL  Le  lieu  à  quatre  droites  (suite)  ;  liaison  avec  les  porismes 


(*)  Si  d'un   point  arbitraire  Z    on   mène  suivant   des   directions   données  des 

droites  sur  lesquelles   une  conique    intercepte   les   cordes   AB,    CD,   le  rapport 

AZ  X  BZ 

■p^r, 7777  est   constant.   Newton  n'a  nullement  donné  ce  théorème  comme  étant 

CZ  X  DL 

de  lui;  M.  Zeutlien  l'appelle  Poteiizsatz. 

(^)  Pour  le  lieu  à  trois  droites,  il  faut  supposer  x  =  z,  c'est-à-dire   la  coïnci- 
dence de  deux  des  droites  fixes. 
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d'Euclide.  Il  arrive  ainsi  au  cas  général.  Il  montre  comment  la  so- 
lution avait  pu  être  obtenue  de  la  sorle  dès  Aristée,  et  comment 
elle  restait  toutefois  incomplète  avant  le  trait  de  génie  d'Apollo- 
nius. 

En  rapprochant  de  cette  solution  ce  que  l'on  connaît  des  Po- 
rismes  d'Euclide,  il  arrive  à  conclure  que  le  but  réel  de  cet  Ou- 
vrage était  d'ouvrir  la  voie  à  une  théorie  des  coniques  plus  élevée 
que  l'ordinaire,  et  que,  sans  avoir  formé  le  concept  général  de 
projectivité,  Euclide  connaissait  parfaitement  la  génération  des 
coniques  par  des  faisceaux  projectifs. 

Suit  une  discussion  très  substantielle  sur  l'origine  et  l'histoire 
du  mot  porisme,  que  la  conclusion  précédente  éclaire  d'un  jour 
tout  nouveau. 

IX.  Détermination  d^une  section  conique  par  cinq  points; 
quatrième  Livre  des  Coniques  d^  Apollonius  ;  son  Livre  de  la 
section  déterminée.  —  Si  ici  M.  Zeuthen  n'analyse  pas  le  qua- 
trième Livre  des  coniques  avec  le  même  détail  que  pour  les  pré- 
cédents, ce  Chapitre  n'en  est  pas  moins  des  plus  importants;  on 
y  louche  du  doigt  les  difficultés  qui  se  présentaient  avec  les  mé- 
thodes anciennes  pour  la  solution  complète  du  problème  dont  il 
s'agit,  et  l'on  y  voit  en  même  temps  comment  le  Livre  perdu 
d'Apollonius  sur  la  section  déterminée  devait  correspondre  à  la 
théorie  moderne  de  l'involution  dans  les  mêmes  conditions  que  les 
porismes  d'Euclide  correspondaient  à  la  théorie  de  la  projectivité. 

X.  Sur  la  détermination  des  lieux  solides.  —  Examen  de  la 
marche  suivie  par  les  anciens  pour  la  discussion  des  difTérentes 
formes  de  l'équation  du  second  degré  en  coordonnées  rectangu- 
laires ou  obliques.  Le  théorème  fondamental  sur  les  foyers  et 
les  directrices  était  connu.  Retour  au  problème  du  lieu  à  quatre 
droites;  démonstration  de  la  thèse  énoncée,  que  ce  problème 
avait  pour  les  Grecs  la  même  signification  que  possède  pour  nous 
la  détermination  d'une  conique  par  une  équation  du  second  degré. 
Comparaison  avec  les  méthodes  modernes. 

XL  Problèmes  solides.  —  Ce  nom  a  dîi  être  originairement 
donné  aux  problèmes  déterminés  concernant  les  solides  et  con- 
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(luisant  naturellement  dès  lors  à  une  équation  du  troisième  degré. 
Quand  on  parvint  à  résoudre  ces  problèmes  avec  les  coniques,  le 
sens  originaire  du  mot  se  perdit  et  l'on  entendit  en  g('*néral  pyr 
solides  les  problèmes  pouvant  être  résolus  avec  les  courbes  pro- 
venant de  la  section  plane  du  cône. 

La  considération  des  coniques  pour  ces  ])roblèmes  avait  d'ail- 
leurs une  importance  plutôt  théorique  que  pratique;  car,  en  fait, 
dans  la  plupart  des  cas,  on  pouvait  obtenir  graphiquement  la  so- 
lution par  des  procédés  beaucoup  plus  commodes  que  le  tracé 
réel  de  coniques.  Mais  ces  dernières  courbes  étaient  celles  qui  se 
prêtaient  le  mieux  à  la  discussion  des  problèmes,  et  qui  pouvaient 
le  mieux  permettre  de  déterminer  les  conditions  nécessaires  à 
l'existence  d'une,  deux  ou  trois  solutions,  de  résoudre  enfin  les 
problèmes  de  maximum  et  de  minimum  qui  se  présentaient  acces- 
soirement relativement  à  ces  conditions. 

M.  Zeuthen  montre  comment  procédaient  les  anciens,  et  il 
étudie  particulièrement  les  méthodes  d'Archimède.  Le  géomètre 
de  Syracuse  était  en  mesure  de  discuter  facilement  une  équation 
du  troisième  degré  à  une  inconnue,  en  la  ramenant  à  être  privée 
du  terme  du  premier  degré.  Ce  procédé  pouvait  d'ailleurs  être 
déjà  connu  avant  lui;  en  tout  cas,  la  théorie  dont  on  a  fait  hon- 
neur aux  Arabes  appartient  sans  conteste  aux  Grecs. 

L'examen  des  autres  solutions  de  problèmes  analogues  qui  nous 
ont  été  conservées  et  un  aperçu  très  suggestif  sur  l'histoire  du  dé- 
veloppement de  la  théorie  terminent  le  Chapitre. 

XII.  Problèmes  solides  (suite);  intercalations  (vsjje'.ç).  — 
Après  les  solutions  théoriques,  M.  Zeuthen  parle  des  solutions 
pratiques  et  notamment  delà  vsuc.ç,  intercalation  entre  deux  lignes 
fixes  d'une  droite  de  longueur  donnée,  passant  par  un  point 
donné.  Il  montre  que  ce  procédé,  qui  permet  des  constructions 
graphiques  au  moyen  d'un  tâtonnement  facile,  remonte  presque  à 
l'origine  de  la  Géométrie;  il  en  indique  les  diverses  applications 
et  s'étend  sur  la  théorie  qui  en  fut  faite,  ainsi  que  sur  la  façon  de 
discuter  les  problèmes  solides  en  employant  celte  méthode. 

XIII.  Problèmes  solides  (suite);  cinquième  Livre  d'Apol- 
lonius. —  Le  cinquième  Livre  des  Coniques,  où  Apollonius  traite 
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le  problème  de  mener  une  normale  à  une  eoniqiie  par  un  point 
extérieur,  est  sans  contredit  la  plus  brillante  application  qui  ait  été 
laite  dans  l'antiquité  de  la  méthode  de  solution  des  équations  du 
troisième  degré  par  l'intersection  des  coniques.  Lorsqu'on  voit 
Apollonius  arriver,  en  définissant  simplement  les  normales  comme 
lignes  de  longueur  minima,  à  déterminer  effectivement  leur  en- 
veloppe pour  les  coniques,  on  ne' peut  se  refuser  à  reconnaître 
la  pleine  j  ustesse  de  l'expression  d^A  Igèbre  géométrique  appliquée 
à  l'ensemble  des  procédés  transmis  au  géomètre  de  Perge  par  ses 
précurseurs  et  développés  par  lui. 

Si  tout  autre  que  M.  Zeuthen  pouvait  non  seulement  inventer, 
mais  encore  justifier  de  la  sorte  cette  expression,  à  lui  seul  appar- 
tient, en  tout  cas,  l'honneur  d'avoir  restitué  et  exactement  précisé 
les  méthodes  qu'elle  doit  désigner,  d'avoir  en  môme  temps  marqué 
leurs  avantages,  leurs  inconvénients  et  leurs  limites. 

Il  faut  bien  reconnaître  avec  lui  que  du  moment  où  la  figura- 
tion n'est  plus  possible,  c'est-à-dire  où  l'on  dépasse  le  troisième 
degré,  l'algèbre  géométrique  des  anciens  ne  peut  plus  servir;  ou 
bien  il  faudrait  la  transformer  complètement  pour  la  rapprocher 
de  notre  Algèbre  ;  elle  perdrait  alors  le  caractère  qu'elle  a  tou- 
jours conservé. 

Son  principal  défaut  est  le  manque  du  concept  des  quantités 
négatives;  d'où  la  multiplicité  des  cas  dans  chaque  théorème  un 
peu  général.  Mais  il  est  évidemment  possible  de  corriger  ce  dé- 
faut. 

Le  Livre  de  M.  Zeuthen  est,  en  somme,  moins  un  livre  d'histoire, 
qu'un  véritable  Traité  exposant  une  ancienne  méthode  qu'il  a  re- 
trouvée. Or  il  est  certain  qu'avec  quelques  modifications  cette  mé- 
thode pourrait  être  encore  reprise  pour  l'étude  des  coniques  et  ap- 
pliquée non  dans  les  expositions  écrites,  mais  dans  l'enseignement 
oral  et  pour  les  recherches  personnelles.  Il  y  a  là  une  manière  d'exer- 
cer l'intelligence  qui  n'est  pas  à  dédaigner,  si  le  but  de  l'enseigne- 
ment des  Mathématiques  pour  la  majorité  des  élèves  doit  être  non 
pas  d'apprendre  telle  ou  telle  théorie  d'après  telle  méthode  déter- 
minée, mais  bien  d'habituer  à  raisonner  suivant  les  méthodes  les 
plus  diverses. 

]NL  Zeuthen  s'est  exercé  lui-même  assez  longtcuij^s  pour  arriver 
à  pénétrer  tous  les  secrets  des  procédés  anciens;   mais  il  n'avait 
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pas  de  guide  et,  comme  il  l'indique  liii-mcme,  il  a  perdu  du  temps 
dans  divers  essais  infructueux.  Avec  son  livre,  il  est  au  contraire 
facile  d'arriver  rapidement  à  une  habitude  de  ces  procédés,  suffi- 
sante pour  trouver  à  leur  emploi  un  intérêt  réel.  Je  ne  puis  que 
souhaiter  de  voir  les  jeunes  géomètres  s'y  essayer  sérieusement. 

Paul  TAiViVERY. 


J\I.  ALLÉGRET.  —  Recherches  ciironologiques  sur  les  fastes  de  l\  Ré- 
publique Romaine  et  suh  l'ancien  calendrier  de   Numa  Pompilius.   Lu 

à  l'Académio  des  Sciences,  Belles-Lettres  et  Arts  de  Lyon,  dans  la  séance 
du  iG  mai  1882.  Lyon,  Association  typographique,   i885.  Gr.  in-8",  188  p. 

Sur  le  calendrier  romain,  avant  la  réforme  de  Jules  César,  on 
ne  possède  que  des  documents  vagues,  confus  et  contradictoires, 
au  milieu  desquels  on  démêle  à  peu  près  ce  qui  suit.  Ce  calendrier 
était  réglé  par  les  pontifes  d'après  un  système  passablement  bi- 
zarre et  compliqué,  qu'on  attribuait  au  roi  Numa  et  qui  laissait 
d'ailleurs  une  certaine  part  à  l'arbitraire.  La  durée  normale  de 
l'année  était  environ  celle  d'une  année  lunaire,  divisée  en  douze 
mois  de  vingt  neuf  et  trente  et  un  jours;  les  pontifes  semblent 
avoir  eu  la  faculté  de  choisir  au  commencement  de  chaque  mois  et 
de  proclamer  aux  calendes  lequel  de  ces  deux  nombres  de  jours 
devait  être  adopté.  Ils  fixaient  à  cet  effet  à  quatre  ou  à  six  jours 
des  calendes  les  nones,  c'est-à-dire  le  huitième  jour  avant  les 
ides,  lesquelles  devaient  être,  à  leur  tour,  le  dix-septième  jour 
avant  les  calendes  suivantes  (').  En  outre,  ils  avaient  à  décider 
sur  une  intercalation  d'un  mois  supplémentaire  (le  mercedinus), 
qui  se  faisait  ordinairement  tous  les  deux  ans,  mais  en  tout  cas 
avant  mars  et  en  supprimant  les  derniers  jours  de  février,  de 
façon  que  l'année  fût  augmentée  de  vingt-deux  ou  vingt-trois  jours. 

Il  est  clair  qu'une  année  réglée  de  la  sorte  ne  pouvait  être,  à 
proprement  parler,  ni  lunaire  ni  solaire,  et  l'opinion  générale  est 


(')  Je  compte  en  excluant  un  des  deux  termes;  les  Romains,  comme  on  sait, 
comprenaient  l'un  et  l'autre.  La  distance  des  ides  aux  calendes  suivantes  a  d'ail- 
leurs été  modifiée  pour  divers  mois  du  calendrier  de  Jules  César, 
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que  le  calendrier  romain,  en  suite  des  désordres  amenés  par  l'a- 
veuglement de  la  routine  et  les  conflits  politiques,  se  trouvait 
depuis  très  longtemps  dans  une  confusion  indigne  d'uu  grand 
peuple,  lorsque  Jules  César  se  décida  à  le  réformer. 

M.  Allégret,  dans  un  Mémoire  où  il  a  condensé  les  résultats  de 
longues  et  fastidieuses  recherches,  propose,  comme  clef  du  sys- 
tème, une  explication  simple  et  plausible  à  tous  égards.  L'année 
de  Numa  aurait  en  réalité  été  lunaire,  sauf  cette  particularité  que 
la  pleine  Lune  pouvait  se  déplacer  dans  un  intervalle  de  huit 
jours,  des  ides  aux  nones.  L'intercalation  du  mercedlnus  rendait 
d'ailleurs  cette  année  lunisolaire,  en  se  faisant  de  manière  à  main- 
tenir l'équinoxe  du  printemps  aussi  près  que  possible  des  ides 
d'avril.  Le  reste  des  prescriptions  que  nous  connaissons  a  un  ca- 
ractère religieux  traditionnel;  mais  elles  ne  s'opposent  pas  à  ce 
que  le  problème  relativement  facile,  que  les  pontifes  avaient  à  ré- 
soudre, n'ait  été  soumis  à  des  méthodes  rationnelles  et  plus  ou 
moins  précises. 

A  la  vérité,  nous  ignorons  ces  méthodes,  et  nous  ne  pouvons 
rien  présumer  sur  elles  que  d'après  les  résultats  de  leur  application  ; 
mais  M.  Allégret  s'est  attaché  à  prouver,  en  recueillant  tous  les 
synchronismes  qu'il  a  pu  trouver  chez  les  historiens,  que,  depuis 
l'origine  de  la  République  jusqu'au  commencement  de  la  guerre 
civile  entre  César  et  Pompée,  le  calendrier  romain  a  toujours  été 
aussi  convenablement  réglé  que  possible.  Les  vingt-six  faits  ainsi 
rapprochés  sont  loin  d'être  également  probants,  mais  la  thèse  gé- 
nérale n'en  ressort  pas  moins  démontrée  de  cet  ensemble.  Les 
adulateurs  de  César  ont  certainement  exagéré,  outre  toute  mesure, 
la  confusion  antérieure  à  la  réforme  julienne;  ils  l'ont  imputée 
aux  pontifes,  alors  qu'elle  a  été  causée  accidentellement  et,  tout  à 
fait  en  dernier  lieu,  précisément  par  la  guerre  civile;  les  historiens 
ont  depuis  unanimement  répété  ces  mensonges  :  il  était  réservé  à 
M.  Allégret  de  détruire  cette  erreur  séculaire. 

Mais  là  ne  se  borne  pas  le  travail  du  savant  professeur  de  la 
Faculté  de  Lyon,  et  malheureusement  le  reste  n'est  pas  à  la 
hauteur  de  la  partie  que  je  viens  d'analyser. 

Tout  d'abord,  à  côté  des  synchronismes  indiquant  la  saison  ou 
l'âge  de  la  Lune  pour  telle  date  du  calendrier  romain,  il  a  naturel- 
lement rencontré  un  certain   nombre  d'éclipsés,  et  il  a  été  amené 
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à  discuter  les  identifications  déjà  faites  avec  telle  ou  telle  éclipse 
du  Catalogne  de  Pin^ré.  Il  en  a  rejeté  plusieurs  et  [)roposé 
quelques  nouvelles. 

Quel  que  soit  l'intérêt  de  cette  partie  du  Mémoire,  M.  Allégret 
la  considère  sans  doute  lui-même  plutôt  comme  un  recueil  de  ma- 
tériaux que  comme  une  œuvre  définitive.  Ce  n'est  pas  d'aujour- 
d'hui que  l'importance  chronolog^ique  des  éclipses  est  reconnue^ 
et  les  historiens  ont  à  peu  près  tiré  du  Catalogue  de  Pingre  tout  le 
parti  possible.  Sans  doute,  il  y  a  encore  bien  des  points  incertains 
et  l'on  s'est  peut-être  trop  attaché  aux  fastes  consulaires,  dont 
l'insuffisance  n'est  pas  à  démontrer,  mais,  et  les  historiens  ne 
l'ignorent  pas,  le  Catalogue  de  Pingre  est  lui-même  insuffisant  et 
les  calculs  faits  au  siècle  dernier  n'ont  pas  en  général  assez  de  ri- 
gueur pour  que  la  discussion  puisse  aboutir. 

Au  point  où  se  trouve  la  chronologie  actuellement,  la  première 
chose  à  faire  serait  de  recommencer  le  Catalogue  des  éclipses  vi- 
sibles dans  le  monde  ancien  pendant  les  périodes  historiques. 
L'immensité  du  travail  à  accomplir  peut  sembler  décourageante  ; 
mais,  quand  on  réfléchit  aux  avantages  qu'en  retireraient  non  seule- 
ment l'Histoire,  mais  encore  l'Astronomie,  on  ne  peut  s'empêcher 
de  dire  que  c'est  là  une  œuvre  que  devraient  provoquer  de  préfé- 
rence les  Académies  et  les  Gouvernements.  D'ailleurs  le  travail 
peut  se  partager,  il  est  seulement  essentiel  qu'il  soit  fait  sur  un 
même  plan  et  avec  les  mêmes  éléments  (  *). 

J'insiste  d'ailleurs  sur  ce  point  que  ce  travail  doit  comprendre 
toutes  les  éclipses  el  qu'on  ne  peut  désormais  aboutir  à  aucun 
progrès,  en  s'attachant,  comme  on  l'a  fait  depuis  Pingre,  à  quel- 
que éclipse  particulière  et  en  employant  tantôt  une  valeur,  tantôt 
une  autre,  pour  les  éléments  sur  lesquels  subsiste  encore  quel- 
que incertitude.  C'est  seulement  par  des  études  d'ensemble  compa- 
ratives que  l'on  pourra  juger  du  degré  d'exactitude  de  la  théorie 
actuelle,  et  non  pas  en  s'appuyant  sur  des  documents  isolés. 

Un  témoignage  historique  n'a  pas  le  caractère  d'une  observation 


(')  I\I.  Allégrct,  dans  un  Mémoire  précédent,  Utilité  des  périodes  dans  le  cal- 
cul des  éclipses  {^Mémoires  de  l'Académie  de  Lyon,  Section  des  Sciences,  t.  XXV) 
a  au  reste  émis,  sur  les  procédés  à  suivre  pour  corriger  le  travail  de  Pingre,  des 
idées  dont  il  y  aurait  lieu  de  tenir  compte. 
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astronomique,  qui,  quoique  unique,  peut  suffire,  pourvu  qu'elle 
soit  bonne.  Fût-il  aussi  circonstancié,  aussi  précis  que  possible, 
il  reste  toujours  soumis  à  quelques  doutes,  et  en  voici  une  raison 
spéciale,  à  laquelle  on  n'a  guère  fait  attention  jusqu'ici. 

Les  anciens,  eux  aussi,  connaissaient  parfaitement  l'importance 
des  éclipses  pour  la  chronologie;  eux  aussi,  ils  se  sont  servis  de 
Tables  calculées  pour  le  passé,  on  au  moins  réduites  d'après  les 
observations  réelles  des  Chaldéens. 

Mais  n'ont-ils  pas  pu  se  tromper,  tout  aussi  bien  que  les  mo- 
dernes? S'ils  donnent  l'heure  du  commencement  et  de  la  fin,  le 
font-ils  d'après  la  tradition  ou  d'après  des  Tables  inexactes  dans 
une  mesure  que  nous  ne  pouvons  connaître,  pour  la  période 
entre  Hipparque  et  Ptolémée?  Enfin  à  quel  calendrier  appartient 
en  réalité  le  jour  qu'ils  fixent?  Autant  de  questions  aussi  embar- 
rassantes pour  l'astronome  que  pour  le  chronologiste. 

Je  reviens  à  M.  Allégret,  pour  m'arrêter  à  une  des  questions 
qu'il  examine  le  plus  complètement  et  sur  laquelle  il  se  prononce 
avec  le  plus  d'assurance.  Elle  a  d'ailleurs  une  importance  capitale 
pour  l'objet  principal  de  son  étude. 

On  fixe  d'ordinaire  le  passage  du  Rubicon  au  commencement 
de  l'année  49  avant  J.-G.  Il  y  eut,  après  la  fuite  de  Pompée,  une 
éclipse  de  Soleil  qui,  pour  M.  Allégret,  est  celle  du  ^  mars  5i. 
Pour  retrouver  les  deux  ans  de  différence  avec  le  compte  ordinaire, 
il  essaye  de  démontrer  :  i'^  qu'on  a  raccourci  d'un  an  la  durée  des 
événements  depuis  le  commencement  de  la  guerre  civile  jusqu'à 
la  mort  de  César  ;  2°  que  celle-ci  est  placée  un  an  trop  tôt  et  que, 
par  conséquent,  la  première  année  du  calendrier  julien  est  46  et 
non  45  avant  J.-G. 

Sur  le  premier  point,  les  nombreux  témoignages  qu'il  a  réunis 
forment  un  ensemble  digne  au  moins  d'être  pris  en  sérieuse  con- 
sidération, quoique  aucun  d'eux  ne  puisse  être  regardé  comme  dé- 
cisif. Mais  sur  le  second,  il  m'est  impossible  d'adopter  son  opinion, 
et  cela  pour  un  motif  fort  simple. 

Il  est  certain,  en  effet,  que  l'an  4^  avant  J.-G.  a  été  bissextile. 
Or  il  est  absolument  contraire  au  principe  même  de  l'inlercalation 
qu'elle  ait  été  faite  la  seconde  année  du  cycle  de  quatre  ans.  Les 
chronologisles  ont  déjà  eu  assez  de  mal  à  expliquer  comment  elle 
a  pu  être  faite  la  première;  cependant  la  solution  de  celte  diffî- 
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ciillc,  telle  que  Boockli  l'a  donnée,  est  fort  simple.  L'année  reli- 
gieuse des  Romains  commençait  en  mars  :  la  première  année 
julienne  doit  donc  être  comptée  de  mars  45  à  lévrier  44-  jMais 
toute  année  similaire,  dans  le  cycle,  suit  un  février  bissextile; 
l'année  civile,  qui  a  ouvert  le  nouveau  calendrier,  devait  dès  lors 
être  naturellement  construite  sur  le  même  type  et,  par  suite,  se 
trouver  intercalaire. 

La  démonstration  que  M.  Allégret  essaye  de  donner  pour  sa 
thèse  est  loin  d'ailleurs  d'être  satisfaisante. 

Il  s'appuie  sur  un  passage  bien  connu  de  Censorinus,  passage 
qui  est  un  des  principaux  éléments  pour  la  fixation  du  commence- 
ment du  calendrier  julien.  Au  moment  oii  Censorinus  écrivait,  on 
comptait  la  986®  année  de  Nabonassar,  la  267®  année  d'Auguste 
d'après  le  compte  des  Egyptiens,  la  260®  année  d'après  le  compte 
des  Romains,  enfin  la  288®  année  julienne. 

La  986*^  année  de  Nabonassar,  parfaitement  assurée  d'après,  le 
canon  de  Ptolémée,  a  couru  du  25  juin  julien  238  au  24  juin  289. 
Il  s'ensuit  dès  lors  que  la  première  année  julienne  est,  soit  44» 
soit  45  avant  J.-G. 

Mais,  d'après  Ptolémée,  la  première  année  d'Auguste  suivant 
les  Égyptiens  a  commencé  au  3i  août  de  l'an  3o  et  coïncide  avec 
la  719*^  de  Nabonassar  et  non  avec  la  720®,  comme  il  le  faudrait 
d'après  la  correspondance  que  semble  établir  Censorinus.  Il  se 
serait  donc  trompé  sur  l'année  de  Nabonassar,  et  l'on  peut  dès 
lors  admettre  qu'il  écrivait  en  287  et  non  en  238,  comme  le  disent 
d'ordinaire  les  chronologistes. 

L'explication  de  la  difficulté  a  été  donnée  par  Ideler(')  :  l'année 
égyptienne  indiquée  par  Censorinus  est  celle  de  l'ère  alexandrine, 
qui  est  fixe  ;  la  267^  a  couru  du  29  août  287  au  28  août  238,  et  il 
est  prouvé  par  là  même  que  Censorinus  a  écrit  entre  le  20  juin  et 
le  28  août  238. 

Il  est  singulier  que  M.  Allégret  paraisse  ignorer  cette  explication, 
qui  méritait  au  moins  une  discussion  de  sa  part.  Mais  il  faut  re- 
connaître qu'en  thèse  générale,  autant  son  Mémoire  est  riche  en 
citations  empruntées  directement  aux  sources,  autant  il  csl  mucL 


(')  Chronologie  de  Ptolémée,  par  Halma,  3»  Partie,  p.  j'|. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  -i"  série,  t.  \.  (Novembre  i88n.)  iç) 
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sur  les  chronologistes  postérieurs  à  Scaliger.  Leurs  opinions  sont 
citées  comme  courantes  et  sans  noms  d'auteurs,  ce  qui  ne  laisse 
pas  que  d'être  parfois  embarrassant,  car  enfin  ils  ne  sont  pas 
toujours  d'accord  entre  eux,  et  de  fait  il  arrive  à  M.  Allégret  de 
proposer  comme  nouvelle  telle  date  admise  dans  les  Ouvrages  les 
plus  répandus  (^  ). 

On  comprend  combien,  dans  ces  conditions,  l'argumentation  du 
savant  professeur  de  Lyon  perd  souvent  en  force  et  en  précision  ; 
aucune  polémique  ne  peut  être  menée  à  bien  si  elle  ne  s'attache 
pas  à  un  Ouvrage  particulier.  Il  faut  que  le  lecteur  connaisse  au 
juste  l'adversaire  visé;,  et  qu'il  puisse,  au  besoin,  étudier  ses 
moyens  de  défense. 

J'ai  à  ajouter  quelques  autres  critiques  pour  justifier  le  juge- 
ment relativement  moins  favorable  que  je  porte  sur  toute  cette 
partie  du  Mémoire  de  M.  Allégret.  Elle  vaudra,  surtout,  ai-je  dit, 
comme  recueil  de  matériaux;  une  correction  parfaite,  une  scrupu- 
leuse exactitude  auraient  donc  été  indispensables.  Il  eût  fallu  que 
le  travailleur,  consultant  ce  recueil,  pût  y  avoir  une  pleine  con- 
fiance, et  ne  crût  pas  nécessaire  de  vérifier  chaque  renseignement. 

Malheureusement  il  n'en  est  pas  ainsi  :  je  ne  dirai  pas  seulement 
que  Vej^rata  typographique  aurait  pu  être  singulièrement  aug- 
menté, j'indiquerai  quelques  incorrections  qu'il  eût  été  facile 
d'éviter.  Sans  doute  elles  ne  sont  pas  graves,  mais  il  n'en  est  pas 
moins  regrettable  qu'elles  déparent  un  travail  dont  je  me  suis  plu 
à  signaler  la  haute  valeur. 

P.  5,  6,  i8.  —  Le  commencement  d'une  période  sotliiaque  est 
indiqué  au  21  juillet  189  après  J.-C.  (i38,  d'après  le  système  de 
M.  Allégret).  C'est  bien  le  quantième  correspondant  à  l'indication 
de  Gensorinus,  mais  elle  est  certainement  erronée,  et  Scaliger 
avait  déjà  corrigé  :  10  juillet. 

P.  26.  —  L'octaétéride  grecque  était  de  2922  jours  (cf.  p.  iS^) 
et  non  de  2924. 

P.  ()i .  —  Si  Diodore  dit  que  la  guerre  de  Jules  César  en  Gaule 


(')  Ainsi,  aj  avant  J.-C.  est  la  date  ijue  donne  le  Dictionnaire  de  Douillet  pour 
la  mort  de  Ptoléniée  Aulètc. 
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a  commencé  la  première  année  de  la  180''  olympiade,  cela  n'in- 
dique nullement  l'an  60  avant  J.-G.  L'année  grecque  courait  nor- 
malement de  la  nouvelle  Lune  suivant  le  solstice  d'été,  et  non  pas, 
comme  le  dit  M.  Allé^ret  (p.  i3()),  du  commencement  du  mois 
dont  la  pleine  Lune  précédait  ou  suivait  ce  solstice.  L'année  in- 
diquée par  Diodore  court  donc  environ  de  juillet  Go  à  juin  69; 
et,  comme  la  guerre  des  Gaules  a  certainement  commencé  au  prin- 
temps, il  faut  prendre  le  printemps  de  Sg. 

Ce  n'est  pas  la  seule  fois  que  M.  Allégret  se  croit  en  droit  d'a- 
vancer de  six  mois  le  commencement  de  l'année  grecque;  il  va 
même  beaucoup  plus  loin  et  jusqu'à  un  point  qui  ébranle  toute  la 
chronologie  des  olympiades  (p.   io5). 

Ainsi  la  fameuse  éclipse,  indiquée  par  Phlégon,  auteur  du 
11*^  siècle,  dans  la  quatrième  année  de  la  202^^  olympiade  (32  à 
33  après  J.-C.)  et  rapportée  par  Eusèbe  à  la  mort  du  Christ,  serait, 
pour  M.  Allégret,  celle  du  vendredi  10  mai  3i,  qui  tomba  la 
deuxième  année  de  la  même  olympiade  (').  Il  vaudrait  mieux, 
pour  soutenir  cette  thèse  invraisemblable,  admettre  au  moins  que 
le  texte  d'Eusèbe  est  fautif  ;  quelques  manuscrits  donnent  d'ailleurs 
ol.  202,  2. 

P.  121.  —  La  date  du  12  juillet,  au  lieu  d'août,  est  donnée  par 
inadvertance  comme  correspondant  aux  ides  de  sextile,  ce  qui 
trouble  tout  le  raisonnement. 

Enfin  il  m'est  difficile  de  concevoir  comment  M.  Allégret  s'est 
•attaché,  pour  la  période  dont  il  s'occupait,  au  calcul  des  indic- 
tions, cycle  chrétien  du  iv^  siècle,  et  cela  en  suivant  le  Chronicon 
paschale,  où  la  concordance  des  indictions  avec  les  olympiades 
est  constamment  fausse.  Le  savant  professeur,  tout  en  fixant  exac- 
tement au  1*^'"  septembre  49  avant  J.-C.  le  commencement  qu'assigne 
à  cette  ère  une  légende  qu'il  valait  mieux  passer  sous  silence  (-), 


(')  Comme  cette  éclipse  a  certainement  clé  invisible  en  Europe  et  dans  l'Asie 
occidentale,  M,  Allégret  admet  que  Phlégon  en  aura  eu  connaissance  par  des 
peuplades  orientales  en  relation  avec  la  Chine,  dans  les  annales  de  laquelle  elle 
a  été  signalée  par  le  P.  Gauhil  (!). 

(*)  L'opinion  qui  parait  aujounlhui  la  plus  probable  est  (jue  le  cycle  des  in- 
dictions a  eu  son  origine  dans  la  fixation,  pour  des  pcriotlcs  successives  de  1  j  ans. 
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s'est  d'ailleurs  lui-même   constamment   trompé  d'un  an  pour  la 
correspondance  des  indictions  avec  les  années  de  l'ère  chrétienne. 

Paul  Tanwery. 


FAVARO.  —  Leçons  de  Statique  graphique,  traduites  de  l'italien  par  P. 
Terrier.  9.  vol.  in-8°;  Paris,  Gauthier-Villars ;  1879-1885. 

Le  premier  Volume  porte  comme  sous-titre  :  Géométrie  de 
position;  c'est  un  Traité  de  Géométrie  projective,  où  sont  déve- 
loppées les  principales  propriétés  du  point,  de  la  droite,  du  plan, 
des  coniques,  des  surfaces  du  second  degré  et  des  cubiques 
gauches.  ' 

Le  second  Volume  est  intitulé  :  Calcul  graphique  ;  il  est  beau- 
coup plus  considérable  que  le  Volume  correspondant  de  l'édition 
italienne;  l'auteur  a  développé  quelques  Chapitres;  le  traducteur  a 
introduit  un  grand  nombre  d'appendices  et  de  notes  consacrés  soit 
à  des  développements  théoriques,  soit  à  des  applications  pra- 
tiques. Le  Volume  contient  onze  Chapitres. 

L'auteur  traite  d'abord  de  la  construction  de  lignes  définies  par 
des  formules  rationnelles,  de  l'élévation  aux  puissances  et  de  l'ex- 
traction des  racines  ;  il  montre  le  parti  qu'on  peut  tirer,  pour  la 
solution  de  ce  dernier  problème,  de  courbes  transcendantes,  telles 
que  la  spirale  logarithmique  et  les  courbes  logarithmiques;  il  dé- 
crit quelques  instruments  (échelles  mobiles,  règle  à  calcul,  arith- 
mographe  circulaire,  abaque  de  M.  Lalanne,  système  Peaucellier, 
gabarit  de  Steiner,  etc.  ),  puis  il  traite  des  problèmes  relatifs  à  la 
représentation  des  aires  par  des  segments  de  droite,  de  la  représen- 
tation graphique  des  fonctions  à  deux  ou  trois  variables,  des  sur- 
faces topographiques;  il  expose  les  principes  de  la  géométrie 
anamorpliiquc,  c'est-à-dire  des  modes  de  représentation  où  l'on 
suppose  que  la  graduation  sur  les  axes  coordonnés  est  faite,  non 
proportionnellement  à  la  variable,  mais  d'après  une  loi  donnée;  si. 


des  dates  de  la  cclcbralion  tic  la   Pà(|nc  rhrélicnne.  Le  rornmencement  réel  est  le 
i"  sepleiubre  3ii. 
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par  exemple,  on  considère  la  fonction  de  x  et  de  j^, 

et  que  l'on  fasse  X':=^x'^  y'-z=y^  ou  que  l'on  gradue  les  axes 
des  X  et  des  y  proporlionnellement  aux  carrés  des  variables,  Té- 
quation  qui  définit  z  deviendra 

z  =  x'-hy, 

et  les  lignes  de  niveau  de  la  surface  qui  représente  la  fonction 
seront  des  droites  parallèles,  au  lieu  d'être  des  cercles  concen- 
triques. Les  méthodes  de  résolution  graj)liique  des  équations  dues 
à  Lill  et  à  M.  Bellavitis  se  rattachent  à  ce  sujet.  Un  Chapitre  est 
consacré  à  la  construction  de  Tables  graphiques  qui  permettent  de 
calculer  les  aires  des  profils  en  travers  des  routes,  au  moyen  de  la 
cote  sur  l'axe  et  de  l'inclinaison  du  terrain. 

M.  Favaro  s'occupe  ensuite  de  la  transformation  des  aires 
limitées  soit  par  des  droites,  soit  par  des  arcs  de  courbe,  des  mé- 
thodes approximatives  de  quadrature  (Simpson,  Poncelet,  Par- 
mentier),  de  la  représentation  des  volumes  par  des  segments  de 
droite,  de  la  détermination  des  volumes  au  moyen  des  surfaces  de 
niveau  ou  des  plans  cotés,  enfin  du  calcul  graphique  des  mouve- 
ments de  terre.  Le  dernier  Chapitre  traite  du  planimètre  polaire. 

Parmi  les  Appendices  dus  au  traducteur,  M.  Terrier,  je  signa- 
lerai particulièrement  ceux  qui  se  rapportent  aux  Chapitres  VI 
et  XL 

Le  premier  est  consacré  à  la  géométrie  anamorphique  et  à  la 
résolution  graphique  des  équations;  on  y  trouvera  des  dévelop- 
pements, d'après  les  travaux  récents,  sur  la  résolution  graphicjue 
de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues,  par  la  méthode 
de  fausse  position,  et  sur  la  résolution  des  équations  de  tous  les 
degrés.  L'Appendice  au  Chapitre  XI  se  rapporte  aux  méthodes 
d'intégration  graphique.  -  J.  T. 
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MELANGES. 

SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  NOMBRES  DE  BERNOULLI; 
Par  m.  a.  STERN. 


La  formule  de  Staiidt 

(— l)vBv  =  AvH \ H^-4-...-4--, 

2        a         p  A 

OÙ  Bv  est  le  v^^"^  nombre  de  Bernoulli,  Av  un  nombre  entier  po- 
sitif ou  négatif  et  a,  p,  .  .  . ,  \  l'ensemble  des  nombres  premiers 
qui  font  2 v  divisible  par  a  —  1,  ^  —  i,  ...,X  —  i,  conduit  au 
théorème  suivant  : 

Si  V  est  plus  grand  que  6,  on  a  généralement 
_        I       I       I  I 

Bv>  -H hô  +...+ V 

2       a       p  X 

Pour  V  =  7,  on  vérifie  le  théorème  par  le  calcul,  car  on  a 

7  I        I       5 


B,  =  ^  et 


I  I     _ 

2  "^  3  ~  6 


Pour  le  démontrer  généralement,  je  me  sers  de  l'équation  eulé- 
rienne 


_    1.2.  .im 


82^,^  désignant  la  valeur  de  la  série  infinie 


14- 


I 


I 


«^2//i  32//1 


qui  conduit  à  l'équation 


_    (2m-M)(2m  +  2)    S2,„+2r» 
i^W+l    —   -. — Z. — f; yini» 


47:2 


'2  m 


Dans  une  Note  |que  M.   Lipschitz  a  mentionnée  dans  ce  Recueil 
(p.  i36,  juin  1886),  j'ai  montré  qu'on  a 


S2W+2  ^^  ^ . 

S2//J  '^'^  ' 


MÉLANGES.  aSi 

il  s'ensuit 

S -2 /n -4-2   |_    ^..^     3 

c'est-à-dire 

3  3 

>— — - — et     B,„+,  >  —  (m-i-i)(2m-f-i)B,n. 

'^X  97,-4...  y 8 

Mais,  comme  on  a  B7  =  ^  et  que  les  nombres  de  Bernoulli  crois- 
sent toujours  dès  l'indice  4?  ^^  voit  que  tous  les  nombres  B,„_,.,, 
m  n'étant  pas  plus  petit  que  7,  satisferont  à  l'inégalité 

3    7 
ou  bien 

28 

et,  à  plus  forte  raison, 

2m-+-i 
t>//i-(-i  > -. — 

4 

ou,  en  écrivant  v  au  lieu  de  m  -\-  \ , 


Bv>'^^^ 


Dans  la  formule 


le  nombre  X  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  plus  grande  que  2v  -|-  i  ; 
ainsi  la  somme  -  -4-  ^  +...+  -  ne  peut  pas  être  plus  grande  que 

V 

la   somme  ^^  ~T. ^^^^  ^^   peut  pas   surpasser  la   valeur  -  •  En 

substituant  -  au  lieu  de  ->  on  aura  donc 
3  2 

1  I  î  I  V  -h  2 

2  a         p  A  3 

[Mais,  si  v  n'est  pas  moindre  que  6',  on  a 

2  V  —  i         V  -4-  2 
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et  à  plus  forte  raison,  si  v  n'est  pas  moindre  que  8, 


Bv>  -  H h...-H  - 

2        a  X 


Le  théorème  est  donc  démontré 
Si  V  est  un  nombre  pair,  on  a 


r.  A  '  ï 

Ov  ^^^  Av  H h  — 

2        a 


et,   comme   Ey  est  plus    grand  que — 1 1--'*,   si   v  n'est   pas 

moindre  que  8,  il  faut  que  Ay  soit  alors  un  nombre  positif,  ce 
que  M.  Lipschitz  a  trouvé  à  l'endroit  cité  plus  haut,  comme  con- 
séquence de  recherches  beaucoup  plus  profondes. 

Berne,  i5  juin  i886. 


i 
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C0MPTi:s  ki:ni)ls  ht  analyses. 

Jules  TANNEIlï,  Sous-Directeur  des  études  scientifiques  à  l'École  Normale 
supérieure.  —  Introduction  \  l\  théorie  des  fonctions  d'une  variable. 
Hermann,  Paris,  188G;  i  vol  in-8". 

La  Préface  du  présent  Ouvrage,  publiée  il  y  a  quelques  mois 
par  le  Bulletin  ('),  a  déjà  fait  connaître  à  nos  lecteurs  son  but  et 
son  esprit.  Nous  entrerons  ici  dans  quelques  détails  sur  le  second 
fascicule  qui  vient  de  paraître,  et  qui  complète  cette  publication 
non  moins  utile  que  savante. 

Rappelons  d'abord  que  la  partie  déjà  publiée  du  Livre  déve- 
loppait la  théorie  des  nombres  irrationnels  et  des  limites,  celle  des 
séries  et  des  produits  infinis,  et  qu'elle  contenait  les  premiers 
principes  de  la  théorie  des  fonctions,  en  ce  cjui  concerne  notam- 
mentles  sens  qu'il  fâulallrihuer  aux  mois  f onction  Je  nie  ^  fonction 
continue,  fonction  croissante  ou  décroissante,  fonction  inçerse, 
ainsi  que  les  concepts  essentiels  de  limite  supérieure  et  inférieure, 
d'oscillation,  dans  un  intervalle. 

Le  Chapitre  IV  contient  la  théorie  des  produits  et  des  séries 
infinies  dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  variable. 

Pour  la  définition  de  la  convergence  uniforme,  M.  Tannery 
adopte  celle  que  l'on  doit  à  MM.  Heine  et  Weierstrass,  et  qui  est 
la  plus  avantageuse,  si  l'on  a  en  vue  la  question  ultérieure  de  l'in- 
tégration des  séries.  La  continuité  est  une  conséquence  de  la  con- 
vergence; l'auteur  observe  que  la  démonstration  classique  de  ce 
fait  repose  sur  un  principe  général  de  méthode  d'une  réelle  fé- 
condité. Il  en  donne  un  exemple  immédiat,  par  la  démonstration 
de  l'identité  de  la  série 


I  I  .  2  I  .  2  .  3 

avec  la  limite  pour  m  infini  de  (  1  H j    >  et  finalement  avec  e^\ 


(  '  )  Voir  Bulletin,  t.  V. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a"  série,  l.  X.  (Décembre  1886.) 
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La  définition  des  logarithmes  népériens  et  des  fonctions  hyper- 
boliques suit  naturellement. 

La  façon  dont  se  trouve  traitée  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires mérite  à  tous  égards  l'attention.  Il  s'agit  en  effet  de  donner 
de  ces  fonctions  une  définition  exclusivement  analytique,  sans  s'ap- 
puyer, bien  entendu,  sur  les  propriétés  des  exponentielles  imagi- 
naires. Pour  cela,  M.  Tannery  part  du  système  simultané  d'équa- 
tions fonctionnelles 

(   t^{a  -^  b)  =  o{a)  o{b)  —  ^(a)  '^lib), 

et  il  établit  d'abord  que,  si  ce  système  (i)  admet  un  système  de 
solutions,  il  en  admet  aussi  un  qui  vérifie  en  outre  la  condition 

(2)  [cp(^)p+[4;(^)]-2=i, 

avec 

(3)  çp(o)  =  r,         (]>(o)  =  o,         lim -^- —  =i  pour  37  =  o. 

En  partant  alors  des  équations  (1),  on  arrive  à  exprimer  'f  («)  et 

'^{a)  sous  forme  de  polynômes  entiers  en  ^(—  )  ^^'M  — j,  dont 

les  coefficients  sont  aussi  des  polynômes  entiers  en  m.  Il  suffit 
ensuite  de  faire  croître  7?i  indéfiniment,  de  tenir  compte  des  re- 
lations (3),  et  d'appliquer  le  mode  de  raisonnement  dont  il  a  été 
parlé  plus  haut,  pour  tomber  sur  ces  expressions  de  o(a)  et  de 
'\i{ci)  en  séries  de  puissances, 

r2 


o(a)=    I  —    — 


a^  a^ 


^(^a)=  -- 


2  1.2.0,4 


1         1.2.3        1.2.3.4.0 

Ces  séries  sont  absolument  et  uniformément  convergentes  pour 
toute  valeur  de  a,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que  les  fonctions 
çp(a),  4'(<^)  qu'elles  représentent  vérifient  effectivement  toutes  les 
conditions  (i),  (2),  (3)  du  problème.  Ce  que  l'on  sait  sur  la  mul- 
tiplication et  l'addition  des  séries  absolument  convergentes  suffit 
à  cet  objet.  Les  fonctions  o(^)  et  ^(-c)  s'appelleront  cosjc  et 
sinjc. 
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L'('(|iiali()n  cos.r  =  o  admet  une  racirn'  iiiii(|iic  (-nlre  o  et  a;  si 
l'on  désigne  par-  cette  racine,  on  d/dnit  facilement  des  équations 

(r)  que  2T:est  une  période  do  cosjc  et  sinj:;. 

Cette  manière  de  déduire  un  développement  en  série  de  la  con- 
sidération d'une  formule  finie  de  multiplication  remonte  à  Kuler; 
mais  il  manquait  encore  aux  méthodes  si  naturelles  et  si  simples 
de  l'illustre  mathématicien  ce  caractère  de  rigueur  qui  est  le 
propre  de  la  science  moderne,  au  moins  dans  ce  genre  de 
questions. 

M.  Tannery  trouve  une  autre  application  de  cette  méthode  dans 
le  développement  de 


sina: 


=  taiifr^  =^  2X 


2à  i-xk 


C0Sa7  ^  ^   {  ■>Jx   -r-  \  )'       , 

/.  =  0  ^ ; -T.-  —  .r2 

La  série  qui  figure  au  second  membre  est  l'occasion  d'une 
double  remarque,  qui  met  en  évidence  deux  faits  importants  et 
généraux.  La  somme  des  p  premiers  termes  de  cette  série  peut  en 
efl'et  s'écrire  —  (S;j  -|-  S' ),  en  posant 

s.=  2: ' i.       s;,=  2 '—_^ 

h  =  i)  00  —  (lk  -\-  l)~  A=0  ^-r-  (2A-  -T- l)- 

et,  pour  p  infini,  le  symbole  Syr,  +  S^  a  pour  limite  — tangjc. 
Néanmoins  les  séries  S^  et  S'  prises  isolément  sont  divergentes. 
Une  première  remarque,  qui  a  reçu  son  entier  développement 
dans  les  travaux  de  M.  Mittag-Leffler,  consiste  en  ce  que  l'on  peut 

rendre  convergentes  ces  séries  par  l'addition  de au  terme 


(2A-M) 


IZ 


2 

général  de  la  première,  et  sa  soustraction  du  terme  général  de  la 


seconde.  De  la  sorte,  les  deux  séries 

k^tx) 


I  :r  — (2A- -4- i)  -        (2/1-4-1)-   I 

r — ' — ï — ^1 


sont  convergentes,  et  leur  somme  est  —  lang.r. 
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Ce  résultat  sert   à  mettre  en  évidence  le  second  fait  que  nous 
avons  annoncé.  Tandis,  en  efïet,  que  le  svmbolc 

tend  vers   —  tang^   si  p  et  q  croissent  indéfiniment  par  valeurs 
égales,  il  se  trouve  au  contraire  que  si  cet  accroissement  indéfini  a 

lieu  de  sorte  que  limite  —  =  i  -+-  A,  la  limite  du  symbole  S^,  +  S' 


q  oit/ 

est 


—  tangir  —  -  log (i  H-  A)  5 

TZ 

et  cette  limite  dépend  de  h. 

La  série  du  binôme  d'après  Abel,  le  développement  de 

log-(l  -ha?), 

la  définition  de  la  constante  d'Euler  occupent  quelques  paragraphes, 
et  nous  pénétrons  ensuite  dans  l'importante  et  classique  théorie 
des  séries  entières.  Nous  ne  pouvons  indiquer  avec  détail  les  per- 
fectionnements nombreux  introduits  par  M.  Tannery  dans  l'expo- 
sition de  cette  théorie  :  disons  seulement  qu'au  sujet  du  second 
théorème  d'Abel  l'auteur  a  repris  la  démonstration  du  célèbre 
analvste  norvvégien,  et  montré  que  quelques  développements  suffi- 
saient pour  rendre  claire  cette  démonstration,  qu'Abel  a  donnée 
en  cinq  lignes.  Signalons  encore  la  .question  de  l'identité  de 
deux  séries  de  puissances,  et  la  détermination  d'une  limite  infé- 
rieure des  zéros  d'une  série  entière  qui  ne  s'annule  pas  avec  la 
variable. 

Le  premier  fascicule  contenait  une  théorie  très  complète  des 
séries  multiples,  qui  sont,  comme  on  sait,  un  instrument  très 
commode  dans  une  foule  de  questions  concernant  les  séries 
simples.  L'auteur  développe  la  théorie  des  séries  multiples  dont  les 
termes  sont  fonctions  d'une  variable,  et  s'occupe  spécialement  des 
séries  doubles  dont  les  termes  sont  des  puissances  entières  posi- 
tives de  la  variable,  dont  l'exposant  va  en  croissant  avec  l'indice. 
Ces  dernières  séries  peuvent  être  réduites,  en  dernière  analyse,  à 
une  série  simple  de  même  nature,  et  la  première  application  de 
celte  proposition  qui  se  présente,  concerne  le  développement  de 
l'accroissement  d'une  série  entière  en  série  entière  de  l'accroisse- 
ment de  la  variable.  Les  coefficients  do  cetl(^  nouvelle  série  sont 
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oiix-mêmcs  des  séries  entières  eoiivergenles  de  la  variable,  et  l'au- 
teur leur  donne  respectivement  les  noms  de  première,  deuxième, 
troisième,  etc.,  dérivées  de  la  sc-rie  considérée.  On  retombe  ainsi 
sur  un  mode  de  délinilion  cpii  remonte  à  La^^ran;:^e,  et  qui,  pour 
être  incomplet,  n'en  avait  pas  moins  un  certain  de]L;ré  de  justesse. 
M.  Tannery  donnera  plus  loin  une  définition  plus  large  du  mot 
dêi'ivée,  qui,  clans  le  cas  d'une  série  entière,  se  trouvera  coïn- 
cider avec  celle  fjui  vient  d'être  donnée. 

Après  quelques  applications  ou  propositions  classiques  qui 
complètent  la  théorie  des  séries  entières,  nous  voici  ramenés  à 
([uelques  autres  usages  des  séries  doubles  :  par  exempb;,  le  déve- 
loppement de 


tanffj^ 


=  2 


suivant  les  puissances  de  x.  L'introduction  des  nombres  de  Ber- 
noulli  dans  ces  développements  et  dans  cpielques  autres  qui 
suivent  est  pour  l'auteur  une  précieuse  occasion  de  faire  connaître 
ces  nombres  célèbres,  ainsi  que  quelques  autres  qui  s'y  rattachent 
et  qui  ont  été  l'objet  des  recherches  de  MM.  Catalan  et  D.  André. 

Ce  sujet  se  termine  par  la  question  de  la  substitution  d'une 
série  entière  à  la  place  de  l'argument  dans  une  autre  série  entière, 
et  du  développement  en  série  entière  de  la  fonction  qui  résulte  de 
cette  substitution. 

La  théorie  des  produits  infinis  est  toute  parallèle  à  celle  des 
séries  de  sommes;  les  méthodes  et  les  ap[)lications  même  ollVent 
un  complet  parallélisme. 

Mais  ce  qui  constitue  une  question  nouvelle,  c'est  le  passage  des 
produits  infinis  aux  séries  entières.  Cette  question  se  trouve 
traitée  avec  détail.  Pour  la  cpiestion  inverse,  c'est-à-dirc  pour  la 
transformation  des  séries  entières  en  produits,  c'est  dans  les 
travaux  de  M.  Weierstrass  et  dans  la  théorie  des  quantités  com- 
plexes qu'il  faut  nécessairejnent  cbercher  une  solution  complète; 
néanmoins,  M.  Tannery  a  eu  soin,  à  propos  du  (lévelop[)enuMit  de 

^— ^^-^  en  produits,  de  donner  l'exemple  le  plus  simple  où  le>  l.u - 

leurs  primaires  ne  soient  pas  conqdicpu's  (rimaginaires.  l^'exemph^ 
(pie  nous   venons   de   cilci'   eonline   aux  rt)ii(tions  euléiieniie^,  v\ 
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plusieurs  paragraphes  sont  consacrés  à  l'étude  de  ces  fonctions. 
Le  Chapitre  V  traite  des  dérivées.  La  définition  précise  qu'on  y 
donne  ne  fait  pas  apparaître  l'existence  de  la  dérivée  comme  un 
corollaire  nécessaire  de  la  continuité,  et  du  reste  l'existence  de 
fonctions  continues  dépourvues  de  dérivée  ne  fait  plus  de  doute, 
depuis  les  exemples  donnés  par  MM.  Darboux,  Dini  et  Weier- 
strass.  La  recherche  des  dérivées  des  séries  entières  conduit  aux 
séries  déjà  désignées  par  ce  nom.  Les  règles  de  dérivation,  des 
sommes,  des  produits,  des  fonctions  de  fonction,  des  fonctions 
inverses,  dos  fonctions  comparées  sont  démontrées  avec  tous  les 
développements  nécessaires.  Pour  la  dernière  de  ces  questions, 
M.  Tannery  fait  appel  aux  formules  suivantes,  pour  lesquelles  il  a 
suivi  la  démonstration  de  M.  O.  Bonnet, 

/(b)-f(a)  _ 

b-a         -■'^^^' 

f(b)-/(a)  ^  fa) 

o{b)~'oia)         cp'(0' 

où  «  <<  ç  <C  ^.  Ces  formules  servent  encore  très  utilement  dans 
l'étude  de  la  variation  d'une  fonction  à  l'aide  de  ses  dérivées,  dans 
l'étude  des  maxima  et  des  minima,  ainsi  que  dans  la  recherche  des 
vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  une  étude  approfondie  de  la  règle  de  L'Hospital. 

Nous  arrivons  aux  intégrales  définies.  Peu  de  notions  ont  exigé 
de  la  part  des  géomètres  autant  de  tact  et  de  pénétration  :  l'auteur 
a  fort  savamment  résumé  les  recherches  relatives  à  ce  sujet. 

Soity(.T)  une  fonction  dont  on  sait  seulement  qu'elle  est  finie 
dans  l'intervalle  (r/p,  a);  on  dira  quey'(^)  est  intégrable  dans  cet 
intervalle,  s'il  existe  un  nombre  J  jouissant  de  la  propriété  sui- 
vante. 

A  chaque  nombre  positifs  correspond  un  nombre  positif  r,,  tel 
que,  si  l'on  partage  l'intervalle  [oo^  a)  en  intervalles  partiels  d'une 
étendue  moindre  que  r^,  la  différence  entre  J  et  la  somme 

(  «1  —  ao)/i  +  (  «2  —  «1  )/2  + . .  .(«  —  ««-1  )/«, 

soit  moindre  que  £,  où/, ,  /^,,  .  .  . ,  f,i  désignent  des  nombres  com- 
pris entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction  f{oc)^ 
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dans  les  intervalles  respectifs 

(«0,  «1  j,     O^i,  (h)-'  .C««    1,  et), 

cl  [)oiivant  atteindre  ces  limites.  Lorsque  toutes  les  limites  suj)é- 
ricures  ou  inférieures  sont  supposées  atteintes,  on  obtient  ces 
deux  sommes 

(ai  —  ao)Mi-^  («2—  «1)^2-*-. .  .-t-  (rt  —  a„_,)Mrt, 
(ai  —  a^i)nll-i-  (a, —  rt,  "jmj-f-.  .  .-\-  (a  —  ««-i  )m„, 

oii  les  M/  sont  les  limites  supérieures,  et  les  nii  les  limites  inf(''- 
rieures,  les  deux  sommes  sont  appelées  somme  supérieure  et 
somme  inférieure.  Ceci  posé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  f{x)  soit  intégrable  peut  d'abord  prendre  la  forme 
suivante. 

I.  Il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  |)0silif  î  en  corresponde 
un  autre  positif  t,,  tel  que  la  difïerencc  entre  deux  sommes  re- 
latives à  deux  modes  de  décomposition  soit  moindre  que  £,  sous 
la  seule  condition  que,  dans  l'un  et  l'autre  mode,  les  intervalles 
j)artiels  soient  d'étendue  moindre  que  7,.  Cette  condition  est  équi- 
valente à  la  suivante. 

II.  Pour  que  f{x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  (f/o,  «),  il 
iaut  et  il  suffit  que,  à  chaque  nombre  positif  î,  on  puisse  en  faire 
correspondre  un  autre  r,,  de  sorte  que,  pour  toute  décomposition 
dont  les  intervalles  partiels  sont  inférieurs  à  r, ,  la  diflérence  entre 
les  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre  que  t. 

Cette  seconde  forme  peut  encore  être  simplifiée  et  se  réduire  à 
l'énoncé  de  Riemann. 

III.  Pour  que  la  fonction  f{x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle 
(«0)  ^0'  ^^  ^'àxii  et  il  suffit  qu'à  clia([ue  nombre  positif  s  corres- 
])ondc  un  mode  de  décomposition  de  l'intervalle  (Uq^  «),  tel  que 
la  différence  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre 
que  £. 

On  peut  enfin  donner  une  quatrième  forme  à  la  condition. 

IV  .  Pour  que  la  fonction  finie  , /(.?*)  soit  intégrable  dans  l'inler- 
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valle  («0?  <^)j  il  ^^i^^^  ^t  il  suffît  qu'à  chaque  couple  de  nombres 
positifs  K,  a  réponde  un  mode  de  décomposition  tel,  que  la 
somme  des  étendues  des  intervalles  partiels  pour  lesquels  l'oscil- 
lation est  égale  ou  supérieure  à  K  soit  moindre  que  a. 

L'auteur  rappelle  aussi  que  M.  Darboux  a  prouvé  que,  si  la 
fonction  y(^)  reste  finie,  les  sommes  supérieure  et  inférieure  ten- 
dent chacune  vers  une  limite  lorsque  l'on  divise  l'intervalle  («q,  a) 
en  un  nombre  infini  d'intervalles  infiniment  petits  ;  si  ces  deux 
limites   sont  égales,    la  fonction  est   intégrable    dans    l'intervalle 

(«0,    Cl). 

La  notion  d'intégrale  définie  acquise,  la  question  des  fonctions 
qui  ont  une  dérivée  donnée  n'offre  plus  de  difficultés.  L'intégra- 
tion des  sommes,  des  produits,  des  quotients  suit  naturellement, 
ainsi  que  quelques  remarques  sur  l'importance  du  Calcul  intégral 
pour    la   définition  de    nouvelles   fonctions.    Signalons    aussi    la 

formule 

b 

/"(  X  )  dx  =  (  ^  —  <^  )  JJ-» 


i 


OÙ  [J.  est  compris  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  la 
fonction /(^)  dans  l'intervalle  (a,  h\  et  la  formule 

o('^)(o)[/(j'  -4-  h)  —fix)\  =      h   [cp(«-i'(i  )/'(^  -^  h)  —  o^"-^\o)f{x)] 

—  /i2[o(«-2)(i)/"(^-f-  h)  —  Cp«-2(0)/"(^)].  .  . 

_(_  ,V^A«[:p(i)/(«)(^  -^  A)_  cp(o)/«(^.)]-^-  R;m 
OÙ  Y'(^)  représente  un  polynôme  en  t  du  degré  /i,  et  I 

R,,=:(— i)A«+i    f   ^{t)f^"+^^{x-hht)dt. 
•A 

Dans  la  démonstration  de  cette  dernière  formule,  l'auteur  a  adopté 
la  méthode  due  à  M.  Darboux.  Citons  l'application  de  cette  for- 
mule au  cas  où  cp(^)  =  (i  —  t)";  on  trouve  ainsi  cette  formule 
classique 


dl. 
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Il  esl  encore  deux,  formules  d'une  grande  utilité,  savoir 


I     f(x)'s>(x)dx  —  [x  I     o(x)clx, 

-  "0  ^  (to 


OÙ  l'on  suppose  /{x)^  'f  (•^)  ^^  '^{x)  intégrables,  et  où  '^(y')  ne 
devient  pas  négative  entre  a^  et  a\  a  est  une  quantité  comprise 
entre  la  limite  supérieure  et  la  limite  inférieure  (\c  f[x)  dans  l'in- 
tervalle [aQ^  a). 

La  seconde  formule  dont  nous  voulons  parler  s'écrit 

où  l'on  suppose  que,  dans  tout  l'intervalle  (<7o,  a),  on  a 

Ao<  f  f{x)clxSA, 

que/(^)  est  finie  et  intégrable,  et  que  'f  (^)  n'est  jamais  négative. 
L'auteur  donne  aussi  la  généralisation  que  M.  Weierstrass  a  in- 
diquée pour  cette  seconde  formule 

/    f(x)(f(x)dx  =  (i>{ao-\-o)  I    f{x)  dx  -{-  ^{a  —  o)   /    f(x)dx. 

'  ^{^fo-h  o),  cp(a  —  o)  représentent,  d'après  une  nolation  de  Diri- 
chlet,  les  limites  de  cp(«o  +  s),  'f  («  —  e),  quand  £  tend  vers  zéro 
par  valeurs  positives. 

Après  avoir  établi  ces  formules  utiles,  employées  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  O.  Bonnet,  M.  Tannery  entreprend  l'étude  des 
cas  exceptionnels  où  la  fonction  f{x)  devient  infinie  entre  les 
limites,  et  celui  où  les  limites  deviennent  infinies. 

A  l'égard  de  cetle  dernière  question,  l'auteur  ne  manque  pas 
d'observer  l'analogie  entre  les  règles  qu'il  obtient  et  celles  de  la 
convergence  des  séries,  et  d'en  donner  pour  raison  le  beau  théo- 
rème de  Gaucliv,  qui  rend  solidaires  l'une  de  l'aulre  la  convergence 
de  la  série 

/(l)^-/(2)-hy\•3)-,-... 
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et  celle  de  l'intéefrale 

/     f{x)dx, 

*J  a 

lorsque  \  croît  indéfînimeat. 

M.  Taiinery  fait  à  ce  sujet  une  remarque  qui  nous  paraît  nou- 
velle, et  qui  est  pleine  d'intérêt;  si  l'on  représente  par  S«  la 
somme 

/(l)+/(2)-f-...+/(^), 

et  par  J,,  l'intégrale 

la  différence  J,^ —  S/^  tend  vers  une  limite  pour  n  infini,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  que  8,^  et  J/^  convergent,  et  cela  sous  l'unique  con- 
dition quey(^)  reste  positive  et  ne  croisse  pas  avec  x. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  faisant /(^)  =r  -,  on  trouve  la 
constante  d'Euler. 

La  question  du  changement  de  variables  est  ensuite  abordée,  et 
il  en  est  donné  des  applications  variées.  Le  Chapitre  se  termine  par 
l'étude  des  fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies,  et 
par  les  règles  de  dérivation  de  ces  fonctions. 

Le  Chapitre  VII  et  dernier  contient  un  certain  nombre  d'appli- 
cations importantes  des  théories  précédentes  :  d'abord  la  série  de 
Taylor  qui  s'est  déjà  présentée  sous  diverses  formes  dans  le  cours 
de  l'Ouvrage,  mais  dont  le  sens  précis  et  la  haute  généralité  ne 
peuvent  être  complètement  traduits  que  dans  le  langage  des  ima- 
ginaires par  le  moyen  du  théorème  de  Cauchy;  puis  la  série  de 
Maclaurin,  et  diverses  applications  de  ces  formules. 

M.  Tannery  reproduit  aussi  la  formule  somma loire  de  Mac- 
laurin, qui  paraît  appartenir  en  réalité  à  Euler;  cette  formule  est 
l'occasion  de  développements  du  plus  vif  intérêt  sur  les  polynômes 
de  Bernoulli.  Après  les  règles  fondamentales  de  la  différentiation 
et  de  l'intégration  des  séries,  l'Ouvrage  se  termine  par  la  théorie 
mémorable  des  séries  trigonométriques,  qui  a  été,  comme  on  sait, 
la  cause  première  de  l'analyse  et  de  la  revision  des  principes,  et 
qui,  à  ce  titre,  méritait  bien  de  servir  de  conclusion  à  la  savante 
synthèse  dont  nous  venons  d'esquisser  les  principaux  traits. 
Quelques  notes  brèves  complètent  divers  points  du  \'olumc. 
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C'eut  clé  sortir  tic  notre  rôle  que  de  vouloii-  mettre  en  rcliel 
dans  cette  analyse  antre  chose  que  l'encliaînemcnt  des  idées.  Geu\ 
qui  ont  eu  l'honneur  de  suivre  les  leçons  de  M.  Tannery  retrou- 
veront avec  un  sensible  plaisir  la  manière  de  leur  ancien  maître. 

G.  K. 


GREENHILL  (A.)-  —  Differential  and  intecral  Calculus  with  Applica- 
tions. 272  p.  in-12;  Loiidon,  Maciiiillun,  188G. 

Le  Livre  de  M.  Greenhill  est  un  Traité  très  élémentaire,  fort 
propre  aux  personnes  qui,  étant  en  possession  de  l'ensemble  de 
connaissances  mathématiques  que  représente  chez  nous  le  pro- 
gramme du  baccalauréat  es  sciences,  voudront  apprendre  les  mé- 
thodes les  plus  simples  du  Calcul  différentiel  et  inlégral. 

De  nombreuses  et  faciles  applications  permettent  au  lecteur  de 
se  familiariser  avec  ces  méthodes.  On  sait  que  les  auteurs  anglais 
et  américains  ne  craignent  pas,  dans  des  livres  relativement  élé- 
mentaires sur  la  Physique  ou  la  Mécanique,  d'introduire  des 
notions  de  Calcul  infinitésimal,  au  lieu  d'employer  des  méthodes 
détournées. 

Le  public  auquel  s'adressent  ces  livres  trouvera  dans  M.  Green- 
hill un  guide  excellent.  J.  T. 


CALINON.  —  Étude  critique  sur  la  Mécanique.  ln-8°,  98  p. 
Nancy,  Berger-Levraull,  i885. 

Après  avoir  lu  cette  petite  brochure,  on  s'imagine  volontiers 
que  l'auteur  est  un  homme  qui  pense  dans  la  solitude,  mais  non 
sans  vigueur;  tout  ce  qu'il  dit,  sans  doute,  n'est  pas  nouveau; 
mais  quelques  idées  fondamentales  ressortent  avec  une  netteté 
à  laquelle  on  n'est  pas  habitué.  Son  travail  a  un  caractère  à  la  fois 
philosophique  et  pédagogique  :  pour  ma  part,  je  suis  disposé  à 
en  adopter  les  conclusions.  Je  demande  pardon  au  lecteur  de 
parler  ainsi;  mais  il  s'agit  ici  de  matières  où  il  est  plus  modeste 
de  dire  :  Je  suis  de  cet  avis,  que  de  dire  :  Cela  est  vrai. 
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M.  Galinon  insiste  sur  la  convenance  qu'il  y  a  à  séparer  de 
l'enseignement  de  la  Mécanique  proprement  dite  l'enseignement 
de  la  Géométrie  des  segments  de  droite  et  de  la  Cinémalique  ;  là- 
dessus,  non  plus  que  sur  le  rôle  que  joue  la  notion  de  temps  en 
Cinématique,  il  ne  trouvera  guère  de  contradicteur.  On  peut  re- 
garder la  séparation  qu'il  indique  comme  fondée  depuis  les  tra- 
vaux de  M()bius  et  il  est  désirable  qu'elle  passe  tout  à  fait  dans  les 
habitudes  de  l'enseignement.  Quant  au  changement  de  notations 
que  propose  M.  Galinon,  je  le  crois  à  peu  près  inutile. 

Il  me  paraît,  comme  à  M.  Galinon,  impossible  de  définir  deux 
temps  égaux-,  le  temps  est  ce  que  marque  une  pendule  déterminée. 

Sans  doute,  ni  le  théorème  relatif  à  la  composition  des  accélé- 
rations, ni  les  formules  relatives  aux  changements  de  la  variable 
indépendante  dans  les  dérivées  première  et  seconde  ne  sont  des 
nouveautés  ;  mais  il  importe  à  coup  sûr  de  mettre  en  évidence  le 
rôle  que  jouent  ces  notions  purement  mathématiques  dans  l'inter- 
prétation des  principes  de  la  Mécanique  :  si,  par  exemple,  le  prin- 
cipe de  l'action  et  de  la  réaction  est  vrai  quand  on  rapporte  les 
corps  à  un  système  d'axes  particulier  et  qu'on  mesure  le  temps 
sur  une  pendule  particulière,  ce  principe  ne  peut  être  vrai  si  l'on 
rapporte  les  corps  à  un  système  d'axes  mobile  par  rapport  au  pre- 
mier système,  ou  qu'on  mesure  le  temps  sur  une  pendule  qui  n'a 
pas  la  même  marche  que  la  pendule  primitive.  Le  caractère  expé- 
rimental et  par  suite  contingent  des  principes  que  l'on  vient  de 
citer  ressort  ainsi  avec  une  entière  clarté.  Gette  critique  du  choix 
des  axes  et  de  la  variable  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  temps, 
et  des  conséquences  qu'on  en  peut  tirer  pour  l'exposition  de  la 
Dynamique,  me  paraît  la  partie  la  plus  importante  et  la  plus  neuve 
du  travail  de  M.  Galinon.  J.  T. 


Mf-ILANGKS.  293 

MÉLANGES. 

DÉMOCRITE  ET  ARCHYTAS; 
I'ar  m.  I»all  TANNERY. 

1.  J'ai  dit  qu'à  partir  du  milieu  du  v''' siècle  avant  notre  ère, 
grâce  aux  découvertes  de  Pythagore,  les  géomètres  hellènes  étaient 
capables  d'en  remontrer  aux  Égyptiens. 

Un  fragment  célèbre  de  Démocrite  (dans  Gléme:nï  d'Alexaivdiue, 
Strom.,  I)  nous  le  montre  déjà  se  vantant  que,  «  pour  la  composi- 
tion des  lignes  avec  démonstration,  il  n'a  pas  trouvé  son  maître, 
même  parmi  les  harpédonaptes  (')  égyptiens,  comme  on  les  ap- 
pelle, et  qu'il  connaît  par  une  pratique  de  cinq  ans  ». 

Des  Grecs  ont  donc  pu  encore  aller  s'instruire  en  Egypte  et  y 
chercher,  notamment  comme  Eudoxe,  des  données  astronomiques, 
fruit  d'une  longue  observation;  mais,  en  Géométrie,  ils  n'avaient 
plus  rien  à  apprendre.  Il  est  à  noter  que  Platon,  qui  fît  lui-même 
un  voyage  scientifique  sur  les  bords  du  Nil,  et  qui  se  plaît  à  re- 
hausser souvent  la  sagesse  des  prêtres  égyptiens,  n'hésite  cepen- 
dant pas  [République,  IV,  4^6  çi)  à  qualifier  leur  nation  de  oCkz- 
ypTiiJ^xxo'^  (avide  de  richesses)  et  à  opposer  le  <^>.\o[xxbi^  (l'avidité 
d'instruction)  des  Hellènes  (-). 


(*)  Ce  mot,  dérive  de  àp-neSov^  (cordeau)  et  octtts'.v  (toucher),  est  franchement 
grec.  Voir  au  reste  Cantor  (  Vorlesungen,  1. 1,  p.  55-5;).  On  remarquera  l'expres- 
sion particulière  (Ypa[j-jj.£(ov  o-uvôéatoç  {XETà  aTioSsI^toç)  dont  se  sert  Démocrite 
pour  désigner  la  Géométrie  :  elle  spécifie  la  nature  des  questions  que  traitaient 
surtout  les  arpenteurs  égyptiens,  et  nous  rappelle  les  Culvasùtras  (règles  du  cor- 
deau) des  anciens  Hindous. 

(*)  Sans  tomber  dans  les  rêveries  d'illustres  savants  qui  ont  voulu  trouver  dans 
les  pyramides  de  Gizeli  des  preuves  de  connaissances  mathématiques  supérieures, 
il  est  permis  de  demander  s'il  est  possible  que  les  Égyptiens  aient  pu,  par  exemple, 
construire  leurs  pyramides  sans  être  capables  de  les  cuber;  mais  on  doit  répondre 
par  l'affirmative.  Khéops  et  Khéphrên  n'étaient  pas  astreints  à  un  budget  par 
exercice  et  n'ont  eu  besoin  d'aucun  devis.  L'approximation  grossière  dont  se  con- 
tentaient les  Égyptiens  pour  la  mesure  de  leurs  champs  non  rectangulaires  n'avait 
même  pas  à  être  atteinte  pour  leurs  constructions.  Enfin,  5oo  ans  après  notre  ère, 
dans  l'Inde,  dont  la  civilisation  était  au  moins  égale  et  où  la  science  grecque 
avait  pénétré,  Aryabhatta  mesure  encore  une  pyramide  comme  moitié  dn  produit 
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2.  Il  ne  sera  pas  hors  de  propos  de  nous  arrêter  un  moment  sur 
le  savant  universel  qui  illustra  la  fin  du  v*^  siècle.  Si  le  nom  de 
Démocrite  manque  sur  la  liste  de  Proclus,  il  n'en  paraît  pas  moins 
avoir  fait  en  Mathématiques  des  travaux  considérables;  il  est  vrai 
que  son  influence  comme  géomètre  ne  semble  pas  cependant  avoir 
été  considérable,  car  il  resta  en  dehors  du  cercle  d'Athènes,  où 
ses  écrits  ne  paraissent  même  pas  avoir  été  connus  ou  au  moins 
appréciés  avant  le  temps  d'Aristote. 

Diogène  Laërce  nous  a  conservé,  d'après  Thrasylle,  les  titres 
des  Ouvrages  mathématiques  de  Démocrite,  et  nous  savons  qu'ils 
devaient  être  divisés  en  trois  tétralogies.  Malheureusement  ces 
titres  sont  d'autant  plus  insuffisants  que  le  philosophe  d'Abdère 
semble  avoir  une  terminologie  à  lui,  qui  n'est  pas  devenue  clas- 
sique, et  que  nous  ne  connaissons  guère;  que  d'autre  part  les 
textes  des  manuscrits  sont  passablement  incertains. 

Voici  comment  je  restitue  les  tétralogies  : 

ï.  1°  IIspl  O'.açop-^;  YVG)[j.Yjç  Y]  Trcpl  diajj'.o;  vjjyXzj  'ax\  c^^ot-ipTi^.  —  Sur 
une  divergence  d'opinions  ou  sur  le  contact  du  cercle  et  de  la 
sphère. 

2°  rispl  ^(ZiùikzxpiTiq  Y)  Y^wiJ.sTp'.y.ov.  —  Traité  de  Géométrie. 

3°  'Api6[xo''.  —  Les  nombres. 

4*"  rispi  àXcywv  Ypa[j.;jLÉa)v  zal  vacxwv  ^j'.  —  Deux  Livres  sur  les 
lignes  et  solides  irrationnels. 

IL  1°  'E'/.'::£Tàc7iJ.aTa.  —  Développements  (?).  Le  mot  est-il  pris 
au  figuré?  S'agissait-il  de  développements  sur  un  plan  de  surfaces 
cylindriques  et  coniques  ou  de  simples  rabattements  de  faces  de 
polyèdres? 

2"  Méyaç  èviauTc;;  -q  àaipovo;;//^.  —  La  grande  année  en  Astrono- 
mie (on  sait  que  la  grande  année  est  le  cycle  après  lequel  les  pla- 
nètes sont  supposées  revenues  à  leurs  points  de  départ). 


de  sa  base  par  sa  hauteur.  Tant  de  connaissances  essentiellement  pratiques  peu- 
vent rester  absolument  erronées,  quand  leur  exactitude  n'est  pas  indispensable! 
Et  ce  même  auteur  connaît  7:  avec  une  approximation  plus  grande  que  celle 
d'Arcliimùde!  Mais  c'est  que  son  astronomie  est  relativement  avancée;  cette  va- 
leur (7t  —  3, i'|ifi)  doit  d'ailleurs  avoir  été  déduite  des  Tables  des  cordes  de  Pto- 
lémée. 
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3"  IIapa7:r,Yl^'3î-  —  (Calendrier  de  levers  et  couchers  de  fixes,  avec 
prédictions  météorologiques.  Un  certain  nonribre  de  données  em- 
pruntées à  cet  Ouvrage  sont  consignées  dans  le  dernier  Chapitre 
de  V Introduction  aux  Phénomènes  de  Geminus. 

4"  'A[A'.XXa  y.AE'VJcpaç.  —  Le  débat  de  la  clepsydre.  —  Probable- 
ment relatif  à  l'emploi  de  cet  instrument  en  Astronomie,  comparé 
aux  moyens  de  mesure  du  temps  par  l'observation  des  astres. 

m.    1°  O'jpavsvpaçfiY;.  —  Description  du  ciel. 

2"  FsojYpaç/iYj.  —  Il  est  à  remarquer  que  Démocrite,  fidèle  en 
cela  à  la  tradition  ionienne,  représentait  encore  la  Terre  comme 
plate. 

3°  no).CYpa9iY].  —  I^e  polos  était  le  cadran  solaire  emprunté  aux 
Babyloniens,  et  qui  avait  la  forme  d'un  hémisphère  creux  avec 
l'extrémité  du  style  au  centre. 

4^  'Ay.T'.voypaç'Y].  —  Peut-être  l'Ouvrage  de  perspective  dont 
parle  Vitruve  et  que  Démocrite  aurait  écrit  après  celui  d'Anaxa- 
gore. 

3.  Si  l'ordre  des  Ouvrages  est  attribuable  à  Thrasylle,  la  suc- 
cession de  ceux,  I,  2,  3,  4  n'en  est  pas  moins  notable  comme  cor- 
respondant exactement  au  cadre  des  Eléments  d'Euclide;  on  voit 
d'ailleurs  que  Démocrite  avait  peut-être  devancé  Théétète  en  trai- 
tant des  irrationnelles. 

Quant  à  l'Ouvrage  I,  i ,  il  me  paraît  se  rapporter  à  une  polé- 
mique dirigée  contre  Protagoras  {voir  Aristote,  Métaph.,  II,  2), 
qui  soutenait  que  le  contact  d'un  cercle  matériel  et  d'une  règle  se 
faisait  sur  plus  d'un  point. 

D'après  un  fragment  conservé  par  Plutarque  [Adv.  Stoic.  de 
commun,  notit.,  p.  1079),  Démocrite  se  serait  occupé  d'une  ques- 
tion du  même  ordre  en  discutant  si  deux  sections  d'un  cône  par 
deux  plans  parallèles  à  la  base  et  infiniment  voisins  devaient  être 
considérées  comme  égales  ou  inégales.  Malheureusement  Plu- 
tarque ne  donne  pas  la  solution  de  cette  difficulté. 

Pour  se  rendre  compte  exactement  de  la  position  de  Démocrite 
au  sujet  de  ces  questions,  il  convient  de  se  rappeler  qu'il  y  était 
naturellement  amené  par  sa  théorie  des  atomes. 

Cette  théorie  a  en  réalité  son  origine  dans  les  doctrines  des  Pv- 
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thagoriciens,  avec  lesquels  Démocrite  a  eu  des  rapports  incontes- 
tables qui,  d'ailleurs,  n'enlèvent  rien  à  sa  profonde  originalité. 
Les  opinions  physiques  des  premiers  Pj'thagoriciens  étaient  en  fait 
beaucoup  plus  grossières  que  leurs  connaissances  mathématiques 
ne  devraient  le  faire  supposer;  ils  considéraient  l'univers  comme 
constitué  d'un  côté  par  un  fluide  continu  et  infini,  qu'ils  ne  dis- 
tinguaient pas  de  Fespace;  de  l'autre,  par  des  points  matériels  qui 
formaient  la  substance  des  corps.  Le  point  était  pour  eux  «  une 
unité  douée  de  position  »  et  les  corps  étaient  donc  des  nombres, 
en  tant  qu'assemblages  de  quotités  finies  de  points  (^  ). 

Ils  ne  distinguaient  pas  d'ailleurs  ce  point  matériel  du  point  géo- 
métrique; l'un  et  l'autre  était  reconnu  comme  indivisible  (àTO[j.ov) 
et,  en  même  temps,  la  divisibilité  indéfinie  des  grandeurs  était 
admise  sans  réserves.  Cette  conception  insoutenable  fut  attaquée 
par  Parménide  et  par  Zenon,  dont  les  célèbres  paradoxes  doivent 
uniquement  (-)  être  considérés  comme  battant  en  brèche  la  fausse 
thèse  qu'une  ligne  est  une  somme  de  points,  une  surface  une 
somme  de  lignes,  un  solide  une  somme  de  surfaces,  etc. 

Les  Pythagoriciens  pouvaient  d'autant  moins  se  défendre  que  la 
découverte  des  quantités  incommensurables  (non  encore  publique 
du  reste  au  temps  de  Zenon)  devait  leur  faire  sentir  la  grossièreté 
de  l'erreur;  ils  durent  donc  transformer  leur  doctrine  physique 
et  soit  lui  donner,  comme  Philolaos,  un  sens  purement  idéaliste, 
soit  attribuer  aux  atomes  des  dimensions  très  petites,  mais  finies; 
si  d'ailleurs  cette  thèse  fut  surtout  développée  en  dehors  de  l'Ecole, 
par  Leucippe,  puis  par  Démocrite,  elle  fut  reprise  j)lus  tard  dans 
son  sein  même,  par  Ecphante,  par  exemple  {'^). 

(')  Ce  n'est  qu'à  partir  de  Philolaos  que  la  formule  du  Maître  «  Les  choses  sont 
nombres  »  reçoit  une  explication  idéaliste,  toute  différente.  C'est  aussi  de  la 
même  époque  que  doivent  dater  les  assimilations  de  la  dyade  à  la  ligne,  de  la 
triade  à  la  surface,  de  la  tétrade  au  solide. 

(  =  )  Voir  mon  article  :  Zenon  d'Élée  et  M.  Georges  Cantor,  dans  la  Bévue  phi- 
losophique de  1884. 

(')  Il  convient  également  de  remarquer  que  la  même  thèse  au  fond  est  celle 
de  Platon  dans  le  Timée,  avec  la  différence  que  ses  atomes  sont  présentes 
comme  des  surfaces  matérielles;  son  disciple  Xénocrate  admet  au  contraire  des 
atomes  qu'il  représente  comme  des  lignes,  Aristote  les  a  accusés  à  tort  de  para- 
doxes géométriques;  les  lignes  de  Xénocrate  comme  les  surfaces  de  Platon  ne 
doivent  cire  conçues  que  comme  des  solides  indivisibles  sous  des  formes  particu- 
lières. 
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il  n'(;n  résullc  pas  moins  quo  Dcinocrilc  devait  considérer  ses 
alomes  comme  de  véritables  solides  ^géométriques  et  repousser 
nettement,  en  ce  qui  les  concernait,  l'opinion  de  Protaj^oras.  \ous 
sommes  moins  édifiés  pour  ce  qui  concerne  le  l"ra;^ment  de  IMu- 
larque,  mais  nous  n'avons  aucune  raison  de  supposer  que  le  phi- 
losophe d'Abdère  se  soit  prononcé  contre  les  saines  doctrines 
géométriques. 

A  partir  de  Zenon  d'ÉIée,  en  cfï'ct,  l'anticjue  erreur  pythago- 
ricienne ne  reparaît  guère  que  dans  la  prétendue  quadrature  du 
cercle  d'Antiphon,  et  encore  sous  une  forme  toute  spéciale  ('). 

4.  Nous  arrivons  désormais,  en  suivant  également  la  liste  de 
Proclus  et  l'ordre  chronologique,  au  dernier  géomètre  qui,  malgré 
ses  rapports  avec  Platon,  doive  être  encore  regardé  comme  étranger 
à  l'Académie. 

On  sait  qu'Archjtas  était  pythagoricien  et  en  même  temps  un 
homme  d'Etat  considérable  à  Tarente,  sa  patrie  ;  il  fut  élu  sept  fois 
stratège  annuel  et  commanda  en  cette  qualité  les  troupes  de  la 
confédération  formée  par  les  villes  de  la  Grande-Grèce.  Toute- 
fois on  connaît  mal  les  dates  de  sa  vie;  il  semble  que  Platon  soit 
entré  en  relations  avec  lui  lors  de  son  voyage  en  Italie,  qui  doit 
être  placé  vers  890  av.  J.-C.  Eudoxe  doit  de  même  avoir  été  son 
disciple  avant  384,  mais  Archytas  vivait  encore  vers  36 1  lors  du 
troisième  voyage  de  Platon  en  Sicile;  il  ne  semble  donc  pas  avoir 
été  sensiblement  plus  âgé  que  ce  dernier  (429-347)- 

A.  cette  époque  le  pythagorisme  n'était  plus  une  école  fermée, 
conservant  précieusement  la  tradition  du  Maître-,  ses  adeptes  pro- 
fessaient en  fait  des  opinions  personnelles  très  diverses  et  les  pu- 
bliaient librement.  Archytas  paraît  avoir  beaucoup  écrit  et  nous 
possédons  de  longs  fragments  qui  lui  sont  attribués.  Mais,  ou  bien 
ils  sont  tirés  de  Traités  surtout  moraux  (-)  et  n'intéressent  guère 
l'Histoire  des  Sciences,  ou  bien  ils  sont  apocryphes  comme  ceux 


(' )  Le  Traité  psciido-arislolcliquo  llspl  à-rôfjKov  ypap-iKov,  Sur  /es  lii^nes  indi- 
K'isibles,  ne  peut  être  regardé  que  comme  lui  exercice  décole,  n'ayant  nullement 
Irait  à  une  polémique  sérieuse. 

(^)  Le  fragment  ihpl  jj.aOrj[jLâTo)v  (Stouék,,  F/or.,  '^o)  se  trouve  lui-uïème  dans 
ce  cas. 

Bu//,  des  Sciences  matliem.,  î"   série,  t.  \.  (Décembre  i88().)  .>i 
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qui  font  de  lui  l'inventeur  des  dix  catégories  d'Aristote  ou  qui 
lui  font  développer  des  idées  appartenant  à  Platon  (  '  ), 

Le  début  du  Traité  EIcpl  Ma6Y;;j.aTty/^;,  inséré  par  Porphyre  dans 
son  commentaire  sur  les  Harmoniques  de  Ptolémée,  et  déjà  cité 
par  Nicomaque,  est  plus  authentique.  Mais  ce  Traité  paraît  avoir 
été  exclusivement  consacré  à  la  musique  (Nicomaque  l'appelle 
d'ailleurs  to  àp[xsv'.7,6v)  et  nous  pouvons  ici  le  laisser  de  côté. 

En  fait  nous  ne  connaissons,  comme  travail  proprement  mathé- 
matique d'Archytas,  que  sa  singulière  solution  du  problème  des 
moyennes  proportionnelles,  telle  qu'elle  est  rapportée,  d'après 
Eudème,  pârKiilocius  sar  Archimède  (Sphère  et  Cylindre^  II,  2). 

Il  employait  l'intersection  du  cylindre 


du  tore 
enfin  du  cône 


^2 


X 


:r2+j2, 

=  ax, 

j2+^2_ 
2+j2+^ 

62 

On  peut  en  effet  tirer  de  ces  équations 

\Jx^-\-y^=  \fcïb^,        et        y/^2^j^2_^ -2^  y^. 

J'ai  déjà  dit  que  je  ne  pouvais  considérer  cette  solution  que 
comme  purement  théorique  ;  mais  historiquement  elle  nous  montre 
les  géomètres  de  ce  temps  déjà  suffisamment  familiarisés  avec  les 
corps  ronds  et  les  solides  de  révolution,  ayant,  d'autre  part,  assez 
nettement  le  concept  du  lieu  géométrique,  sans  lequel  il  est  clair 
qu'Archytas  n'aurait  pu  combiner  ses  constructions. 

o.  Si  divers  témoignages  anciens  concordent  pour  attribuer  à  la 
solution  d'Archytas  un  caractère  mécanique,  c'est-à-dire  pratique, 
ces  témoignages  proviennent  d'auteurs  comme  Diogène  Lacrce  ou 
Plutarque,  très  postérieurs  et  absolument  incompétents. 

Le  récit  de   Plutarque  dans  sa  Vie  de  Marcellas  est  d'ailleurs 


(')  Ainsi  le  fragment  èx  toO  tzz^X  voO  xal  a'a-6r,(7ctoç  (Sion.,  Ed.,  I),  oITre  de 
singuliers  rapports  avec  la  fin  du  Livre  VI  de  la  République.  C'est  ce  fragment 
que  cite  Jamblique  (Villoison,  Aneccl.   Grœc,  II,   p.  189)   sous  la  mention  èv  tr, 

Tr,;  YV(opi(jT'.xr|Ç  Ypajj-fj,?,;  Totxr,. 
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inLimcmcnl  li('  ii  la  légende  ((ui  se  loniia,  daprès  les  écrits  de  IMa- 
l(jn,  pour  attribuer  au  pliilo.so[)lie  le  rôle  d'avoir  assuré,  d'une 
façon  décisive,  le  caractère  purement  abstrait  des  Mathématiques; 
je  uv,  m'y  arrête  donc  rjue  pour  rcNîver  une  assertion  du  polv- 
^l'.'iphe. 

D'après  lui,  Archjtas  et  Eudoxe  auraient  été  en  réalité  les  pré- 
curseurs d'Arehiniède  en  Mécani([ue,  et  la  Science  de  leur  temps 
aurait  eu  un  caractère  essentiellement  pratique.  Or  ceci  est  abso- 
lument contredit  par  tout  ce  que  nous  savons  de  la  Géométrie  an- 
cienne, qui  nous  apparaît  comme  entièrement  abstraite,  à  dater 
de  P_)  tliagore,  et  de  la  Mécanique  ancienne,  dont  l'état  avant  Ar- 
chimède  nous  est  suffisamment  indiqué  par  les  Problèmes  attri- 
bués à  Aristote. 

Pour  ce  qui  concerne  Eudoxe  en  particulier,  l'assertion  de  Plu- 
tarque  est  également  contradictoire  avec  ce  que  nous  savons  de 
lui^  le  Cnidien  était  un  sopJiiste  dans  le  vrai  sens  du  mot,  c'est- 
à-dire  un  homme  universel  pouvant  professer  sur  tous  les  sujets, 
sur  la  Morale  comme  sur  la  Médecine  ;  sur  la  Géométrie  comme  sur 
la  Théologie;  mais  avant  tout,  pour  nous,  quelle  que  soit  l'impor- 
tance de  ses  travaux  géométriques,  c'est  un  astronome;  c'est  le 
premier  qui  ait  proposé  un  système  mathématique  du  monde,  et 
c'est  à  lui  qu'il  faut  faire  remonter  la  presque  totalité  des  théories 
contenues  dans  la  Petite  Astronomie  des  Grecs,  c'est-à-dire  la 
collection  des  écrits  classiques  antérieurs  à  Ptolémée.  Comme  Mé- 
canique, au  contraire,  nous  n'avons  aucun  indice  tendant  à  prou- 
ver qu'il  s'en  soit  occupé. 

Pour  Archytas,  il  est  vrai  que  Vilruve  parait  corroborer  le  té- 
moignage de  Piutarque;  il  donne  en  effet  le  Tarentin  (éd.  Rose, 
p.  10  et  i6o)  comme  un  auteur  ayant  traité  des  machines  avant 
Archimèdc  (  '  ).  Mais  ici  il  paraît  y  avoir  eu  une  confusion  de  nom. 
Diogène  Latirce  (VllI,  8i)  nous  dit  en  effet  (ju'il  \  a  eu  cinq  Ar- 
chytas, dont  l'un,  architecte,  avait  composé  un  Livre  Sur  les  ma- 


(M  Arcliimèdc  en  réalité,  d'après  Carpos  dans  Pappus,  n'avail  composé  qu'nn 
Irailé  mécanique  spécial  :  Sur  la  spJiéropée.  Il  csl  d'ailloiiis  hors  do  doute  que  si 
les  machines  de  guerre  de  son  invcnlion  ont  été,  dans  ranli(|uilé,  un  des  motifs 
principaux  de  sa  réputation,  ce  n'ét;iit  nullement  un  sujet  neuf;  des  machines  de 
ce  genre  existaient  longtemps  avant  lui,  et  des  ingénieurs  d'Alexandre  le  (nand 
en  avaient  déjà  irailé. 
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chines,  et  était  l'élève  d'un  Teiicer  de  Carthage.  C'est  sans  doute 
à  ce  personnage  que  se  rapportent  en  fait  les  données  de  Vitruve, 
et  Plutarque  peut  avoir  sans  doute  été  sous  l'influence  de  la  même 
confusion. 

On  ignore  quand  pouvait  vivre  ce  second  Archytas,  mais  son 
existence  suffit  pour  dénier  au  premier  tout  travail  ou  invention 
d'ordre  mécanique,  par  exemple  la  colombe  volante  en  bois  dont 
parlait  Favorinus,  d'après  Aulu-Gelle  (X,  22).  Tout  au  plus  pour- 
rait-on lui  laisser  la  TrXaTaY-^  dont  parle  Aristote,  c'est-à-dire  un 
jouet  d'enfant  (crécelle  ou  castagnette?)  ('),  si  l'on  ne  voulait 
pas  faire  remonter  aussi  haut  le  disciple  de  Teucer. 

6.  Un  Archytas  nous  apparaît  encore,  dans  VArs  Geometriœ 
attribué  à  Boèce,  comme  un  géomètre  célèbre  :  i"  ayant  traité  de 
Vabacus  inventé  par  Pythagore  (éd.  Friedlein,  p.  393-423)^  2"  au- 
teur d'une  règle  pour  la  formation  des  triangles  rectangles  en 
nombres  (-)  (p.  4oS)î  S'^  ayant  démontré,  après  Euclide,  que  le 
diamètre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  rectangle  est  égal  à 
l'excès  sur  l'hypoténuse  de  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit 
(p.  412);  4"  ayant  donné  une  règle  spéciale  pour  le  calcul  du 
triangle  obtusangle  (•''). 

Que  VAj's  Geometriœ  soit  l'œuvre  d'un  faussaire  très  posté- 
rieur à  Boèce,  c'est  là  un  point  qui,  malgré  l'opinion  de  M.  Can- 
tor,  ne  me  paraît  plus  à  discuter  (^)  ;  que,  malgré  l'anachronisme 
indiqué  plus  haut,  ce  faussaire  ait  voulu  désigner  sous  le  nom 
à^ Archytas  le  célèbre  pythagoricien,  cela  me  paraît  également 
désormais  hors  de  conteste;  il  n'en  ressort  pas  moins  que  les  trois 
données  fournies  sur  son  compte  n'ont  pas  été  inventées  de  toute 
pièce;   il  devait  donc  circuler  vers  le  i\^  ou  le  x*^  siècle  de  l'ère 


(')    Diogenianus    (Ht,   98)   l'attribue   formellement  à  ringénieur  :  6  'Ap^/ûra; 

(^)  {-.xay ~\-  {— 1  I  —  /  — -  -1- 1  I  :  c'est  la  règle  que  IFéron  et  Proelus  attri- 
buent h  Platon. 

(')  La  règle,  faussée,  est  devenue  incompréhensible. 

( *  )  ]'oir  Wi-.issKNRORN,  Die  Bocfius-fragc  (  Ahhandlungen  zitr  Gcscli,  der  Math., 
Il,  p.  iS,')-3'|{)  :  i'*^79). 
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chrétienne,  un  Traité  géométrique  (ou  d'arpentage?)  écrit  en  latin 
et  présenté  comme  traduit  du  grec  du  vieil  Archjtas. 

L'existence  d'écrits  apocryphes  d'Archytas,  sur  d'autres  sujets, 
acceptés  pourtant  comme  authentiques  au  v*'  ou  au  vi*^  siècle 
après  J.-C,  peut  bien  nous  porter  à  croire  qu'en  effet  les  auteurs 
de  ces  écrits  y  auront  joint,  pour  épuiser  le  cercle  parcouru  par 
Archytas,  un  traité  géométrique  qui  ne  devait  pas  leur  conter  da- 
vantage à  composer. 

Si  Vabacus  du  moyen  âge  est  bien,  comme  il  semble,  une  inven- 
tion connue  au  moins  des  Romains  de  l'Empire,  il  n'y  aurait  rien 
d'étonnant  à  ce  que  le  pseudo-Boèce  ait  trouvé  cette  invention 
décrite  dans  ce  traité  du  pseudo-Archytas;  mais,  même  en  adop- 
tant cette  conjecture,  on  n'en  pourrait  tirer  aucune  conclusion  re- 
lativement à  l'origine,  soit  des  apices  dits  de  Boèci^,  soit  de  nos 
chiffres  modernes.  Malgré  la  liaison  historique  entre  ces  chiffres  et 
Vabacus,  il  y  a  là  en  effet  deux  questions  essentiellement  dis- 
tinctes; tout  semble  prouver  en  effet  que  les  apices  de  Boèce  dé- 
rivent des  chiffres  arabes  occidentaux,  tandis  que  si  Vabacus  a 
été  connu  des  Arabes,  c'est  qu'ils  l'ont  emprunté  aux  Latins. 


LES  GÉOMÈTRES  DE  L'ACADÉMIE; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

1.  Si  l'on  excepte  Eudoxe  de  Gnide,  la  plupart  des  géomètres 
de  l'Académie,  qui  figurent  sur  la  liste  de  Proclus,  sont  des  per- 
sonnages peu  connus. 

Sans  Proclus,  nous  ignorerions  les  noms  de  Néoclide,  de  Theu- 
dios,  d'Athénée  de  Cyzique  et  d'Hcrmotime  de  Golophon  (i). 

On  connaît  deux  platoniciens  du  nom  de  Léon;  mais  l'un, 
sophiste  de  Byzance  et  peut-être  l'auteur  du  dialogue  VAlcyon(^-)^ 
est  de  la  génération  suiv^ante;  l'autre  (aussi  appelé  Léonidas)  était 


(')  J'ai  déjà  parle  de  Léodamas,  de  Thasos,  ainsi  (jue  de  Théétètc. 
(')  Dans  les  Oliuvres  de  Lucien.   Voir  Pliiloslralc  (  lï/.  Soph.)  sur  ce  pci'sun- 
nage. 
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d'iléraciée  et,  avec  son  compatriote  GKion,  périt  en  assassinant  le 
tjran  Cléarqiie;  cependant,  on  ne  peut  faire  ici  aucune  identifica- 
tion assurée. 

Amjclas  d'Héraclée  est  cité  par  Diogène  Laërce(lII,  46)  comme 
disciple  de  Platon;  mais  (IX,  4^)  il  le  donne,  d'après  Aristoxène, 
comme  pythagoricien  et  comme  ayant,  avec  Clinias,  empêché 
Platon  de  brûleries  écrits  de  Démocrite  ;  fable  qui,  malgré  son 
ancienneté,  ne  mérite  aucune  créance, 

Ménechme  d'Alopéconnèse  ou  de  Proconnèse  ('),  qui  passe 
pour  l'inventeur  des  sections  coniques,  et  sur  lequel  revient  Pro- 
clus,  fut  certainement,  après  Eudoxe,  le  mathématicien  du  v*^  siècle 
le  plus  en  vue.  Le  grammairien  Sérénus  (J.  Damasc,  Flor.^  i  i5) 
lui  attribue  d'avoir  fait  à  Alexandre  le  Grand  la  réponse  que  Pro- 
clus  met  dans  la  bouche  d'Euclide  devant  Ptolémée;  on  peut  voir 
là  un  indice  de  la  célébrité  de  Ménechme,  en  même  temps  qu'une 
preuve  de  la  non-véracité  de  l'anecdote,  soit  d'un  côté,  soit  de 
l'autre. 

Un  témoignage  de  Théon  de  Smjrne  [Astronom.,  p.  33o)  nous 
donne  Ménechme  comme  introduisant  dans  le  système  astrono- 
mique d'Eudoxe  les  sphères  dites  àvcXiTTCjja'.,  ordinairement  attri- 
buées à  Aristote,  et  dont  l'effet  supposé  était  purement  mécanique. 
Ce  témoignage  est  une  preuve  des  relations  qui,  au  dire  de  Proclus, 
existaient  entre  Eudoxe  et  Ménechme;  mais  les  rapports  de  ce 
dernier  avec  Platon  sont  également  confirmés  par  l'indication  de 
Suidas;  Ménechme  aurait  en  effet,  d'après  celui-ci,  composé, 
entre  autres  écrits  philosophiques,  trois  Livres  sur  la  République. 

Eutocius  (sur  Archimède,  Sphère  et  Cyl.^  II,  2)  nous  a  con- 
servé deux  solutions  du  problème  de  Délos,  attribuées  à  Mé- 
nechme, l'une  au  moyen  de  deux  paraboles,  l'autre  au  moyen  d'une 
parabole  et  d'une  hyperbole.  Gomme  je  l'ai  déjà  dit,  ces  deux  solu- 
tions ne  proviennent  pas  d'Eudème,  et  leur  authenticité  est  loin 
d'être  suffisamment  garantie;  toutefois  il  est  certain,  parla  lettre 
d'Eratosthène,  que  Ménechme  avait  employé  les  sections  coniques 
pour  résoudre  le  problème. 


(')  Suidas,  V.  !Màvar/[xo;.  —  Alopéconncsc  est  une  ville  de  la  Cliersonnèse  de 
Thracc,  Proconnèse  une  île  de  la  Proponlidc,  deux  localités  en  tous  cas  voisines  de 
Cy/.ique,  où  Kudoxe    onda  son  école. 
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Dinostratc,  frère  de  Méncchme,  est  cité  par  Pa[)piis  (IV,  25o) 
comme  ayant  obtenu  la  quadrature  du  cercle  avec  la  courbe  connue 
sous  son  nom,  mais  qui  fut  probablement  inventée  auparavant  par 
llippias  d'Elis. 

Enfin  Philippe  de  Medma(ou  d'Oponte)  fut  un  des  disciples  les 
plus  chers  de  Platon;  on  le  considère  comme  l'éditeur  des  Lois  et 
comme  l'auteur  de  VEpiiioniide ;  il  s'occupa  surtout  d'Astronomie, 
et  Geminus,  à  la  fin  de  son  Introduction  aux  phénomènes,  a 
conservé  certaines  dates  fixées  par  lui  pour  les  levers  et  couchers 
des  fixes,  d'après  des  observations  faites,  au  dire  de  Ptolémée 
(<I>a7ciç  àxXavwv)  dans  le  Péloponnèse,  en  Locride  et  en  Phocide  ; 
Suidas  (v.  çiXoffoçoç)  nous  a  conservé  vingt-trois  titres  de  ses  nom- 
breux écrits;  les  dix  suivants  intéressent  les  Mathématiques  : 

Arithmétiques.  —  Médiétés.  —  Sur  les  nombres  polygones. 
—  Cycliques.  —  Optiques,  2.  —  Enoptriques,  2  (sur  les  mi- 
roirs). —  Sur  la  distance  du  Soleil  et  de  la  Lune.  —  Sur  l'é- 
clipsé de  la  Lune.  —  Sur  la  grandeur  du  Soleil,  de  la  Lune 
et  de  la  Terre.  —  Sur  les  planètes. 

D'après  un  texte  d'Aétius  [Doxographi  grœci,  éd.  Diels, 
p.  36o),  on  pourrait  conclure  qu'il  aurait  le  premier  établi  la 
théorie  complète  des  phases  de  la  Lune. 

2.  Eudoxe  paraît  être  né  vers  407,  mort  vers  354  avant  J.-C. 
Son  voyage  en  Egypte,  avant  lequel  il  n'était  guère  connu,  semble 
devoir  être  fixé  vers  l'an  3^8.  Mais,  contrairement  à  l'opinion  de 
Boeckh  {^Sonnenkreise,  pp.  140-148),  je  croirais  volontiers  qu'il 
ouvrit  son  école  de  Cyzique  presque  immédiatement  après  son 
retour  et  qu'il  vint  à  Athènes  vers  367. 

Cette  école  de  Cyzique  eut  une  grande  célébrité,  surtout  en 
Astronomie;  Eudoxe  y  eut,  entre  autres,  comme  disciples  deux 
habitants  de  cette  ville,  Hélicon  qui  prédit  une  éclipse  de  Soleil  à 
la  cour  de  Denys  ('),  et  Polémarque  qui  lui  succéda,  lorsqu'il 
partit  pour  Athènes,   et  qui  fut  le  maître  de  Callippe  (-).  Il  faut 


(')  PJutarque  {De  Genio  Socratis)  donne  Eudoxe  et  Hélicon  comme  les  géo- 
mètres auxquels  Platon  aurait  renvoyé  les  Déliens. 
(^)   Le  réformateur  du  cycle  de  Méton  et  du  système  d'Eudoxe;  il  vint  à  son 


3o6  PREMIÈRE   PARTIE. 

aussi  évidemment  rattacher  à  celte  école  Ménechme,  Dinostrate  et 
Athénée  de  Cyzique. 

Voilà  donc  un  centre  scientifique  important  en  dehors  d'Athènes 
et  de  la  véritable  école  de  Platon  ;  si  Athènes  finit  par  absorber  ce 
centre  par  sa  puissante  attraction,  il  faut  bien  remarquer  qu'Eudoxe 
s'y  posa  en  rival  de  Platon  et  que  si,  surtout  après  sa  mort,  ses 
disciples  purent  subir  Tinfluence  du  chef  vénéré  de  l'Académie, 
ce  fut  plutôt  en  Philosophie  qu'en  Mathématiques. 

Remarquons  d'autre  part  que,  si  Théétète  fut  l'ami  de  Platon, 
il  ne  fut  nullement  son  disciple,  qu'il  paraît  s'être  spécialement 
consacré  aux  Mathématiques  et  qu'il  alla  les  professer  à  Héra- 
clée  (*).  11  semble  dès  lors  que  c'est  d'après  une  légende  que  nous 
a  été  tracé  ce  tableau  conservé  par  Proclus,  de  géomètres  vivant 
ensemble  à  l'Académie,  c'est-à-dire  sous  la  haute  direction  de 
Platon  et  faisant  leurs  recherches  en  commun.  Athènes  est  sans 
doute,  au  iv^  siècle,  le  foyer  scientifique  dont  l'éclat  efface  tous 
les  autres  :  tout  géomètre  devait  peut-être  y  passer  ;  mais  on  faisait 
de  la  Géométrie  ailleurs,  et  d'autres  villes  cherchaient  déjà  à  attirer 
des  professeurs. 

Enfin  la  prééminence  scientifique  d'Athènes  est  due,  avant  tout, 
à  la  prépondérance  commerciale  qu'elle  conserve  encore  à  cette 
époque;  ces  géomètres  qu'elle  réunit  sont  étrangers  pour  la  plu- 
part et,  si  Platon  lui-même  est  Athénien,  il  n'y  a  là  qu'un  accident 
heureux,  non  pas  la  cause  déterminante  de  cette  réunion.  Dans  la 
liste  de  Proclus,  il  n'est  guère  que  Philippe  qui  soit  véritablement 
son  disciple,  sur  lequel  il  ait  dû  exercer  une  influence  bien  mar- 
quée. 

A  la  vérité,  nous  devons  ajouter  à  celle  liste,  sinon  le  neveu  et 
successeur  de  Platon,  Speusippe,  qui  écrivit  sur  les  Nombres  py- 
thagorirjues  (-),  mais  ne  paraît  pas  s'être  particulièrement 
occupé  de  Géométrie;   au  moins  son  second   successeur.   Xéno- 


tour s'établir  à  Alhènes,  où  il  se  lia  avec  Arislole,  après  la  mort  de  Poléniarque, 
([aet'  èxstvov,  Simplicius,  Comment.  inArist.  de  Cœlo).  On  a  jusqu'ici  mai 
compris  ce  passage,  en  admettant  qu'il  était  venu  avec  Polômarque  (ixît'  èxs:vo-j) 
et  simplement  pour  conférer  avec  Aristote. 

(')  Voir  le  numéro  d'août  1886,  p.  187,  note  2. 

(^)  Voir  mon  étude  sur  le  fragment  conservé  dans  les  Tliéologoiimènci  {y\n~ 
noies  de  fa  Facu/te  des  Lettres  de  Bordeaux,  t.  V.  p.  37r)-382  ;  iS83). 
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cralo(*),  et  aussi  Iléraclidc  du  Pont  (-),  un  des  plus  brlIlaDts 
platoniciens,  qui  [)rit  d'ailleurs  une  position  personnelle  et  se 
rapprocha  des  doctrines  adoptées  par  une  fraction  de  l'école  py- 
thagoricienne. 

Mais,  même  après  cette  adjonction,  le  rôle  de  Platon  dans  l'his- 
toire de  la  Géométrie  paraît  singulièrement  elTacé  vis-à-vis  de  celui 
d'Eudoxe. 

3.  Si  nous  pouvons  essayer  d'émettre  quelques  conjectures  sur 
les  progrès  qu'accomplirent  en  Géométrie  tous  ces  mathématiciens 
intermédiaires  entre  Eudoxe  et  Euclide,  il  semble  qu'en  faisant 
abstraction  des  perfectionnements  de  détail  apportés  aux  Elé- 
ments,  et  du  développement  de  la  Sphérique,  lié  à  celui  que  pre- 
nait alors  l'Astronomie,  on  devra  distinguer  : 

i"  Les  éléments  de  la  théorie  des  coniques,  tels  qu'on  peut, 
dans  une  certaine  mesure,  les  reconstituer  en  éliminant,  des  quatre 
premiers  Livres  d'Apollonius,  ce  qui  apparaît  comme  étant  de 
l'invention  de  ce  dernier;  en  effet,  d'a|)rès  ce  que  dit  Pappus 
(VII,  p.  Gyô-G'jy),  il  semble  qu'Euclide  ait  composé  ses  propres 
Coniques  comme  il  a  fait  pour  les  Eléments,  sans  y  mettre  beau- 
coup de  nouveau,  tandis  que  son  contemporain  Aristée,  en  écrivant 
cinq  Livres  Sur  les  lieux  solides,  avait,  au  contraire,  déjà  poussé 
la  théorie  plus  loin  et  même  abordé  des  questions  laissées  en 
dehors  par  Apollonius  ; 

2"  Les  théories  de  la  Géométrie  plane  (droites  et  cercles)  corres- 
pondant aux  Ouvrages  perdus  d'Euclide  et  d'Apollonius,  qu'énu- 


(')  La  liste  des  Ouvrages  de  Xénocrate  pour  ce  qui  concerne  les  iMathématiques 
(  t)iog.  Laërce,  IV,  i3,  14)  est  loin  d'être  claire.  On  y  voit  d'abord  (après  les 
Livres  dialecliques),  quinze  Livres,  puis  seize  autres  sur  les  niathcmes;  les 
(juinze  premiers  paraissent  en  comprendre  neuf  relatifs  à  la  logique,  six  aux 
sciences;  les  seize  seconds  [en  y  ajoutant  deux  autres  Livres  sur  l'intellect 
(ôcàvoia)?]  semblent  comprendre  :  1°  cinq  Livres  géométriques.  Commentaires. 
—  Contraires.  —  Sur  les  nombres.  —  Théorie  des  nombres.  —  Intervalles 
{musicaux?);  2°  six  Livres  sur  V Astrologie;  3°  une  série  d'autres  Livres  adressés 
à  Alexandre,  à  Arybas,  à  Héphestion  (deux  sur  la  Géométrie). 

(^)  Oiog.  Laërce  (V,  89)  en  cite  des  écrits  géométriques.  Héraclide  parait  avoir 
présidé  l'Académie  lors  du  troisième  voyage  de  Platon  en  Sicile,  en  3Gi  (Suidas); 
il  professa  la  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe  et  la  circulation  de  Mercure 
et  de  Vénus  autour  du  Soleil. 
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mère  Pappiis  comme  précédant  les  Coniques  dans  la  collection 
analytique  des  anciens  ;  bon  nombre  de  ces  Livres  touchaient  en 
effet  des  problèmes  assez  simples  pour  avoir  été  abordés  de  très 
bonne  heure,  et,  quand  nous  voyons,  dans  le  résumé  de  Proclus, 
Hermotime,  de  Golophon,  donné  comme  ayant  écrit  sur  les  lieux, 
nous  pouvons  bien  croire  qu'il  élaborait  la  matière  des  deux 
Livres  d'Apollonius  sur  les  Lieux  plans. 

Il  est  possible  au  reste  de  donner  à  cette  conjecture  un  fonde- 
ment plus  assuré;  Eutocius  nous  a  conservé  de  ce  Traité,  dans  son 
Commentaire  sur  les  Coniques,  p.  i  i-i  2,  une  proposition  relative 
au  cercle  comme  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points 
donnés  sont  dans  un  rapport  donné.  Or,  dans  la  Météorologie 
d'Aristote  (III,  (^h.  V,  §  6-1 1),  nous  trouvons  déjà  l'une  des  deux 
parties  de  cette  proposition  (*),  et,  quoique  la  rédaction  soit  loin 
d'être  la  même,  la  marche  de  la  construction  et  de  la  démonstra- 
tion est  identique.  A  la  vérité,  le  passage  d'Aristote  en  question 
doit,  à  mon  avis  du  moins,  être  regardé  comme  interpolé  (2);  mais 
l'interpolation  est  sans  doute  très  ancienne  et  bien  antérieure  à 
Apollonius.  Si  d'ailleurs  le  rapprochement  n'a  pas  encore  été  fait, 
c'est  que  les  commentateurs  d'Aristote  se  sont  tous  trouvés  assez 
peu  compétents  pour  ne  pas  reconnaître  le  but  de  la  démonstra- 
tion; mais  l'indication  que  je  donne  doit  suffire  à  tout  géomètre 
pour  se  retrouver  dans  un  passage  qui  n'offre  pas  en  réalité  de 
difficulté  sérieuse,  et  je  crois  inutile  d'entrer  dans  des  détails  plus 
circonstanciés. 

4.  Un  troisième  ordre  de  questions  que  nous  voyons  apparaître 
dans  le  même  siècle  se  rapporte  à  la  technologie,  et  l'on  verra 
peut-être  dans  la  nature  des  discussions  poursuivies  un  indice  de 
l'influence  de  Platon,  c'est-à-dire  d'un  penseur  plus  philosophe 


(')  Que  les  points  du  cercle  jouissent  de  la  propriété  en  question;  l'autre  partie, 
que  les  points  en  dehors  de  la  circonférence  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété, 
ne  se  retrouve  que  dans  Apollonius. 

(*)  Par  suite  de  l'application  du  même  critérium  linguistique  qui  a  permis  à 
INIM.  Allman  et  Uscner  de  distinguer  le  texte  d'Eudème  des  interpolations  de 
Slniplicius  dans  le  fragment  sur  la  quadrature  des  lunules.  J'ai  étudié  la  question 
dans  la  Revue  de  Philologie,  188G. 
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([lie  géomètre.  En  tout  cas,  ce  n'est  pas  son  nom,  mais  c'est  princi- 
palement celui  de  Méneclime  qui  se  trouve  lié  à  ces  discussions, 
dont  Proclus  nous  a  conservé  un  écho  d'après  Geminus. 

La  première  mention  se  rapporte  au  terme  même  (X' Elrmenta 
{'z-zr/zXy.).  Voici  comment  Proclus  l'introduit  : 

Immédiatement  après  le  résumé  historique  (p.  70),  il  se  propose 
de  définir  le  but  des  éléments  ;  ce  but,  dit-il,  peut  être  envisagé 
soit  d'après  l'objet  même  du  Traité,  soit  relativement  à  l'étudiant. 
D'après  l'objet,  le  but  est  la  théorie  des  cinq  polyèdres  réguliers 
qui,  comme  on  le  sait,  jouent  un  rôle  capital  dans  la  physique 
pythagorisante  de  Platon  (^Timée).  Partant  de  là,  quelques  subtils 
philosophes  avaient  imaginé  d'assigner,  à  chacun  des  treize  Livres 
d'Euclide,  un  but  spécial  dans  la  théorie  phvsique  de  l'univers. 
Proclus  fait  exceptionnellement  ici  preuve  de  bon  sens  en  se  con- 
tentant de  cette  indication,  et  passe  à  définir  le  but  relatif  à  l'étu- 
diant; il  trouvera  dans  le  Traité  d'Euclide  les  éléments  de  la 
science  géométrique,  il  y  puisera  les  connaissances  fondamentales 
sur  lesquelles  s'appuient  tous  les  travaux  postérieurs  et  ceux  d'Ar- 
chimède  (^)  et  ceux  d'Apollonius. 

Le  terme  (ï éléments  (axoi^^sTa)  s'applique  proprement  à  ces 
théorèmes  qui,  dans  toute  la  Géométrie,  sont  primordiaux  et  prin- 
cipes de  conséquences  qui  s'appliquent  partout  et  fournissent  les 
démonstrations  de  relations  en  grand  nombre;  on  peut  comparer 
leur  rôle  à  celui  des  lettres  (également  nommées  G-zziytXy.  en  grec) 
.dans  le  langage. 

On  doit,  des  éléments  proprement  dits,  distinguer  les  théorèmes 
élémentaires  (!7to',)^£'.ojoy;) qui  sont  égalementgénéraux,  simples  et  re- 
marquables, mais  n'ont  pas  la  même  valeur  en  tant  que  leur  appli- 
cation dans  la  Science  n'est  pas  universelle  :  telle  est  la  proposition 
que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle  sur 
les  côtés  opposés  se  coupent  en  un  même  point. 

Aprèsavoir  développéles  considérations  que  je  viens  d'analyser, 
Proclus  emprunte  à  Geminus  le  passage  suivant  : 


(')  Proclus  vise  spécialement  la  citalioii  des  Elcincnts  (XII,  2)  dans  le  Traité 
de  la  Sphère  et  du  Cylindre,  T,  ()■ 
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P.  72,  23-'y3,  14.  «  r3'ailleLirs,  élément  se  dit  en  deux  sens, 
comme  le  remarque  Ménechme;  car  ce  qui  sert  à  obtenir  est  élé- 
ment de  l'obtenu  :  ainsi,  dans  Euclide,  la  première  proposition  l'est 
de  la  seconde  (problèmes),  la  quatrième  de  la'  cinquième  (théo- 
rèmes). Dans  ce  sens,  beaucoup  de  propositions  peuvent  être  ré- 
ciproquement appelées  éléments  les  unes  des  autres.  Ainsi  de  l'é- 
galité à  quatre  droits  de  la  somme  des  angles  extérieurs  d'un 
polygone,  on  conclut  le  nombre  d'angles  droits  que  vaut  la  somme 
des  angles  intérieurs  et  inversement  (*).  Dans  cette  signification 
Vêlement  ressemble  au  lemme.  Mais  on  appelle  autrement  élé- 
ment ce  qui  est  plus  simple  et  en  quoi  se  décompose  le  plus  com- 
plexe; dans  ce  sens,  on  ne  peut  plus  dire  que  tout  est  élément  de 
tout,  mais  seulement  ce  qui  est  primordial  par  rapport  à  ce  qui 
est  régulièrement  la  conséquence  :  par  exemple,  les  postulats  seront 
éléments  des  théorèmes.  C'est  dans  ce  dernier  sens  qu'Euclide  a 
composé  des  éléments,  les  uns  pour  la  Géométrie  plane,  les  autres 
pour  la  Stéréométrie,  et  que  de  nombreux  auteurs  ont  de  même 
écrit  des  éléments  d'Arithmétique  ou  d'Astronomie.  )> 

5.  Le  second  fragment  où  apparaît  le  nom  de  Ménechme  se 
rapporte  à  une  assez  curieuse  discussion  sur  la  nature  des  propo- 
sitions géométriques  : 

P.  yy,  iS-'^yS,  i3.  «  Déjà,  parmi  les  anciens,  les  uns,  comme 
Speusippe  et  Amphinome,  proposaient  de  tout  appeler  théorème, 
pensant  que  ce  terme  convient  mieux  que  celui  de  problème  aux 
sciences  théorétiques  (contemplatives)  et  surtout  traitant  des 
choses  éternelles;  car,  pour  de  telles  choses,  il  n'y  a  pas  de  généra- 
tion; il  n'y  a  donc  pas  de  place  pour  le  problème  où  il  s'agit  d'en- 
gendrer et  de  faire  quelque  chose  comme  si  elle  n'était  pas  aupa- 
ravant :  par  exemple,  construire  un  triangle  équilatéral,  décrire  un 
carré  sur  une  droite  donnée,  placer  une  droite  (donnée)  à  partir 
d'un  point  donné  (^/em.,  I,  2).  Il  vaut  mieux,  disaient-ils,  regarder 
toutes  ces  choses  comme  existant  déjà  (-),  et  dire  que  nous  consi- 


(')  Ces  théorèmes  ne  figurent  pas  dans  les  Éléments  d'Euclidc;  l'exemple  doit 
cire  de  Méncclunc.  Ce  passage  prouve  suffisamment,  au  reste,  que  le  titre  d'Élé- 
ments devait  (Hrc  iisiLc  avant  Euclide,  ce  qu'on  pourrait  aulrcmcnl  mcllre  en 
question. 

(0  !*•  7'^/)  ;  je. lis  oTt  Trâvtx  TaOtdt  ètt:  au  lieu  de  ôt-,  Tiocvra  raùra  icz'.. 
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dorons   leurs  gcncralions  non    pas  en  fait,  iriais  relalivemcnl  à  la 
connaissance,  si  nous  supposons  soumises  au  devenir  des  choses 
qui  sont  toujours^  il  convient  donc  de  dire  que  nous  les  traitons 
•    toutes  par  des  thùorèmes,  non  par  des  problèmes.  » 

«  D'autres,  au  contraire,  comme  les  mathématiciens  de  l'école  de 
Ménechme,  étaient  d'avis  de  tout  regarder  comme  des  problèmes, 
tout  eu  en  distinguant  deux  formes  :  tantôt  en  effet  il  s'ag't  de 
fournir  (izopizcca^T.)  quelque  chose  de  cherché,  tantôt  au  contraire, 
prenant  quelque  chose  de  déterminé,  de  voir  ce  que  c'est,  ou 
quelle  en  est  la  nature,  ou  ce  qui  lui  arrive,  ou  quelle  est  sa  re- 
lation à  quelque  autre  chose  (^).  » 

Le  troisième  et  dernier  fragment  n'appartient  plus  au  prologue 
de  Proclus,  mais  bien  au  commentaire  sur  les  propositions  (I,  6)  : 

P.  253,  16-254,  5.  «  Il  faut  remarquer  à  ce  sujet  que  beaucoup 
de  réciproques  sont  fausses  et  ne  sont  donc  pas  de  véritables  réci- 
proques ;  ainsi  tout  nombre  hexagone  est  triangle,  mais  il  n'est  pas 
vrai  que  tout  nombre  triangle  soit  hexagone.  La  raison  en  est  qu'un 
des  termes  est  plus  général,  l'autre  plus  particulier,  et  la  proposition 
universelle  n'est  vraie  qu'en  établissant  la  relation  dans  un  seul 
des  deux  sens.  Pour  qu'il  y  ait  réciprocité,  il  faut  que  le  premier 
terme  soit  identique  au  second.  C'est  ce  que  savaient  déjà  les  ma- 
thématiciens de  l'école  de  Ménechme  et  d'Amphinome.  » 

6.  Il  résulte  de  ces  trois  fragments  que  INIénechme  avait  du 
traiter  philosophiquement  des  principes  et  des  méthodes  de  la 
'  Géométrie.  A  côté  de  lui  et  discutant  les  mêmes  questions,  nous 
voyons  paraître  le  neveu  de  Platon  Speusippe,  ainsi  qu'un  autre 
personnage,  Amphinome,  dont  le  nom  ne  nous  est  pas  connu 
d'ailleurs. 

Proclus  cite  encore  Speusippe  au  début  de  son  commentaire  sur 
les  postulats  et  axiomes  : 

P.  l'jç),  12-23.  ((  Il  faut,  en  tout  cas,  que  les  principes  diflerent 
de  ce  qui  les  suit  en  ce  qu'ils  soient  simples,  indémontrables,  et  se 
reconnaissent  immédiatement  comme  vrais;  car,  en  général,  dit 


(')    La  suite  du  passage,  où  Proclus  justifie  sucressivcment  les  deux   opinions, 
ne  paraît  pas  empruntée  à  Gcminus. 
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Speiisippc,  rintelligcnce,  dans  ses  poursuites,  sans  parcourir  des 
stades  successifs,  met  en  avant  et,  pour  les  recherches  subséquentes, 
dispose  des  propositions  dont  elle  a  une  connaissance  plus  claire 
que  n'en  a  l'œil  des  objets  visibles,  ou  bien  au  contraire,  ne  pou- 
vant saisir  immédiatement  la  vérité,  elle  essaye  d'y  parvenir  succes- 
sivement et  par  degrés,  en  partant  des  premières  propositions.  )> 

Amphinome  est  cité  deux  autres  fois,  et  pour  des  questions  plus 
intéressantes  : 

P.  202,  9-25  (Commentaire  sur  I,  i).  «  Beaucoup  d'auteurs 
pensent  que  la  Géométrie  ne  considère  ni  la  cause,  ni  le  pourquoi  ; 
ainsi  c'est  l'opinion  d'Amphinome  qui  l'emprunta  d'aillenrs  à  Ari- 
stote  (^  ).  Mais  on  peut,  dit  Geminus,  rencontrer  en  Géométrie  des 
recherches  sur  ces  questions.  Comment  ne  serait-ce  pas  en  effet  au 
géomètre  à  chercher  par  quelle  cause  il  est  possible  d'inscrire 
dans  le  cercle  une  infinité  de  polygones  équilatéraux,  tandis  que 
dans  la  sphère  il  n'est  plus  possible  d'inscrire  une  infinité  de 
polyèdres  équilatéraux,  équiangles  et  formés  par  des  faces  poly- 
gonales pareilles  entre  elles?  Qui  peut  chercher  et  trouver  cela, 
sinon  le  géomètre?  D'autre  part,  les  géomètres  peuvent  raisonner 
par  réduction  à  l'absurde  :  alors  ils  se  contentent  de  trouver  ce 
qui  a  lieu;  ils  peuvent  au  contraire  procéder  par  démonstration 
régulière  (T.por^you[JÀvri),  et,  dans  ce  cas,  si  cette  démonstration  se 
fait  sur  des  hypothèses  particulières,  la  cause  n'apparaît  point 
encore;  mais,  si  le  raisonnement  est  général  et  fait  pour  tous  les 
cas  semblables,  aussitôt  le  pourquoi  devient  évident.  ». 

P.  220,7-221,6.  (  Commentaire  sur  I,  i).  «  Nous  considérerons 
qu'en  général  les  problèmes  peuvent  recevoir  des  solutions 
uniques,  multiples  ou  en  nombre  indéfini.  » 

((  Les  premiers  sont  appelés  réguliers  (TîTavfjiva)  par  Amphi- 
nome, ceuxdont  les  solutions  sont  multiples,  mais  en  nombre  déter- 
miné, sont  dits  intermédiaires  (;jija),  ceux  enfin  qui  offrent  une 
variété  indéfinie  de  solutions  sont  nommés  irréguliers  (oi'xy-x). 
Comment  un  problème  peut  être  unique  ou  multiple,  on  le  voit 


(')  Ce  passaj^c  csl  insuffisaiU  pour  (''lal)lir  (|u'Ainpliinomo  n'ait  jvns  rtc  contem- 
porain  (lAristolc. 
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imni(;diatcmcnl  pour  les  triangles  prccités  ;  car  l'équllaLéral  se  con- 
struit d'une  seule  façon,  Fisoscèlc  de  deux,  le  scalène  de  trois  ('). 
Quant  à  un  pro])lème  indéfini,  en  voici  un  :  Diviser  une  droite 
donnée  en  trois  segments  en  progression.  Si  l'on  divise  en  efTet 
cette  droite  suivant  le  rapport  douhie  (c'est-à-dire  si  l'on  divise  la 
droite  c  en  deux  segments  a,  b,  tels  que  b  =  2a)  cl  qu'on  fasse 
la  parabole  du  carré  du  plus  petit  segment  par  rapport  au  plus 
grand  en  ellipse  d'un  carré  (si  l'on  résout  a'-=^bx  —  x-, 
d'où  X  =  a),  la  division  se  fera  en  trois  parties  égales.  Mais,  si  le 
rapport  du  plus  grand  segment  au  plus  petit  est  supérieur  au  double 
(autrement  le  problème  serait  impossible),  comme  triple,  etc., 
et  qu'on  fasse  la  parabole  du  carré  du  plus  petit  segment  par 
rapport  au  plus  grand  en  ellipse  d'un  carré,  on  aura  la  division 


en    trois    parties    inégales. 


Soit    b  =  ma,    ces    parties    seront 


; a,  a,  ^ a    .  l^uis  donc  que  1  on  peut  taire 

la  division  en  deux  d'une  infinité  de  façons,  de  telle  sorte  que  le 
plus  grand  segment  soit  supérieur  au  double  du  plus  petit, 
triple,  etc.,  car  le  rapport  de  multiplicité  progresse  indéfiniment, 
la  division  en  trois  parties  en  progression  se  fera  d'une  infinité 
de  façons.   » 

7.  De  ces  diverses  citations  deux  points  surtout  paraissent  à  re- 
tenir. 

La  distinction  d'une  troisième  forme  de  proposition,  le  porisme, 
"à  côté  du  théorème  et  du  problème,  est  étrangère  aux  géomètres 
du  iv^  siècle  avant  J.-C,  et  elle  n'a  probablement  résulté  plus 
tard  que  du  choix  fait  par  Euclide  de  cette  expression  pour  dé- 
signer un  de  ses  Ouvrages.  Toutefois,  le  germe  de  cette  distinction 
apparaît  déjà  dans  le  second  fragment  de  Ménechme. 

La  classification  des  problèmes  d'après  le  nombre  des  solutions 


(')  Ceci  se  rapporte  aux  construclions  faites  par  analogie  à  celle  de  lequila- 
Icral  donnée  par  Euclide  I,  i,  constructions  que  nous  étudierons  plus  tartl.  La 
base  de  l'isoscèlc  qui  est  donnée  peut  être  plus  petite  ou  plus  grande  que  les 
côtés  égaux  dont  la  longueur  est  d'ailleurs  arbitraire.  La  base  donnée  du  scalène 
peut  être  plus  petite,  plus  grande  ou  intermédiaire  entre  les  deux  autres  côtés 
supposés  d'ailleurs  arbitraires.   Pour  nous,  ces  problèmes  seraient  indéterminés. 
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n'est  nullement  conçue  d'après  nos  liabitiides  modernes.  Ainsi  le 
problème  I,  i,  d'Euclide,  construire  un  triangle  équilatéral  sur 
une  base  donnée,  a  pour  nous  deux  solutions  symétriques  par 
rapport  à  cette  base;  pour  les  anciens,  la  solution  est  unique 
(jj^ova^wç),  elle  est  donnée  par  l'intersection  de  deux  cercles  et  ils 
ne  s'inquiètent  pas  du  nombre  de  points  donnés  par  cette  inter- 
section. 

Si,  sur  la  base  donnée,  il  s'agit  de  construire  un  triangle  isoscèle, 
cette  base  n'étant  pas  un  des  deux  côtés  égaux,  le  sommet  est  pris 
arbitrairement  sur  une  droite  déterminée,  soit  au-dessus,  soit  au- 
dessous  du  point  qui  donnerait  le  triangle  équilatéral  :  de  là  deux 
ligures,  dont  chacune  compte  pour  une  solution  unique. 

De  même,  la  construction  d'un  triangle  scalène  sur  une  base 
donnée,  si  indéterminée  qu'elle  soit,  ne  comptera  que  trois  cas 
distincts. 

L'exemple  du  problème  indéterminé  {oi.T.z'.ç>y.yjiùq)  nous  présente 
au  contraire  un  problème  qui  devient  parfaitement  déterminé,  une 
fois  que  l'on  s'est  donné  une  certaine  relation  entre  deux  incon- 
nues; mais  il  offre  ceci  de  remarquable  que  la  solution  est  conçue 
comme  indépendante  de  cette  relation  arbitraire.  G^est  donc  sous 
cette  forme  que  les  anciens  concevaient  la  généralisation  des  ))ro- 
blèmes  particuliers,  et  cette  forme  doit  être  regardée  comme 
analogue  aux  solutions  èv  àopiaiw  de  Diopliante,  alors  qu'il  arrive 
à  la  valeur  de  l'inconnue  en  fonction  d'une  variable  arbitraire.  Il 
est  certain  que  cette  façon  d'envisager  les  problèmes  est  remar- 
quable par  sa  profondeur,  si  elle  laisse  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  netteté  et  de  la  précision. 
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ZEITSCIIRIFT    FÏiR  Mathematik   und   Physik.    —    Historischo-Lilerarische 

Ablheilung  (i). 

Tome  XXIX,  année  1884. 


Heiberg,  —  La  tradition  arabe  des  Eléments  d'Eiiclide. 

C'est  par  les  Arabes  que  nous  avons  eu  connaissance  d'abord  des  Livres  ma- 
thématiques des  anciens  :  les  traductions  arabes  des  œuvres  grecques  sont  donc 
d'une  très  grande  importance  pour  l'histoire  des  Sciences.  Malheureusement, 
peu  de  ces  traductions  sont  accessibles.  Parmi  ces  dernières  sont  venues  se 
ranger,  en  1881,  grâce  à  M.  Klamroth,  deux  traductions  des  Éléments  d'Eu- 
clide,  qu'il  a  étudiées  avec  beaucoup  de  soin.  Les  conclusions  auxquelles  est 
arrivé  ce  savant  sont  d'une  grande  importance;  elles  bouleversent  nos  idées  sur 
ce  sujet.  M.  Louis  Heiberg,  l'éditeur  d'Euclide,  le  savant  certainement  le  plus 
autorisé  sur  la  matière,  s'en  est  ému  :  il  cherche  à  préciser  la  véritable  portée 
des  résultats  obtenus  par  son  prédécesseur. 

Ce  qui  d'abord  peut  être  regardé  comme  acquis,  c'est  la  discordance  entre 
les  traductions  arabes  et  la  version  de  Campanus,  qu'on  avait  considéré  jus- 
qu'ici comme  le  traducteur  fidèle  des  Arabes.  En  revanche,  les  deux  traductions 
examinées   par  M.  Klamroth,   celle   de   Hajjaj  et  de  Yshak  ben  Hunein,  con- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII^,  p.  io5. 
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cordent  entre  elles  sur  un  grand  nombre  de  points.  Il  est  donc  très  probable 
qu'elles  ont  une  origine  commune. 

Quelle  est  cette  origine?  M.  Klamroth  répond  :  c'est  l'original  même  des 
Éléments  d'Euclide,  le  seul  authentique,  celui  que  les  manuscrits  grecs  ne 
donnent  qu'avec  des  changements  et  qu'il  faudrait  restituer  d'après  les  versions 
arabes.  Son  raisonnement  d'ailleurs  est  simple;  la  tradition  arabe  remonte,  au 
vin®  siècle;  nos  manuscrits  les  plus  anciens  appartiennent  au  ix®  siècle  :  donc 
c'est  la  tradition  arabe  qui  mérite  notre  confiance. 

M.  Heiberg  est  loin  d'accepter  cette  conclusion.  Il  a  trouvé  au  British  Muséum 
un  palimpseste,  composé  de  cinq  feuillets  et  contenant  des  fragments  des  Élé- 
ments. Ces  fragments  concordent  parfaitement,  autant  qu'on  en  peut  juger, 
par  le  texte  et  par  les  numéros  des  divisions,  avec  les  manuscrits  grecs.  Or  le 
palimpseste  en  question  est  incontestablement  du  vn^  ou  du  commencement  du 
vin*  siècle.  Sans  méconnaître  la  haute  importance  de  cette  trouvaille  et  la  valeur 
de  l'argument,  on  pourrait  cependant  arguer  qu'étant  peu  antérieur  aux  ma- 
nuscrits arabes,  le  palimpseste  ne  suffit  pas  à  lui  seul  pour  trancher  la  ques- 
tion. M.  Heiberg  a  prévu  cette  objection  et  il  a  cherché  des  preuves  plus 
solides  dans  les  mentions  et  citations  très  nombreuses  des  Éléments  d'Euclide, 
qu'ont  faites  les  écrivains  grecs. 

Nous  ne  pouvons  suivre  M.  Heiberg  dans  son  intéressante  revue;  disons  seu- 
lement que,  pour  les  numéros  des  divisions,  les  auteurs  grecs  sont  presque  tou- 
jours d'accord  avec  les  manuscrits  grecs  et  diffèrent  notablement  des  arabes. 
Ces  derniers  ont  également  omis  plusieurs  corollaires,  mentionnés  par  les 
auteurs  du  ni®  au  v*  siècle,  par  Pappus,  Proclus,  Simplicius,  etc.;  enfin,  et  ceci 
n'est  pas  le  moins  bon  argument,  on  cherche  vainement  dans  les  versions 
arabes  des  théorèmes,  dont  Euclide  avait  besoin  dans  la  suite  de  son  œuvre  et 
qui  se  trouvent  bien  à  leur  place  dans  le  texte  grec.  Les  versions  arabes,  loin 
de  présenter  l'ouvrage  original,  doivent  donc,  au  contraire,  être  regardées 
comme  mutilées. 

Cette  mutilation  a-t-elle  été  l'œuvre  des  traducteurs  seuls?  M.  Heiberg  ne  le 
pense  pas.  Il  croit,  au  contraire,  que  les  Arabes  ont  eu  un  texte  grec  des  Élé- 
ments, différent  du  nôtre.  Il  y  a  des  manuscrits  grecs,  conformes,  sur  beaucoup 
de  points,  aux  versions  arabes.  Un  de  ces  manuscrits,  entièrement  négligé  jus- 
qu'ici, a  été  trouvé  par  l'auteur  à  la  bibliothèque  communale  de  Bologne.  Il 
provient  du  xi*  siècle.  Les  neuf  premiers  Livres  sont  identiques  avec  les  autres 
manuscrits  grecs.  La  fin  du  X*  Livre  marque  quelques  différences  de  peu  d'im- 
portance. Mais,  à  partir  du  XP  Livre,  les  variantes  sont  nombreuses.  M.  Heiberg 
les  cite  en  grec,  et  il  ressort  de  leur  examen  que,  dans  le  texte  et  dans  les 
numéros  des  divisions,  elles  s'accordent  d'une  manière  très  remarquable  avec 
celles  des  Arabes.  Il  y  a  cependant  des  différences.  L'auteur  pense  que  le  tra- 
ducteur arabe  se  servait  pour  les  Livres  XI,  XÏI  et  XIII  d'une  version  très  ana- 
logue à  celle  de  Bologne,  dont  il  a  d'ailleurs  usé  très  librement.  La  traduction 
des  dix  premiers  Livres  aurait  été  faite  directement  d'après  le  texte  d'Euclide. 
Les  nombreux  changements  seraient  donc  ici,  d'après  M.  Heiberg,  l'œuvre  des 
traducteurs  arabes.  En  effet,  la  préface  d'un  traducteur  que  M.  Heiberg  cite, 
d'après  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  Bodléienne,  prouve  avec  quelle  liberté 
on  traitait  parfois  le  texte  d'Euclide.  Malgré  les  modifications  successives  et 
très  importantes  qu'elle  a  dû  subir,  la  tradition  arabe  d'Euclide  a  cependant 
une  grande  importance  au  point  de  vue  du  rétablissement  du  texte  original  des 
Eléments.   VA\c   provient    sans  doute,  comme  le    maïuiscril    de    Bologne,   d'un 
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exemplaire  antérieur  à  la  rédaction  de  Théon.  Jusqu'ici  nous  n'avions  de  cette 
espèce  que  le  seul  manuscrit  n"  90  du  Vatican.  La  version  arabe  permettra  de 
contrôler  ces  manuscrits;  il  faudra  pourtant  s'en  servir  avec  beaucoup  de 
réserve,  surtout  dans  les  XI",  XII«  et  XIII"  Livres,  puisque  dans  ces  Livres  l'écri- 
vain arabe  s'est  servi  d'un  texte  abrégé  à  la  manière  du  manuscrit  de  I{oIoi,'ne. 
Dans  la  dernière  Partie  de  son  travail,  M.  Heiberg  s'occupe  de  la  traduction 
connue  sous  le  nom  de  Campanus.  Il  ne  veut  pas  trancher  la  question  de  savoir 
si  Adelard  de  Batli  ou  Campanus  en  est  l'auteur;  il  se  borne  à  noter  simple- 
ment l'opinion  de  M.  Klamroth,  d'après  laquelle  Adelard  serait  le  traducteur 
et  Campanus  l'adaptateur.  Quant  aux  diiïércnces  très  nombreuses  présentées 
par  cette  version,  relativement  à  celle  des  Arabes,  M.  Heiberg  incline  à  penser 
qu'elles  ne  sont  pas  toutes  l'œuvre  du  traducteur  latin  ;  celui-ci  n'aurait  fait 
que  travailler  d'après  une  version  arabe  différente  de  celles  de  Hajjaj  et 
d'Yshak. 

Mailler.  —  Les  irrationalités  des  Rahins  (  '). 

M.  Edouard  INIahlcr  poursuit  ses  recherches  sur  les  connaissances  matliéma- 


(')  Signalons  à  ce  propos  un  article  paru  dans  un  Recueil  littéraire  :  la  Bévue 
critique  d'Histoire  et  de  Littérature  (28  avril  188^)  et  qui  intéresse  très  vive- 
ment le  problème  encore  irrésolu  des  méthodes  de  calculer  les  racines  carrées 
irrationnelles  dans  l'antiquité.  En  rendant  compte  avec  grands  éloges  du  travail 
de  M,  Weissenborn  sur  les  racines  carrées  irrationnelles  d'Archimède  et  de  Héron, 
M.  L.  Heiberg  note  dans  la  Logistique  du  moine  Barlaam  (éd.  Chamber,  Paris, 
1600),  une  méthode  de  calculer  les  racines  carrées  irrationnelles,  méthode  cer- 
tainement ancienne  et  très  voisine  de  l'hypothèse  proposée  par  Oppermann  et 
développée  depuis  à  des  points  de  vue  divers  par  MM.  Alexeieff  et  Charles  Henry. 
Soit   b  la  racine  du  nombre  carré  le  plus  proche  de  a,  mais  plus  grand;  posons 

a            b  -{-  c  •       .  •        1      /-     ,  ,  .     .    ,         . 

-  =  c;  sera  une  approximation  de  sja  plus  exacte  que  b,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  clair  qu'on  peut  prendre,  au  lieu  de  b,  la  racine  du  nombre  carré  qui  est 
plus  proche  de  «,  mais  plus  petit.  Cette  méthode  donne  immédiatement  ces 
quatre  résultats  héroniens  : 

,0  ^63  =  8-    ', 

10 


ca  I' 


donc 


(i3 


car 


•2  16        '  16  16 

/ — ^r       o         III         I 

i/iobi   =    J2H l-T   +  7i+  777» 


,       „        6  +  c        2io5       .,         07       .,         32 -F  16 

b  =  32,         ==    — —    =   S2-h    -jr    =   32   H ~ 

•1  0/4  b'\  6 

v/5Ô  =  7  H 7> 

'        14 
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tiques  des  Hébreux.  Dans  le  Livre  d'Erubin  de  la  Geniara,  on  trouve  cette 
indication  :  si  le  côté  d'un  carré  a  une  aune,  sa  diagonale  a  i|  d'aune.  Les 
Tosfeth,  en  commentant  ce  passage,  font  remarquer  que  cette  valeur  n'est  pas 
exacte.  Soit  un  carré  dont  le  côté  égale  lo;  son  aire  sera  égale  à  loo;  il  con- 
tiendra quatre  petits  carrés  dont  les  côtés  égalent  5.  Une  diagonale  d'un  de 
ces  petits  carrés  devrait  être  égale  à  7  ;  il  est  cependant  aisé  de  voir  que  son 
carré  n'est  pas  égal  à  49?  mais  bien  à  5o.  Ce  théorème  sert  dans  le  Baba 
Bathra  à  démontrer  que  la  somme  des  deux  côtés  d'un  triangle  est  plus  grande 
que  le  troisième  côté. 

On  trouve  encore  dans  le  Tosfeth  d'auti'es  valeurs  irrationnelles.  Ainsi  un 
rectangle  de  deux  palmes  de  hauteur  et  d'une  palme  de  largeur  aurait  une 
diagonale  «  un  peu  moindre  que  deux  palmes  |  ».  M.  Malher  pense  que  la 
valeur  de  m,  et  un  peu  plus  donnée  par  Erubin  pour  la  \/ viboo,  pourrait 
également  reposer  sur  la  \/b.  En  effet,  ^12600  =  5o  ^. 

Pour  la  v/Sooo,  Maïmonide  donne  la  valeur  70 y.  C'est  là  une  valeur  remar- 
quablement exacte,  \/booo  étant  en  réalité  70,710  (au  lieu  de  70,714)  ;  ce  qui 
est  plus  remarquable  encore,  c'est  que  l'auteur  hébreu  a  pleinement  conscience 
de  l'irrationalité  de  la  racine  en  question.  «  La  racine  carrée  de  5ooo,  nous 
dit-il  textuellement  d'après  la  traduction  de  M.  Mahler,  ne  peut  pas  être  déter- 
minée exactement,  de  même  qu'il  est  impossible  de  donner  exactement  la  pro- 
portion entre  la  circonférence  et  le  diamètre  d'un  cercle,  puisqu'on  n'arrive 
jamais  à  une  lifnite  de  calcul.  »  Il  semblerait  donc  que  Maïmonide  aurait  connu 
également  l'irrationalité  de  -ji.  L'œuvre  de  Maïmonide  contient  d'autres  preuves 
encore  de  ses  connaissances  mathématiques.  On  y  trouve  notamment  des  extrac- 
tions de  racines  carrées;  M.  Mahler  promet  de  revenir  sur  ce  sujet. 

Suter.  —  Le  Traité  De  quadratura  circuli  d'Albert  de  Saxe. 

Albertus  de  Saxe,  dont  s'occupe  M.  H.  Suter,  a  été  le  premier  recteur  de  l'Uni- 
versité de  Vienne.  Il  avait  étudié  à  Prague  et  à  Paris,  où  il  devint  docteur  en 
théologie  et  où,  d'après  l'auteur,  il  aurait  écrit  la  plupart  de  ses  Ouvrages;  il 
est  mort  évoque  de  Halberstadt  en  iSgo.  Luca  Pacioli  le  dit  franciscain,  Gan- 
dolfo  augustin,  d'après  un  extrait  de  son  Liber  propovtionum  fait  par  Isidore 
de  Isolanis,  il  aurait  été  frère  prêcheur.  L'auteur  pense  que  ces  assertions  sont 
erronées  :  d'après  lui  Albert  aurait  été  laïque. 

Parmi  les  écrits  mathématiques  d'Albert,  le  Liber  proportionum  est  le  plus 
connu.  M.  le  prince  Boncompagni  en  connaît  dix  éditions  différentes  :  le  Trac- 
tatus  de  latitudinibus  formarum  n'a  été  imprimé  qu'une  seule  fois  à  Venise, 
en  i5o5;    le  traité   De  niaxinio   et   mininio   n'existe   qu'en   manuscrit;   enfm 
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.M.  SuLcr  vient  de  trouver  un  quatrième  Ouvrage  dans  un  manuscrit  de  la 
Bibliotlièque  de  Berne. 

Ce  Volume  contient  dix  Trait(''s  différents.  Le  troisième,  que  M,  Suter  repro- 
duit intégralement,  est  d'AII)ert  de  Saxe.  Il  est  intitulé  Quœstio  de  cjuadratura 
circuit.  Albert  croit  la  quadrature  du  cercle  possible  et  il  l'efTectue  en  effet, 
en  commettant  la  môme  faute  que  tous  ses  prédécesseurs  depuis  Boéce  :  il 
suppose  que  le  nombre  3i  représente  exactement  le  rapport  du  cercle  au  dia- 
mètre. Il  est  cependant  plus  avancé  que  Franco  de  Liège,  en  ce  sens  qu'il  sait 
transformer  le  rectangle  en  carré.  Sa  méthode  a  beaucoup  de  ressemblance 
avec  celle  que  l'anglais  Thomas  Bradwardin  avait  donnée  dans  sa  Geometria 
speculativa.  Cependant  l'auteur  ne  pense  pas  qu'Albert  ait  connu  l'Ouvrage 
de  Bradvvardin;  il  suppose  plutôt  qu'ils  ont  puisé  à  une  source  commune. 

Quelle  a  été  cette  source?  Bradwardin  cite  le  trait»';  De  la  mesure  du  cercle 
d'Arcliirnède.  Mais  il  paraît  impossible  qu'il  l'ait  étudié  lui-môme,  car  il  aurait 
su  alors  que  le  nombre  3  y  n'est  qu'une  approximation.  Mais  il  pourrait  avoir 
connu  le  traité  de  Zénodore  rapporté  par  Théon  dans  son  Commentaire  de 
VAlmageste  ou  bien  le  V*  Livre  de  la  collection  de  Pappus.  De  plus,  l'au- 
teur croit  pouvoir  identifier  un  Libellus  de  corporibus  isoperimetris  cité 
par  Albert  avec  le  Traité  d'un  anonyme,  rapporté  par  Ilultsch  dans  son  édition 
de  Pappus  et  dont  on  trouve  une  traduction  datant  du  xiu*  siècle  dans  un 
manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Bàle  :  rien  ne  s'oppose  donc  à  ce  qu'on  la  sup- 
pose connue  de  Bradwardin  et  d'Albert. 

Le  manuscrit  de  Berne  contient  encore  un  autre  Traité  sur  la  quadrature  du 
cercle,  anonyme  celui-ci.  M.  Suter  ne  pense  pas  qu'il  soit  également  d'Albert. 
On  y  part,  en  effet,  de  principes  diamétralement  opposés.  C'est  l'essai  d'Hippo- 
crate  de  Chios  pour  carrer  le  cercle  par  les  lunules.  En  revanche,  deux  autres 
Traités,  également  anonymes,  du  même  manuscrit,  pourraient  bien  être  d'Albert. 
M.  Suter  les  réserve  pour  une  publication  ultérieure. 

Wittstein.  —  Sur  quelques  noms  d'étoiles  dérivés  de  l'arabe. 

On  connaît  l'influence  considérable  qu'ont  exercée  sur  le  développement  de 
l'Astronomie  les  savants  arabes  :  la  Science  en  a  gardé  la  trace  dans  des  noms 
d'appareils  et  des  noms  d'étoiles.  M.  A.  Wittstein  compte  en  tout  quatorze 
noms  d'étoiles  ayant  une  origine  arabe.  Le  nom  arabe  est  en  général  fort  long, 
et  c'est  sa  première  ou  sa  dernière  partie  qui  a  été  corrompue  dans  le  nom  que 
nous  connaissons.  Dans  un  appendice,  INI.  ^^  iltslein  s'étend  sur  l'étymologie  de 
quelques  noms  dérivés  du  grec,  ainsi  que  sur  l'origine  des  mots  zénith,  nadir, 
azimut,  alidade  dérivant  tous  quatre  de  l'arabe. 

Doeriier.  —  Pétition  de  Kepler  à  Tempereur  Rodolphe  II. 

M.  R.  Dœrner  a  trouvé  dans  les  archives  de  Hanovre  une  pétition  adressée 
par  Kepler  à  l'empereur  Rodolphe  II,  à  l'effet  d'obtenir  un  privilège  général 
pour  l'impression  de  ses  Ouvrages.  Cette  demande  a  été  faite  à  l'occasion  du 
départ  des  marchands  pour  la  messe  de  Francfort,  centre  du  commerce  des 
livres  en  Allemagne.  Comment  le  document  en  question  est-il  parvenu  à 
Hanovre?  D'après  M.  Dœrner,  il  aurait  été  pris  par  les  Suédois  à  l'assaut  de 
l*raguc,  en  lo'iS,  recueilli  par  \lexandre  Erskin,  raméiirr  du  duché  iX^^  Brème 
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et  serait  parvenu  de  là  aux  archives  de  Stade,  réunies  ensuite  à  celles  de 
Hanovre.  Si  cette  supposition  est  exacte,  nous  devons  peut-être  nous  attendre  à 
d'autres  révélations. 

H. 


MÉlMOIRES  de  l'Académie  des  Sciences  et  Lettres  de  Montpellier 

(section  des  Sciences). 

Année  1847. 

Gergonne.  —  Sur  le  principe  de  la  dualité  en  Géométrie. 

Gergonne  rappelle  que  c'est  à  Servois  (18 ri)  qu'on  doit  l'introduction  dans  la 
Science  des  dénominations  de  pôle  el  polaire. 

En  i8i3,  Gergonne  découvre  le  principe  de  dualité.  Le  Mémoire  de  Gergonne 
de  1824  ne  fut  d'abord  remarqué  que  par  Steiner,  Plucker  et  Chasles.  Le  reste 
de  la  Note  contient  une  sorte  de  polémique  avec  Poncelet. 

Année  1848. 

Bonnet  (O.).  —  Note  sur  la  force  vive  d'un  corps  solide  ou  d'un 
système  invariable  en  mouvement. 

L'auteur  démontre  par  des  considérations  très  simples  les  deux  propositions 
suivantes  : 

1°  Le  principe  des  forces  vives  peut  s'appliquer  à  des  axes  mobiles,  ayant 
une  origine  différente  du  centre  de  gravité,  et  des  directions  constantes,  pourvu 
que  le  mouvement  de  l'origine  mobile  puisse  être  produit  par  une  force  allant 
constamment  rencontrer  la  parallèle  à  l'axe  instantané,  mené  par  le  centre  de 
gravité  du  système. 

2°  On  sait  que  la  force  vive  d'un  système  peut  se  décomposer  en  deux 
parties,  dont  l'une  représente  la  force  vive  du  corps  déterminée  par  un  obser- 
vateur qui,  placé  au  centre  de  gravité,  regarderait  ce  point  comme  immobile, 
et  dont  l'autre  est  la  force  vive  obtenue  en  supposant  toute  la  masse  concentrée 
au  centre  de  gravité  et  animée  de  la  vitesse  de  ce  point.  Le  lieu  des  points  qui 
jouissent  de  la  propriété  du  centre  de  gravité  est  un  cylindre  droit  à  base  cir- 
culaire déterminé  à  chaque  instant  par  cette  condition  que  deux  génératrices 
rectilignes  opposées  coïncident,  l'une  avec  l'axe  instantané,  l'autre  avec  la 
droite  menée  par  le  centre  de  gravité  parallèlement  à  cet  axe. 

Ce  théorème  avait   été  démontré  par  Cauchy  {Ex.  Math.,  '2"  année,  p.  104  ), 


(')   Le  premier  ^()Iulllo  a  paru  en  iS.ln  pour  les  années  de  1817  à  i85o. 
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ruais  la  dcmonstration  de  M.  O.  BormcL  est  plus  simple  que  celle  de  Caucliy  et 
montre  de  plus  que  les  points  du  cylindre  jouissent  seul  de  la  même  propriété 
(|ue  le  centre  de  gravité. 

Année  iS\ij. 

Lentliéric  [neveu).  —  Tliéoric  générale  des  pôles,  polaires, 
plans  polaires,  polaires  conjuguées  et  polaires  réciproques  des 
lignes  et  surfaces  du  second  ordre  (i"^  Partie). 

Année  i85o. 

Lenthéric  (neveu).  —  Théorie  générale  des  pôles,  polaires, 
plans  polaires,  polaires  conjuguées  et  polaires  réciproques  des 
lignes  et  surfaces  du  second  ordre  (2®  Partie). 

Année  i85i. 

Lenthéric  (neveu).  —  Solution  générale  du  problème  des  rou- 
lettes ;  rectification  et  quadrature  des  cycloïdes  et  épicycloïdes. 

Toutes   ces  questions,  traitées  d'ailleurs  d'une  façon  élégante  par  l'auteur, 
sont  aujourd'hui  bien  connues. 

Années  i852  et  i853. 

Lenthéric.  —  Traité  de  Gnomonique. 

Lenthéric  (neveu).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème 
de  Guldin  et  du  volume  d'un  tronc  de  prisme. 

Lenthéric  (neveu).  —  Note  sur  la  théorie  des  roulettes. 

Année  i854. 

Lenthéric  (neveu).  —  Note  sur  les  coniques  et  les  surfaces  du 
second  ordre. 

On  trouve  dans  cette  Note  la  démonstration  de  théorèmes  bien  connus. 

Faure  (IL).  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  la  transformation  des 
courbes. 

Deux  courbes  queh<MU|ucs  sont  tracées  sur  une  surface  S  ;  à  ces  deux  courbes 
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correspondent  sur  une  surface  S  deux  autres  courbes  qui  se  coupent  sous  le 
même  angle  que  les  premières;  on  demande  la  relation  qui  doit  exister  entre 
les  coordonnées  des  points  correspondants  sur  les  deux  surfaces. 

Soient  a  l'intersection  des  deux  courbes  sur  la  surface  S,  a'  et  a"  deux  points 
infiniment  voisins  du  point  a,  pris  sur  chacune  des  deux  courbes,  a,  a',  a"  les 
points  correspondants  sur  la  surface  S,  points  que  nous  supposerons  aussi  infi- 
niment voisins.  Les  triangles  aa'a",  clix' oi."  sont  semblables,  de  sorte  que 
si  ds  et  d<y  représentent  respectivement  les  éléments  aa' ,  aa',    on  doit  avoir 

-—•  =  M.  Or,  d'après  Gauss,  on  a  toujours  ds  =  T)  \/ dx^ -{- dy^ ,  x  et  y  étant  les 
d<s 

coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  rapportées  à  deux  courbes  fixes  tracées 
sur  la  surface,  et  é^a  =  ti.\J d^-\-  dt^,  ^  et  tj  étant  les  coordonnées  du  point 
correspondant  sur  la  surface  S.  Les  quantités  x  tX.  y  sont  deux  variables  indé- 
pendantes dont  ^  et  Tfi  sont  des  fonctions.  Un  calcul  fort  simple  montre  que  l'on 

satisfait  à  la  relation—  =  M  en  prenant  \±i'f\sj — i  =  F(^±:jkv/ — i),  F  dé- 
signant une  fonction  arbitraire;  pour  une  valeur  particulière  attribuée  à  cette 
fonction,  on  obtiendra,  en  égalant  séparément  les  parties  imaginaires  et  les 
parties  réelles,  deux  équations  qui  serviront  à  déterminer  \  et  t;  en  fonction  de 
X  et  y. 

Dans  le  cas  des  courbes  planes,  l'étude  de  la  relation 

gfnlog(r+uV — 1' 

•^  +  Tiv/-^=  t:^:^. j 


ou,  en  passant  des  coordonnées  ^  et  ï^  aux  coordonnées  polaires  p  et  w,  l'étude 
des  relations  p  =  i^„i-\  '  "  ~  "^^^  conduit  à  un  grand  nombre  de  conséquences 
très  intéressantes. 

Année  1857. 

Lentliéric  {iie^'eu).  —  Nouveau  mode  de  discussion  de  l'équation 
générale  du  second  degré  à  deux  variables. 

Cette  méthode  a  pour  base  la  théorie  des  diamètres. 

Année  j858. 

Berger.   —   Discussion  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
degré. 

C'est  la  métliodc  de  discussion  au  moyen  de  la  décomposition  en  carrés. 

Lenlliéric.  —  Réduction  à  la  formule  la  plus  simple  de  l'équation 
numérique  du  second  degré  à  deux  variables. 

/iuchc.  —   Note  sur  la  fornudc  de  Ta\lor. 
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h" 

Si  l'on  pose  /(j; -i- /i)  — /(.r  )    - /i/(x) -H. .  .H ^ /'•(x)-hli,    Itoclic 

montre  que  l'on  a 

i.2.../l.(/>-M) -^ 

/?  étant  un  nombre  positif  (iuclcon(iuc  au  plus  égal  à  n. 
Ce  résultat  est  maintenant  classicjue. 


Année  iSjq. 

Lenlhéric.  —  Transformation  newtonienne  des  figures  planes. 

Étude  de  rhomographie, 

Rouché  {Eugène).  —   Sur  Tinlégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires. 

Exposition  de  ce  que  Ion  sait  à  cette  époque  sur  cette  question. 

Année  1860. 

Lentliéric.    —  Transformation  newtonienne  des  figures  planes, 
(?/  Partie). 

Année  1861. 

Lenthéric.  —  Théorie  de  l'ellipse,  déduite  de  la  transformation 
particulière  du  cercle. 

Année  1862. 

Lenthéric.  —  Transformation  newtonienne  appliquée  à  la  théorie 
de  l'homographie. 

Année  i863. 

Bonnet  (O.).    —   Mémoire    sur   l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  généraliser  ou  d'étendre  aux  équations  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables,  la  méthode  tlonnée  par  Lagrange  pour 
intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  orrlrr  à  trois  vaiiablos. 

Boche.  —  Sur  une  généralisation  de  la  formule  de    lashu  . 
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Posons/(«  +  /0  =/(«)  +  /?/'(«)+...+  ,.2'"   ,^/"(^0  +  r^,..  on  a 

"■      [J  ^  '      ^^  \.i...q  \\.i...n  9<'/-^'  (a -T- 6 A) 

on  suppose  que  dans  l'intervalle  dont  on  se  sert  cp(ir),  ^' {x),  ...,  <p('/+')(a7) 
restent  finies  et  continues;  que  /("+') (a?)  et  cp('/+')(a;)  ne  s'annulent  pas 
ensemble,  tp  représentant  une  fonction  absolument  arbitraire  d'ailleurs. 


Année  1866. 

Duclos  (L.).   —  Transformation  des  équations  linéaires   par  le 
changement  de  variable  indépendante. 

Etant  donnée  une   équation   différentielle  linéaire,  on  rend  égal  à  l'unité  le 

coefficient  de  r,  on  remplace  ^>  -j-^  >  •••  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des 

dérivées  de  a?  et  de  jk  prises  par  rapport  à  une  nouvelle  variable  t.  Il  s'intro- 
duit ainsi  une  indéterminée  dont  on  dispose  pour  réduire,  si  c'est  possible,  à 
des  constantes  les  coefficients  des  dérivées  de  divers  ordres  que  l'équation  ren- 
ferme. Ainsi,  la  transformation  repose  sur  un  changement  de  la  variable  indé- 
pendante. 

L'auteur   tire    de   là   l'intégration   de   quelques   équations   du  second    et   du 
troisième  ordre. 

Garlin.  —  Sur  les  systèmes  isothermes. 

L'auteur  étudie  les  systèmes  isothermes  cylindriques  et  coniques. 

Année  1869. 

Conibescure  (Ed.).  — ■  Remarques  sur  un  théorème  de  M.  Claii- 
sius. 

On  sait  que  Clausius  a  établi  l'équation  approchée 

\:^mv-  =  —  ^'L?7i{Xx  -i-  Yy  -i-  Zz), 

relative  à  un  système  de  points  matériels  :  mv^  est  la  force  vive  moyenne  du 
point  {x,y,  z)  et  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  de  la  résultante  de  toutes  les 
forces  tant  intérieures  qu'extérieures  qui  sollicitent  ce  point  ni.  L'auteur,  dans 
la  présente  Note  (3  pages,  in-4°),  montre  que  la  précédente  équation  conserve 
exactement  la  même  forme  lorsqu'on  ne  fait  intervenir  que  les  forces  extérieures 
pourvu  que  les  liaisons  des  points  du  système  soient  exprimées  uniquement  par 
des  équations  homogènes  par  rapport  à  l'ensemble  des  coordonnées,  les  forces 
intérieures  disparaissant  identiquement  dans  celte  hypothèse. 

Conibescure  (fui.).  —  Vérification  d'une  certaine  équation  qui 
figure  à  hi  page  i  7  du  deuxième  Volume  de  \AMéc((ni(jue  céleste. 
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Celte  Note  (9  |)ages,  \n-'\")  (;sL  destinée  à  rétablir  certains  (h'-velopperiienls 
(le  calcul,  entièrement  supprimés  par  F. aplace  et  relatifs  à  l'importante  é(|uati(Hi 
aux  dérivées  partielles  que  doit  vérifier  la  fonction  potentielle.  Kn  supposant 
égal  à  zéro  l'un  des  membres  de  l'équation,  l'auteur  de  la  ^ote  partage  l'autre 
membre  en  deux  groupes  particuliers  de  termes.  Par  des  transfr)rmations 
propres  à  chacun  de  ces  groupes,  il  arrive  à  établir  simplement  que  leur  somme 
est  identiquement  nulle. 

L'absence  de  détails  sur  ce  sujet  dans  les  annotations  de  Bowditch  à  la 
Mécanique  céleste  a  déterminé  l'auteur  à  faire  pai-aitrc  ce  court  travail,  qui 
était  depuis  i85o  dans  les  papiers  de  l'Académie  des  Lettres  et  Sciences  de  Mont- 
pellier. 

Année  1870. 

Combescure  (Ed.).  —  Sur  quelques  relations  difTérentielles  que 
l'on  peut  résoudre  par  des  formules  dégagées  de  tout  signe 
d'intégration,  et  sur  quelques  invariants  d'une  espèce  parti- 
culière (24  pages,  in-4'*). 

(l"i  X      cl"^  y  cil'  z 

Les  expressions   de    -7— -  »    — r— >     •••5    — ; — >  étant   des    fonctions   linéaires 

1  du  d'il  , ,  . ,  ,  ,  ... 

données  de  u,  -y- •>  •••»  "777'  contenant  dune  manière  quelconque  la  variable 

indépendante  t,  l'auteur  fait  voir  qu'on  peut  en  déduire  des  expressions  de  x, 

y,  . . . ,  -c,  u  linéaires  par  rapport  à  une  certaine  fonction  indéterminée  («>(^)  et 

à   ses   dérivées  jusqu'à    un  ordre  déterminé.  Il  ramène  à  ceci  le    cas    où   l'on 

^/"*  jc     ^/"  1'  d\*  " 

donne  une  relation   homogène  quelconque  entre  —, —  -,   ——•,   •••,  —7-^,   dans 

®  *  ^  t/^'"       dt"-  dtv 

laquelle  la  variable  indépendante  t  entre  arbitrairement.  Il  traite  ensuite  le  cas 
où  l'on  donne  m  équations /=  o,  ...,  P' =  o  dont  les  premiers  membres  sont 
des  fonctions  homogènes  des  dérivées  premières  de  m  fonctions  s,  ...,  u,  et 
d'un  autre  groupe  de  fonctions  x,  y,  ...,  z.  Il  se  pose,  à  ce  sujet,  la  question, 
en  quelque  sorte  inverse,  de  savoir  dans  quels  cas  les  procétles  de  réduction 
employés  peuvent  réussir.  Cette  question  le  conduit  à  une  autre  assez  différente, 
mais  dont  la  solution  conduit  a  des  calculs  de  même  nature,  à  savoir  «  étant 
données  n  fonctions  indéterminées  d'une  variable  indépendante  t,  et  leurs  dé- 
rivées jusqu'à  un  certain  ordre,  quelles  sont  les  formes  composées  avec  ces 
diverses  quantités  qui  restent  invariables  malgré  le  changement  de  la  variable 
indépendante  ».  L'auteur  donne  le  moyen  de  trouver  les  formes  requises.  U 
indique  enfin  une  généralisation  de  cette  même  question  pour  le  cas  où  l'on 
introduit  plusieurs  variables  indépendantes;  mais,  vu  les  complications  des 
formules,  il  traite  seulement  un  cas  particulier. 

Année  1872. 

Boussinesq  («/•).  —  Recherches  sur  les  principes  de  la  Mécanique, 
sur  la  constitution  moléculaire  des  corps  et  sur  une  nouvelle 
théorie  des  gaz  parfaits. 
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Année  187'j. 

Lentliéric.  —  Exposition  élémentaire  des  diverses  théories  de  la 
Géométrie  moderne. 

Années  i883-i884. 

Combescure  [Ed.).   —  Sur  les  surfaces  dont  les  ligues  de  cour- 
bure sont  planes  dans  un  système  seulement  (10  p.,  in-4*'). 

L'auteur  s'est  proposé  de  réduire  à  sa  partie  essentielle  le  Mémoire  fonda- 
mental de  M.  Bonnet  sur  le  même  sujet,  en  faisant  usage  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles 

dx  ^       ^  àx  _      d\ 

Tt  "     'dt'        1^  ~      'd^' 

où  ^  et  6  sont  les  paramètres  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  d'une 
surface  quelconque,  X,  [x,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale;  il  retrouve 
très  rapidement  les  principaux  résultats  établis  autrement  par  M.  Bonnet,  ainsi 
que  des  formules  symétriques  pour  les  rayons  principaux  de  courbure  et  la 
surface  des  centres.  On  sait  que  la  solution  dépend  finalement  d'une  équation 
que  l'on  intègre  moyennant  une  solution  particulière  dont  la  recherche  con- 
stitue souvent  la  véritable  difficulté  du  problème.  Lorsque  l'angle  du  plan  de  la 
ligne  de  courbure  avec  la  surface  est  une  fonction  donnée  quelconque  de 
l'angle  du  même  plan  avec  une  droite  fixe,  on  peut  ramener  la  solution  à  des 
quadratures,  résultat  qu'avait  établi  AL  lionnet  dans  un  cas  particulier. 


NOUVELLES  ANNALES    de   Mathématiques,  rédigées   par  .MM.  Gerono  et 
Ch.  Brisse  (').  —  3*  série. 

Tome  111;   188/,. 

Lcfèvre  (//.)•  —   Construction  des   points  doubles  en  projection 
dans  rintersectlon  de  deux  surfaces  du  second  degré.  (0-7). 

La  méthode  exposée  repose  sur  une   application   du    lliéorènio  ûo  Desargues. 
Elle  se  prête  à  un  tracé  graphique  assez  facile. 

Giindelfinger  {S.).  —  Note  sur  un  article  de  M.  Brisse.  (7-18). 
L'article  auquel  se   réfère  cette  Note  a  trait  à  la    théorie  des  surfaces  du  sc- 


(■)  Voir  Bulletin,  Mil  ,  /jo. 
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cond   ordre.  Il  figure  dans  le  numéro  de  mai  1882  des  Nouvelles  Annales.    La 
Note  de  M.  Gundelfinger  se  subdivise  de  la  manière  suivante  : 

I.  Réduction  des  formules  primitives  en  coordonnées  ohli<|ues.  —  M.  De  la 
direction  des  axes  principaux.  —  III.  Do  la  longueur  des  axes  principaux.  — 
IV.  De  la  direction  des  axes  dans  la  sectifui  conique  df)nnéf*.  —  V,  Do  la  lon- 
gueur des  axes  de  la  section. 

IVeill.  —  Théorèmes  sur  trois   coniques  d'un   faisceau   linéaire. 
(19-23). 

L'auteur  établit  quatorze  théorèmes,  dont  le  principal  (th.  IV)  s'énonce  ainsi  : 
«  Étant  données  trois  coniques  ayant  les  mêmes  points  communs  M,  N,  P,  Q,  deux 
tangentes  quelconques  en  a  et  (î  à  la  première  rencontrent  la  deuxième  en  A, 
B,  C,  D;  il  existe  une  conique  passant  par  A,  B,  C,  D  et  bitangente  à  la  troi- 
sième conique  fixe  aux  points  l  et  .1  où  cette  troisième  conique  est  rencontrée 
par  la  droite  a^  ». 

D'Ocagne  {M.).  —  Semi-droites  réciproques  parallèles  à  l'axe  de 
transformation.  (23-9.5). 

Propriété  des  semi-droites  de  M.  Laguerre.  (  Voir,  sur  le  même  sujet,  Nouv. 
Ann.,  3"  série,  t.  I,  p.  546,  5/17.) 

UOcagne  (M.).  —  Note  sur  la  svmédiane.  (25-29). 

Cette  Note,  relative  à  un  précédent  article  du  même  auteur  (A'oiw.  Ann., 
3*  série,  t.  II,  p.  4^0),  mentionne  des  observations  de  M.  E.  Lemoine,  dont 
les  travaux,  sur  le  centre  des  médianes  anti-parallèles,  ont  paru  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Association  française  (i8-^3  et  1874)  et  sont,  par  consé- 
quent, de  beaucoup  antérieurs  aux  études  de  M.  d'Ocagne. 

Jacob  [L.).  —  Sur  une  question  de  Cinématique.  (29-82). 

Mouvement  d'une  droite  de  longueur  constante  s'appuyant  sur  une  circonfé- 
rence et  sur  un  diamètre  de  cette  circonférence. 

Margerie  (C).  —  Quelques  formules  relatives  à  l'équation  com- 
plète du  troisième  degré.  (32-33). 

Formation  de  l'expression  indicatrice. 

Margerie  (C).  —  Calcul  à  — -  près  des  racines  incommensu- 
rables d'une  équation  numérique  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles.  (33-37). 

L'auteur  calcule  successivement  la  plus  grande  racine  positive,  la  plus  petite, 
une  racine  positive  quelconque,  puis  enfin  les  racines  négatives.  Il  donne, 
comme  exemple,  deux  applications  numériques,  pour  bien  montrer  l'emploi 
de  sa  méthode,  qui  semble  éminemment  prati(|uc. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  séi'ie,  t.  X.  (Février  1S8G.)  H. a 
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De  Saint-Germain  (A.).  —  Application  de  la  Statique  au  calcul 
de  divers  éléments  d'un  triangle.  (37-40). 

Application  fort  intéressante  du  théorème  suivant  :  «  Soient  A,  B,  C,  ...,  F 
et  T  les  points  d'application  des  forces  parallèles  a,  [j,  y,  ...,  cp  et  de  leur  ré- 
sultante T,  P  un  point  quelconque  pris  pour  origine;  on  a 

PT"=-i:aPÂ— —  i:a3ÂB\  » 

Lebon  {E.).  —  Sur  l'angle  des  lits  oblique  et  normal  de  la  vis 
Saint-Gilles.  (4o-45)- 

Les  génératrices  des  lits  employés  d'ordinaire  par  les  appareilleurs  sont  des 
rayons  d'une  des  demi-circonférences  méridiennes  de  l'intrados;  delà  Gour- 
nerie  et  M.  Mannheim,  pour  éviter  l'obliquité  des  lits,  ont  proposé  d'adopter 
des  surfaces  de  vis  à  filets  triangulaires.  L'angle  des  deux  espèces  de  lits  en 
chaque  point  d'une  méridienne  n'avait  pas  été  calculé;  et  c'est  ce  calcul  que 
fait  M.  Lebon,  en  l'appuyant  d'un  exemple. 

GouRESPONDAivcE.  —  M.  le  D'  J.  Peano  :  Sur  une  proposition  du 
Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan,  et  relative  à  la  théorie  des  dé- 
rivées. —  M.  C.  Jordan  :  Relativement  à  l'observation  de 
M.  le  D''  Peano.  —  M.  G.  Kœnigs  :  A  propos  des  cubiques 
gauches.  —  M.  D'Ocagne  :  Propriété  d'un  lieu  géométrique 
dérivé  du  cercle.  (45-49)- 

BtBLioGuAPHiE.  —  Théoric  de  la  capillarité,  par  Emile  Mathieu. 
—  Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques,  par 
Maximilien  Marie;  t.  I,  II,  III  et  IV  :  Compte  rendu,  par 
M.  E.  Rouché.  (49-64). 

UOcagne  {M.).  —  Théorie  élémentaire  des  séries  récurrentes. 

(65-90). 

Les  ^principales  divisions  de  cet  article  en  feront  aisément  comprendre  la 
portée  générale. 

Introduction.  —  Définition  et  propriétés  de  [«,a^ .. .«]('").  —  Calcul  du 
terme  w„  de  la  série  définie  par  la  loi  de  récurrence  î^„  =  «w„_,  4-  ^w„_j  avec  les 
conditions  initiales  m^=  o,  w,  =  i.  —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
précédente;  limite  de  cette  somme.  —  Calcul  du  terme  U„  de  la  série  définie 
par  la  loi  de  récurrence  U„  =  rtU„_,4- ftU„_3,  U^  et  U,  étant  absolument  quel- 
conques. —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  précédente;  limite  de  cette 
somme.  —  Application  aux  séries  définies  par  X„=:a(X„_, —  \„_,)-i-c  et  les 
valeurs  initiales  X^  et  X,.  —  Application  au  calcul  des  réduites  d'une  fraction 
continue. —  Loi  de  récurrence  e<„  =«««„_,  4- ^m„_j +  ...-}- /m„  avec  les  condi- 
tions initiales  u^=  if^=. .  .=  u       =  o,   w     ,  =  i  ;  somme  d'un  nombre  fini  de 
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termes;  limite   de  rctle  somme.  —  Série  analogue  à  la  précédente,  les  valeurs 

initiales  étant  (luciconcjues.  —  Applications. 

loukovsky  (A^. )•  —  Sur  iinn  ch'monstration  nouvelle  du  théorème 
de  Lamberl.  (()o-()r)). 

Ce  théorème,  relatif  au  mouvement  elliptique  d'une  planète,  est  ici  démontré 
en  s'appuyant  sur  la  formule  qui  donne  la  variation  d'action.  La  détermination 
du  temps  dans  le  mouvement  de  |a  planète  peut  ensuite  se  ramener  à  celle  du 
temps  dans  un  mouvement  rectiligne. 

Barbariii  {P.),  —  Sur  les  lignes  de  eourbure  du  paraboloïde 
équilatère.  (97-104). 

L'auteur  démontre  que,  sur  la  surface,  ces  lignes  de  courbures  sont  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  la  somme  ou  la  différence  des  distances  aux  deux  gé- 
nératrices principales  est  constante.  Il  étudie  ensuite  les  tangentes  de  ces  lignes. 

Goffart  {N.),  —  Note  de  Trigonométrie  élémentaire.  (104-109). 

Démonstrations  simples  de  formules  obtenues  par  M.  Glaisljer  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 

Bibliographie.  —  Eléments  de  Mécanique,  par  /".  /,  C.  —  Pro- 
blèmes de  Mécanique,  par  F,  l.  C.  —  Arpentage,  levé  des  plans 
et  nivellement,  par /^.  /.  C.  —  Récréations  mathématiques,  par 
Edouard  Lucas,  (109-1  11). 

Publications  récejvtes,  (i  i  i-i  ip,), 

Laguerre,  —  Sur  l'approximation  des  racines  des  équations  al- 
gébriques, (1  i3-i  18). 

Si  l'on  pose/(.r)  =  (.r--)v)  F(.r)  +/()v),  l'équation 

/(.r)=o 
prend  la  forme 

V{x) 

C'est  de  cette  transformation  simple  que  part  M,  Laguerre  pour  donner  une 
méthode  souvent  utile  pour  la  séparation  et  l'approximation  des  racines.  Il 
en  fournit  des  applications,  et  les  compare  ù  la  méthode  de  Newton,  à  laquelle 
dans  certains  cas  on  doit  la  préférer. 

Lemoine  {E,).  —  Sur  une  ([uestion  de  probabilité.  (118-126), 

Cet  article  forme,  en  quelque  sorte,  une  suite  aux  très  intéressantes  études  de 
M.  Lemoine  sur  des  problèmes  de  probabilités  dans  lesquels  les  considérations 
géométriques  interviennent  de  la  façon  la  plus  originale.  Incidemment,  il  trouve 
des  propriétés  géométriques  fort  dignes  d'attention. 
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Bertrciîid  [C).  —  Distance  de  la  Terre  à  la  Lune.  (126-128). 

Suivant  une  méthode  inverse  de  celle  de  Lalande  et  La  Caille,  M.  Bertrand 
détermine  d'abord  la  distance  et  en  déduit  la  parallaxe. 

Weill.  —   Sur  la   condition  pour  qu'un  polygone  soit  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  coniques,  (i  28-1 36). 

L'article  contient  une  solution  élémentaire  du  problème  consistant  dans  la 
recherche  de  cette  condition.  Il  examine  successivement  le  cas  où  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  est  pair  ou  impair. 

Weill.  —  Sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  une  corde  d'une  co- 
nique à  centre.  (i36-i38). 

Démonstration  d'une  propriété  nouvelle  de  ce  cercle. 

U Ocagne  {M.).  —  Sur  un  cas  particulier  de  résolution  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coefficients  constants.  (i38-i4o). 

Le  cas  visé  par  l'auteur  est  celui  d'un  second  membre  de  la  forme  e"^,  a  étant 
racine  d'un  certain  degré  de  multiplicité  d'une  équation  algébrique  correspon- 
dante. 

Faillie  {H.).  —  Emploi,  dans  la  Géométrie  trilinéaire,  des  coor- 
données des  points  circulaires.  (i4o-i44)' 

L'auteur  exprime  certaines  fonctions  au  moyen  des  coordonnées  des  points 
circulaires,  et  il  en  donne  ensuite  quelques  applications  simples. 

Faure  (//.).  —  Sur  la  question  1028.  (i44-i46). 
Sur  un  certain  triangle  circonscrit  à  une  conique. 

Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  de  i883.  — 
Compositions  d'admissibilité  :  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
matiques élémentaires,  sujet  du  programme  de  Licence.  Com- 
positions finales  :  Sujet  de  Licence,  Epreuve  pratique  de  Calcul, 
Géométrie  descriptive.  Leçons  sur  les  Mathématiques  spéciales, 
Leçons  sur  les  Mathématiques  élémentaires,  (i 46-1  Sa). 

Correspondance.  —  PJi.  Gilbert  :  Sur  une  lettre  de  M.  le 
D""   Peano,   concernant  une  proposition   relative  aux  dérivées. 

(i52-i55). 

Proguammo  di  concorso.  —  Prix  proposé  par  l'Académie  royale 
des  Sciences  pliysiques  et  mathématiques  de  Naples.  (i55-i56). 
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Notice  bibliographique.  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  de  \.-C'..-M. 
l'oiillet-DclisIe,  parle  prince  B.  Boncompagni.  (ijO-ijHj. 

Publications  récentes.  —  (loS-iog). 

Questions  proposées.  —  1181  à  1487.  (159-160). 

Legoux  {A.).  —  Note  sur  un  faiscau  de  surfaces  d'ordre  (juel- 
conque.  (161-172). 

Cet  article  est  une  suite  à  une  étude  antérieurement  publiée  sous  le  même 
titre  et  dans  le  même  Recueil  {voir  3®  série,  t.  II,  p.  233).  On  y  trouvera  sur- 
tout des  considérations  sur  les  caractéristiques  du  système  de  surfaces  et  sur 
l'équation  tangentielle  de  ces  surfaces. 

Ibacli.  —  De  l'intégration  d'une  classe  de  systèmes  d'équations 
simultanées,  linéaires  et  du  premier  ordre.  (i8'>>-i8i). 

Légère  modification  de  la  méthode  de  d'Alembert,  qui  s'applique  à  tous  les 
cas  où  une  certaine  condition  est  satisfaite.  Trois  exemples  terminent  cet  article. 
Le  dernier  consiste  dans  le  système  suivant  : 

dy       e*  + 1 

-7-  -\ r+    z    =:  o, 

dx  X 

dz  e"" 

-j h     x^y     H z  =  0. 

dx  X 

Astor  (A.).  —  Sur  les  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre 
dont  on  connaît  les  trois  points  doubles  et  cinq  points.  (181- 

>94). 

Etude  d'un  mode  de  correspondance  fort  curieux  entre  les  courbes  unicur- 
sales du  quatrième  ordre  et  les  coniques.  L'un  des  foyers  d'une  conique  inscrite 
à  un  triangle  donné  décrivant  une  conique  donnée,  l'autre  foyer  décrit  une 
courbe  unicursale  du  quatrième  ordre.  On  déduit  de  là  des  constructions  fa- 
ciles de  points,  de  tangentes,  d'asymptotes,  des  points  d'inflexion  et  une  série 
de  propriétés  intéressantes. 

Bouquet.  —  Note  sur  la  construction  des  plans  tangents  d'une 
surface  de  révolution,  qui  passent  par  une  droite  donnée. 
(194-196). 

Cette  construction  est  ramenée  au  problème  suivant  :  «  Mener  une  tangenle 
commune  à  la  méridienne  de  la  surface  et  à  une  hyperbole  dont  l'un  des  axes 
de  figure  coïncide  avec  l'axe  de  la  surface  de  révolution  proposée.  » 

Faure  (f/.).  —  Relation  entre  les  distances  deu\  à  deux  de 
quatre  points  d'un  cercle  ou  de  cinq  points  d'une  sphère.  (196- 

.98). 
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Ces  relations  sont  ici  obtenues  en  évitant  Temploi  de  la  multiplication  des 
déterminants. 

U Ocagne  {M.).  —  Nouvelle  remarque  sur  le  système  Peaucellier. 
(199-200). 

Nouvelle  présentation,  sous  une  forme  plus  expressive,  d'une  propriété  déjà 
donnée  par  M.  d'Ocagne  dans  les  Nouvelles  Annales  (voir  2^  série,  t.  XX, 
p.  456). 

Cojvcotins  GÉNÉRAL  DE  1882.  --  Mathématiques  élémentaires.  Phi- 
losophie. Seconde.  Troisième*  (200-302). 

Concours  général  de  i883.  —  Mathématiques  spéciales.  Mathé- 
matiques élémentaires*  Philosophie.  Seconde.  Troisième.  (202- 

205). 

Bibliographie.  —  Cours  de  Physique^  par  M.  H.  Pellat ;  extrait 
de  la  Préface.  — -  Leçons  de  Géométrie  analytique,  par  M.  E . 
Priwost.  —  Cours  de  Mathématiques  spéciales  ;  IP  Partie,  Géo- 
métrie analytique  à  deux  dimensions,  par  M,  G.  de  Long- 
champs.  (200-208). 

Biehler  (C.)*  -^  Sur  la  transformation  des  équations.  (209-218). 

M.  Biehler  cherche  une  équation  F  (y)  ==0  dont  les  racines  soient  des  fonc- 
tions rationnelles  des  racines  de/(^)  =  o  et  arrive  ainsi  à  un  certain  nombre 
de  résultats  intéressants  et  utiles. 

Biehler  (C).  —  Sur  le  calcul  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
cines d'une  équation*  (218-224). 

Démonstration  de  plusieurs  propriétés  nouvelles,  au  moins  dans  la  forme, 
concernant  Ces  fonctions  symétriques. 

DesboçeSi  —  Résolution  complète,  en  nombres  entiers,  de  l'équa- 
tion générale  du  second  degré^  homogène  et  contenant  un 
nombre  quelconque  d'inconnues.  (226-289). 

L'auteur  traite  d'abord  le  cas  de  l'équation  homogène  à  trois  inconnues,  et 
établit  des  formules  qui  donnent  la  solution  générale  de  cette  équation',  puis, 
après  une  application  numérique,  il  examine  certains  cas  particuliers,  h^nfin  il 
aborde  le  cas  de  n  inconnues.  A  rapprocher  d'une  étude  antérieure  du  même 
auteur  sur  l'équation 

rtX"'+6Y"'  =  cZ" 

{Nouv.  Ann.,  2»  série,  t.  XVIII,  p.  265). 
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/^aure/it  (//.).  —  wSiir  le  cilciil  des  (Ic'rivécs  à  indic^'s  fjiKîlcoïKjiios. 

La  preniicrc  idée  de  ee  calcul  remonte  à  Leibnitz;  c'est  Liouville  (|iii  l'a 
surtout  dévcl()p|)c.  En  1874,  ^L  Letnikoll"  a  propose  une  nouvelle  d/finition  des 
dérivées  à  indices  fractionnaires,  défitiilion  (pie  n-prend  M.  I.aiiienl,  en  la  mo- 
difiant un  peu,  et  dans  hupielle  s'introduisent  les  int(';;^rales  eulériennes  V.  Il 
calcule  ensuite  les  dérivées  de  (juchiues  fonctions  et  en  tire  jjlusieurs  eonsé 
([uences. 

Le  calcul  des  dérivées  à  indices  queIconf|ues,  comme  il  le  fait  justement  re- 
marquer, n'est  pas  un  objet  de  pure  curiosité.  Liouville  et  Serret  en  ont  fait  de 
très  heureuses  applications.  M.  Laurent  y  ajoute  la  solution  d'une  é(iuation 
rencontrée  par  Abel. 

GoiiiiESPONDANCE.    —    AI.    G.   Pcci/io  .'  Rcponsc    à    une   lettre    de 
M.  Gilbert  sur  une  question  d'Analyse.  (252-256). 

Tarcly  [P.).  —  llcmarques  sur  une  Noie  de  M.  Ibacli.  ('45--'>.()i). 

Il  s'agit  de  l'intégration  de  deux  équations  linéaires  simultanées  du  premier 
ordre. 

Juliel-Rénoy  {J.).  —  Remarques  sur  la  même  Note  de  M.  Ihaeli. 

(262-263)^. 

Même  sujet  :  Application  de  la  méthode  de  d'Alcmbcrt. 

Catalan  (^'.).  —  Remarques  sur  la  même  Note  de  M.   Ibach. 

(263-270). 

Critique  de  la  méthode  de  IM.  Ibach,  qui  l'a  conduit  à  certains  résultats  erronés. 
L'article  se  termine  par  plusieurs  intégrations  d'équations  différentielles. 

Tarry  {G.).   —   Démonstration    d'un   théorème   de   Géométrie. 

(270-273). 

Ce  théorème  consiste  en  ce  que  deux  coniques  quelconques  sont  polaires 
réciproques. 

GoNCOURS    n'AGRÉGATIOlV    DES    SciEJVCES  MATHÉMATIQUES    DE     l88>.    — 

Gomposition  d'admissibilité  :  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
matiques élémentaires,  Sujet  de  licence.  —  Gomposltions  finales  : 
Analyse  et  Mécanique,  Exercice  de  calcul,  Epure_,  Sujets  des 
leçons.  (273-277). 

Agiiégatiow   DE  l'ejnseigjxemejnt  secondaire  spécial.  —   Epreuves 
écrites  du  concours  dr  i8(Si   :   Algèbre   cl   Trij;ononiétrie,  Géo- 
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métrie  descriptive,  Mécanique.  —  Épreuves  écrites  du  Con- 
cours de  1882  :  Algèbre,  Géométrie  descriptive,  Mécanique.  — 
Epreuves  écrites  du  Concours  de  i883  :  Algèbre  et  Trigono- 
métrie, Géométrie  descriptive,  Mécanique.  (277-2^9). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1882.  —  Com- 
position de  Mathématiques;  Composition  française;  Lavis; 
Calcul  trigonométrique  ;  Composition  de  Géométrie  descriptive. 
(280-282). 

Concours  d'j^dmission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1882  (Questions 
données  à  un  élève  qui  n'a  pu  composer  que  plus  tard).  —  Com- 
position de  Mathématiques;  Composition  de  Géométrie  descrip- 
tive. (282-288). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  i883.  —  Com- 
position de  Mathématiques,  Composition  française,  Lavis,  Cal- 
cul trigonométrique,    Composition  de   Géométrie  descriptive. 

(283-285). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  en  1882.  — 
Composition  de  Mathématiques,  Composition  de  Physique. 
(285-286). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  en  i883.  — 
Composition  de  Mathématiques,  Composition  de  Physique. 
(286-288). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  (première  session, 
juillet  i883). —  Géométrie  analytique,  Calcul  trigonométrique. 
Physique,  Chimie,  Géométrie  descriptive.  (288-291). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  (seconde  session, 
octobre  i883).  -—  Géométrie  analytique,  Calcul  trigonomé- 
trique, Géométrie  descriptive,  Physique,  Chimie.  (291-294). 

Ecole  forestière  (Concours  de  1882).  —  Mathématiques,  Trigo- 
nométrie  et  Calcul  logarithmique.  (294-295). 

École  forestière  (Concours  de  i883).  —  Mathématiques,  Trigo- 
nométrie et  Calcul  logarithmique.  (295-296). 
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P'coLF,  spi^:ciALE  MILITAIRE  (Concours  (](î  i883).  —  Composition  de 
Mathématiques,  Epure.  {^AjG-'Ai)-). 

Ecole  navale  (Concours  de  i88p. ).  —  Géométrie,  Statique,  Arith- 
métique, Algèbre,  Géométrie  descriptive.  (298-299). 

Ecole  navale  (Concours  de  i883).  —  (Géométrie,  Statique,  Arith- 
métique, Algèbre,  Calcul  trigonométrique,  Géométrie  descrip- 
tive. (299-301). 

CoiiiiESPONnANCE.  —  P.  D, .'  Propriété  du  cube  d'un  nombre  entier. 
—  M.  Catalan:  Sur  un  théorème  d'Analyse  (réclamation  de 
priorité).  —  M.  de  Saint-Germain  :  Généralisation  d'un  théo- 
rème de  M.  d'Ocagne  :  propriétés  segmentaires  du  triangle. 
(3oi-3o2). 

Bibliographie.  —  E .  Carvallo :  Leçons  de  Statique.  —  A.  Boset  : 
Courbes  et  surfaces  focales.  (3o2-3o4). 

Publications  récentes.  —  (3o4). 

Bealis  {S.).  —  Addition  à  deux  articles  précédents.  (3o5-3i5). 

Voir  Nouv.  Ann.,  3*  série,  t.  II,  pp.  494  et  5^5;  il  s'agit  de  la  recherche  des 
solutions  entières  de  l'équation  ax^-\-  bxy  +  cy^  =^  h.  On  consultera  utilement, 
du  même  auteur,  une  Note  Sur  quelques  questions  se  rattachant  au  problème 
de  Pell,  insérée  au  t.  VI  de  la  Nouv.  Corr.  matli.  (année  1880). 

Doucet.  —  Note  sur  les  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales. 
(3i5-3i6). 

Remarque  simple  qui  conduit  au  théorème  de  Ditpin. 

Pellet  (A.).  —  Sur  les  cercles  tangents  à  trois  cercles  et  les 
sphères  tangentes  à  trois  ou  quatre  sphères.  (3i6-3i8). 

Note  reposant  sur  l'emploi  des  cercles  bissecteurs,  et  extension    aux  sphères. 

Séquestre.  —  Solution  d'une  question  de  licence;  Caen,  1880. 
(3i8-32o). 

Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  dont  on  connaît  un  sommet  et  une  asym- 
ptote. 

WeiLl.  —  Sur  les  coniques  qui  coupent  à  angle  droit  une  co- 
nique donnée.  (320-32 1). 
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Déleriuinalion  des  quatre  séries  de  coniques  qui  satisfont  à  la  question. 

Concours  général  de  1884.  —  Mathématiques  spéciales.  (322). 

Brisse  (Ch.).  —   Solution  de  la  question  du  Concours  général. 
(323-332). 

Lieu  relatif  à  l'ellipsoïde.  La  question  est  ici  traitée  d'une  manière  très  com- 
plète. Sur  ce  sujet,  on  peut  consulter  utilement  un  article  de  M.  Moutard 
(Nouv.  Ann.,  2*  série,  t.  III,  p.  3o6)  et  l'Ouvrage  de  M.  Darboux,  Sur  une  classe 
remarquable,  etc.,  pp.  ii3  et  i56. 

Laser.  —  Sur  une  question  de  Géométrie  (332-336). 

Cette  question  consiste  à  diviser  un  triangle  par  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  intérieur  sur  les  cotés  en  trois  quadrilatères  équivalents. 

Correspondance.    —    M.    JuJiel-Rénoy  :    Sur    un    théorème    de 
M.  Weill  concernant  les  coniques  à  centres.  (336). 

Publications  récentes.  —  (336-342). 

Catalan  {E.).  —  Solution  delà  question  1469.(342^-344)- 

Sur  une  expression  algébrique,  qui  est  la  somme  de  deux  et  de  trois  carrés. 

Fauquembergue    {E.).  —   Solution  de  la  question  14-74.  (345- 

346). 

Propriétés  de  l'équation  indéterminée 

{a'' -[-  \) X-  =  y- -]-  i . 

Fauquembergue  [E.).  —  Solution  de  la  question  1475.  (346). 

Résolution  de  l'équation  indéterminée 

^2  _|_  y  2  _    ,^2  _j_   (;»  _j_  I  ^ 

Catalan  (E.).  —  Solution  de  la  question  1480.  (347). 
Sur  la  somme  des  puissances  4'î  de  deux  nombres  entiers. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  1481.  (348-35o). 

Résolution  de  deux  équations  du  quatrième  degré. 
Moi'cL-JUanc.  —  Solution  de  la  question  li8!2.  (3;k)-35i). 

F^r<q)ri(''lr  d'iiu(^  ellipse  variable. 
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Questions  PROPOsi^:f:s.  —  1488  à  141)1.  (35  i-.');V>.). 

UablcJi  {E ')'  —  Sur  un  système  particulier  de  coordonnées  cur- 
vilignes. (353-36^). 

Un  point  M  est  détermine  dans  un  i)lun  ()ar  les  angles  X,  ;x  sous  lesquels  deux 
segments  AO,  OB  sont  vus  de  ce  point  IM.  Tel  est  le  système  que  considère 
M.  Ilabich,  en  étudiant  l'équation  d'une  courbe  sous  la  forme 

F(cotX,  cotix)  =  o. 

Il  déduit  de  là  un  certain  nombre  de  propositions  de  Géométrie  et  montre  com- 
ment ce  procédé  peut  s'étendre  à  l'espace,  les  surfaces  coordonnées  étant  alors 
des  tores. 

Biehler  (  CJl.).  —  Sur  la  construction  des  courbes  dont  l'équation 
est  donnée  en  coordonnées  polaires.  (36^-3^6). 

Cet  article,  auquel  une  suite  est  annoncée,  est  spécialement  consacré  à  la 
construction  de  la  courbe  autour  du  pôle.  L'auteur  suppose  l'équation  algébrique 
et  entière  par  rapport  à  p;  il  étudie  avec  un  grand  soin  les  singularités  qui 
peuvent  se  présenter.  Il  y  a  lieu  de  consulter  à  ce  sujet  deux  autres  travaux 
publiés  par  lui  antérieurement:  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes 
algébriques  {Nouv.  Ann..  2®  série,  t.  XIX  et  XX)  et  Sur  la  construction  d'une 
courbe  algébrique  autour  d'un  de  ses  points  {Nouv.  Ann.,  3*  séric^  t.  II). 

TVeill.  —  Sur  quelques  courbes  enveloppes.  (376-382). 

Énoncé  et  démonstration  d'un  théorème  général  sur  les  enveloppes,  suivi  d'un 
certain  nombre  d'exemples  fort  intéressants,  dont  quelques-uns  conduisent  à  des 
propriétés  dignes  de  remarque. 

Laisant  (C.-A.).  —  Remarque  sur  certaines  questions  de  réci- 
•     procité.  (383-386). 

Solution  rectifiée  de  la  question  liG8,  relative  à  l'interversion  des  aiguilles 
d'une  horloge,  et  généralisation  de  la  méthode  suivie. 

Fauquembergiie  {E.).  —   Solution  de  la   question   1  iOo.  (386- 
388). 

Sur  une  équation  de  degré  pair. 

Brisse  {Ch.).  —  Solution  de  la  question   1  i3(>.  (388-3()2). 

Propriété  de  trois  cercles  osculalcurs  ^runo  paral>ole,  tangents  à  une  mémo 
tangente  à  la  courbe. 

Un  anonyme. —  Solution  dr  la  qucslion   I  ÏVû .  (  3()'>.-3t)^). 
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Sur  une  hyperbole  tangente  aux  axes  d'une  ellipsC;,  et  dont  les  asymptotes 
sont  tangentes  à  J'ellipse. 

Moret-Blaiic.  —   Solution  de  la  question  1458.  (394-395). 

Construction  d'une  parabole  tangente  à  une  circonférence,  connaissant  l'axe 
et  le  paramètre. 

Mor et- Blanc.  —  Solution  de  la  question  1467.  (Sgo-Sgô). 
Propriété  d'un  nombre  premier. 

Goffart  {N.).  —  Solution  de  la  question  1473.  (397-399). 
Deux  théorèmes  sur  les  droites  de  Simson. 

Questions  proposées.  —  1495  à  1502.  (399-400)- 

Weill.  —  Sur  les  quadrilatères  qui  ont  leurs  six  sommets  sur  une 
cubique.  (4oi-4io). 

Des  considérations  de  pure  Géométrie  conduisent  l'auteur  à  une  série  de 
théorèmes,  parmi  lesquels  nous  nous  contenterons  de  citer  le  suivant,  à  titre 
d^exemple  :  «  Étant  donnés  deux  quadrilatères  dont  les  douze  sommets  sont 
sur  une  cubique,  leurs  huit  côtés  sont  tangents  à  une  même  conique  ». 

D'Ocagne  {M.).  —  Etude  de  deux  systèmes  simples  de  coor- 
données tangentielles  dans  le  plan;  coordonnées  parallèles  et 
coordonnées  axiales.  (4io-423,  456-470,  5 16-022,  545-56i). 

Ces  quatre  articles  forment  une  étude,  ou  du  moins  le  commencement  d'une 
étude  fort  intéressante  de  Géométrie  tangenlielle.  A  et  B  étant  deux  points 
origines,  AU  et  BV  deux  axes  parallèles,  AIM  et  BN  deux  segments  m,  v  portés 
respectivement  sur  ces  deux  axes;  m  et  f  sont  les  coordonnées  paî'allèles  de  la 
droite  MN  dans  le  système  défini  par  M.  d'Ocagne.  Quant  aux  coordonnées 
axiales,  si  OX  est  une  droite  fixe,  une  droite  quelconque  est  définie  par  son 
angle  6  avec  OX,  et  par  la  distance  \  de  son  intersection  avec  OX  au  point  O. 

Voici  les  divisions  principales  du  travail  en  question. 

Coordonnées  parallèles.  —  Coordonnées  de  la  droite;  équation  du  point; 
courbes  en  général;  application  aux  courbes  du  deuxième  degré;  exemples  d'ap- 
plication des  coordonnées  parallèles. 

Coordonnées  axiales.  —  Formules  fondamentales  ;  étude  générale  des  courbes: 
applications. 

Une  suite  est  annoncée. 

Fontené. —  Solution  de  la  question  du  Concours  général  de  i883. 
Mathématiques  spéciales.  ( 420-4 3o). 
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Sur  les    normales  an   paral>ol</i(le   clliplifiiif.   I)«'Trionsl ration   d'un   lliéorènrie 
analogue  à  celui  de  Joachimsllial. 

Doucet.  —  Construction  des  tangentes  au  point  double  de  la  sec- 
tion du  tore  par  son  plan  tangent.  (43o-4>i). 

Cesàro  {E.).   —   Propriétés  d'une  fonction  arithmétique.  (4>'- 

434). 


Cette  fonction  est 


2 


('-H^J(i-+-^J-..(i-t- j:„) 


le  nombre  p  étant  décomposé  de  toutes  les   manières  possibles  en  //   nombres 
entiers  x^,  x.^,  . . .,  a7„. 

Cesàro  (E.).  —  Théorème  de  Cinématique.  (434-436). 

Le  mouvement  d'un  point  peut  se  ramener  au  roulement  et  au  glissement 
d'une  surface  réglée  mobile  sur  une  surface  réglée  fixe.  M.  Cesàro  cherche 
dans  quels  cas  ces  surfaces  sont  développables. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  i884-  —  Com- 
position de  Mathématiques,  Lavis,  composition  de  Géométrie 
descriptive,  composition  de  Trigonométrie.  (436-438). 

Fauquenibergue  {E.).  —   Solution  de  la  question  1360.  (438- 

4/40). 

Trajectoires  orthogonales  d'une  droite  mobile. 

Barisieii.  —  Solution  de  la  question  li6D.  (44i-44-^)- 
Sur  les  tangentes  menées  de  deux  points  à  une  conique. 

Goffart{N.).  —  Solution  de  la  question  1488.  (442-443). 
Décomposition  en  deux  facteurs  d'un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Goffart{N.),  —  Solution  de  la  question  1492.  (443-444). 
Propriété  du  triangle. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  1493.  (444-446). 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  a'-h  ^'+ C  et  sachant  que  a,  b,  c  sont 
multiples  de  /*,  rayon  du  cercle  inscrit. 
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Questions  proposées.  —  1503  à  1508.  (447-448). 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Solution  géomé- 
trique de  la  composition  mathématique  pour  l'admission  à 
l'École  Polytechnique  en  1884.  (449-456). 

La  queslion  (problème  concernant  une  conique  à  centre)  fournit  à  cet  ancien 
élève,  que  nous  avons  déjà  dénoncé  comme  un  maître  éminent,  une  occasion 
nouvelle  de  présenter  des  développements  géométriques  fort  intéressants,  dans 
une  matière  qui  pouvait,  au  premier  abord,  sembler  presque  insoluble  autre- 
ment que  par  le  calcul. 

Cesàro  {E-)-  —  Quelques  propriétés  élémentaires  des  groupes 
plusieurs  fois  transitifs.  (471-475). 

Cet  article  contient  la  démonstration  de  plusieurs  propriétés  nouvelles,  rela- 
tives à  la  théorie  des  substitutions. 

CoRiiESPONDANCE.  —  iM .  Pli.  Gilbert  :  Continuation  de  la  discus- 
sion d'un  point  d'Analyse,  en  réponse  aux  observations  du 
D""  Peano  (l'o//- ci-dessus).  (475-482). 

11  est  peut-être  à  regretter  que  des  Notes  de  cette  importance  et  de  cette 
étendue  soient  insérées  comme  Correspondance  au  lieu  de  faire  l'objet  d'ar- 
ticles spéciaux. 

Publications  récentes.  —  (482), 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1450.  (483-484). 

Sur  les  nombres  premiers. 

Morel-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1460.  (484-487). 
Propriété  du  tétraèdre. 

Clément  {L.).  —  Solution  de  la  question  1464.  (487-489). 
Propriété  de  deux  paraboles. 

Ricliard  {J.).  —  Solution  delà  question  1487.  (490-492). 

Propriété  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique. 

Goffavl  (yV.).  —  Solution  de  la  question  1494.  (492-49^). 
Propriél(''  d'une  coniciuc. 
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niclifird  (J.).  —  Solution  df  l;i  f[iic.shon  1  iOl).  (  /\{).\-/\()\). 
Problème  sur  une  pyramide  régulière  à  hase  earrée. 

Morét-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1501.  (494-49'^)- 
Propriété  du  triangle. 

Questions  proposées.  —  1509  à  loi 4.  (495-49<3). 

Un  ancien  professeur  de  l'Université.  —  Sur  une  manière  d'in- 
terpréter l'article  relatif  à  la  Mécanique  du  nouveau  programme 
d'admission   à    l'Ecole  Polytechnique  (Physique).    (497-5o6). 

Cet  article  forme  un  programme,  très  bien  ordonné,  de  cette  partie  du  Cours, 
et  se  divise  de  la  manière  suivante  :  Cinématique;  des  Forces;  Statique  des  corps 
solides. 

CaLalan  [E).  —  Note  sur  le  théorème   de  Lambert.  (5oG-5i3). 

Cette  question  a  été  traitée  dans  le  même  volume  (p.  90),  par  >[.  loukovsky 
{voir  plus  haut).  Ici,  INI.  Catalan  donne  la  démonstrati<jn  classique,  un  peu 
simplifiée,  et  il  la  fait  suivre  d'une  série  de  remarques  fort  intéressantes,  dont 
quelques-unes  purement  géométriques. 

Cesàro  {E .) —  Sur  une  Communication  de  M.  Tchebychew  au 
Congrès  de  Clermont-Ferrand.  (5 1 3-5 16). 

Propriétés  de  certaines  séries. 

Issoly  (le  Pi. -P.)  —  Sur  les  diverses  courbures  des  lignes  qu'on 
peut  tracer  sur  une  surface.  (522-52'-). 

L'auteur  considère  :  la  première  courbure  ;  la  déviation  tangonlicllc  ou  hori- 
zontale ;  la  déviation  normale  ou  verticale.  Ces  notions  le  conduisent  à  un  théo- 
rème très  général  et  à  l'établissement  de  plusieurs  propriétés  dignes  d'atten- 
tion. 

Correspondance.  —  J/.  d'Ocagne  :  Généralisation  de  la  question 
149i;  propriété  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique.  — 
M.  IL  Plamenevsky  :  Sur  la  question  li88  ;  décomposition 
d'un  polynôme  en  deux,  facteurs.  ( 528-53  1). 

Brocard{II.).  —  Solution  de  la  question  487.  (53i-533). 
Propriété  du  tétraèdre. 

Moret-Blanc.  —  Solution  delà  question  1437.  (533). 
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Propriété  de  la  série  de  Lamé. 

Fauve  (//•).  —  Solution  de  la  question  i4o4.  (534-535). 
Propriété  de  la  sphère. 

Barisien  (F.).  —  Solution  de  la  question  14oo.  (535-538). 
Lieu  géométrique  d'une  parabole  variable. 

Fauquembergue  (F.).  —  Solution  de  la  question  1476,   (538- 

539). 

Solution  entière  de  l'équation  x^ -\~  x- -\- x  +  \  =  c^ 

Goffart  (iV.  ).  —    Solution  de  la  question  1495.  (539-54o). 
Nombre  des  solutions  entières  d'un  certain  système  d'équations. 

Goffart  (A^. ).  —  Solution  de  la  question  1496.  (54i-542). 
Propriété  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1497.  (542-543). 

Lieu  du  point  de  contact  de  deux  cercles  variables  et  tangents  entre  eux. 

Questions  proposées.  —  1515  à  1519.  (543-544)- 

Cesàro  (F.).  — Algorithme  isobarique.  (56i-5"9). 

Algorithme  comprenant  comme  cas  particulier  la  fonction  «/e/;/t  de  Wronski. 
L'auteur,  après  définition,  montre  comment  cet  algorithme  s'applique  heureu- 
sement à  un  certain  nombre  de  questions  intéressantes.  A  rapprocher  d'un  article 
publié  môme  Volume,  p.  43i  {voir  plus  haut),  et  d'un  Mémoire  d'Arithmé- 
tique publié  dans  le  Journal  de  Battaglini  {iS8\).  Sur  la  fonction  aleph,  x'oir 
même  Recueil,  i""^  série,  t.  XVI,  pp.  248  et  416,  des  travaux  de  MM.  Brioschi  et 
Catalan. 

Correspondance.  —  M.  d^Ocagne  :  Sur  une  formule  donnée  par 
M.  Picquet.  —  M.  Genocchi  :  Au  sujet  d'un  Ouvrage  du 
D'  Peano,  Calcolo  differenziate.  (5^9). 

Publications  récentes.  —  (58o-58i).  A.  L. 


I 
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Tomf  XXII;  i88'{. 

S  lande  (O.).  —  Signification  gi'ométriquc  du  tliéorème  d'addi- 
tion des  intégrales  h^'perelliptiqiies  et  des  fonctions  du  premier 
ordre  dans  un  système  de  surfaces  homofocales  du  second  degré. 

(1-69;  145-176). 

L'Auteur,  dans  le  premier  Chapitre,  en  partant  des  coordonnées  elliptiques, 
étudie  les  fonctions  symétriques  algébriques  des  deux  variables  indépendantes 
dont  il  aura  à  faire  usage,  et  représente  l'élément  de  longueur  des  tangentes 
communes  à  deux  surfaces  par  des  différentielles  hyperelliptiques  de  deuxième 
et  de  troisième  espèce.  Les  significations  multiples  des  irrationnelles  algébriques 
(jui  figurent  dans  les  formules  sont  interprétées  géométriquement.  Dans  le 
second  Chapitre^  il  introduit  les  paramètres  transcendants  à  la  place  des  coor- 
données elliptiques.  Tous  les  points  de  l'espace  sont  définis  au  moyen  de  ces 
paramètres  et  la  signification  des  seize  fonctions  0,  dans  le  système  des  sur- 
faces homofocales,  est  complètement  établie^  Dans  le  troisième  Chapitre,  on 
trouvera  l'interprétation  géométrique  du  théorème  d'addition  pour  les  inté- 
grales de  première,  deuxième  et  troisième  espèce;  cette  même  interprétation, 
dans  le  quatrième  Chapitre,  conduit  à  des  théorèmes  sur  des  polygones  fermés 
dont  les  côtés  appartiennent  à  la  congruence  des  tangentes  communes  à  deux 
surfaces  homofocales.  Le  troisième  Chapitre  se  rapporte  au  contenu  géomé- 
trique du  théorème  d'Abel,  qui  permet  de  ramener  à  des  constructions  géomé- 
triques la  réduction  de  sommes  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales  à  des 
sommes  de  deux  intégrales  de  même  espèce. 

Dyck  (  TV.^,  —  Secondes  études  sur  la  théorie  des  groupes.  —  Sur 
la  composition  d'un  groupe  d'opérations  discrètes;  sur  leur 
primitivité  et  sur  leur  transitivité.  (70-108). 

L'Auteur  a  donné,  dans  un  Mémoire  antérieur  {Math.  Ann.,  t.  XX),  la  défi- 
nition d'un  groupe  d'opérations  discrètes,  indépendamment  de  tout  mode 
spécial  de  représentation  des  opérations  isolées  qui  en  constituent  les  éléments. 
Il  poursuit,  dans  le  travail  actuel,  le  même  but  :  déduire  les  propriétés  d'un 
groupe  de  sa  définition  générale,  établir  ces  propriétés  de  telle  sorte  qu'elles 
gardent  leur  valeur  pour  les  diverses  formes  sous  lesquelles  un  groupe  peut 
apparaître,  soit  dans  les  questions  relatives  aux  fonctions  algébrifjues,  soit  dans 
celles  qui  se  rapportent  à  la  théorie  des  nombres.  Dans  le  premier  Chapitre,  il 
traite  de  la  composition  d'un  groupe,  de  l'énumération  de  tous  les  sous-groupes 
contenus  dans  un  groupe  donné  (d'ordre  fini  ou  infini),  d'après  des  conditions 
nécessaires  et  suffisantes.  Dans  la  seconde  Section,  il  caractérise  les  propriétés 
de  primitivité,  d'imprimitivité  d'un  groupe  et  leurs  relations  avec  la  transitivité. 

Pringsheim  {A.).  —  Sur  certaines  séries  qui  représentent  des 


(')  Voir  Bulletin,  IX^,  p.  99. 

Bull,  des  Sciences  mnthém.,  1"  série,  t.  \.  (Mars  iHSfi.)  R.S 
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fonctions  distinctes,  choisies  arbitrai  reine  ni  dans  des  domaines 
de  convergence  séparés.  (io()-ii6). 

A  propos  d'un  exemple  donné  par  JM.  Tannery,  d'une  série  pouvant,  comme 
M.  Weierslrass  l'a  montré  le  premier,  servir  à  représenter  diverses  fonctions 
arbitraires  dans  diverses  régions  du  plan,  INI,  Pringsheim  fait  observer  que 
M.  Seidel  {Journal  de  C  relie,  t.  73)  avait  déjà  étudié  les  limites,  pour  n  infini, 

de  et  de et  que,   de    ces   limites,   on    déduit  immédiatement  des 

I  +  z"  n  -^  z"         ^ 

séries  qui,  toutes  les  deux,  permettent  de  résoudre  facilement  ce  problème  : 
Construire  une  fonction  d'une  variable  complexe,  qui,  à  l'intérieur  de  n  cercles 
séparés,  puisse  être  identifiée  à  n  fonctions  choisies  arbitrairement  et  qui,  exté- 
rieurement à  ces  cercles,  soit  identique  avec  une  autre  fonction  arbitraire. 

Lindemann.    —   Sur   l'équation    différentielle   des    fonctions    du 
cvlindre  elliptique.  (ii--i23). 

Intégration  de  l'équation  différentielle 


d'^ 


, h  (  A^  cos-  C2  ^  B  )  y  =3  o, 


pour  les  valeurs  générales  des  constantes  \  et  B. 

Rohn  {K')'  —  Essai  sur  la  théorie  des  nœuds  biplanaires  et  uni- 
planaires.  (i24-i44)- 

En  cherchant  quel  amoindrissement  de  la  classe  d'une  surface  cause  l'exis- 
tence d'un  nœud  biplanaire,  on  est  amené  au  théorème  suivant  :  «  Les  nœuds 
biplanaires  appartiennent  à  deux  t3'pes  essentiellement  difTérents,  suivant  qu'ils 
diminuent  la  classe  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre  impair;  dans  le  premier 
cas,  la  surface  est  projetée  d'un  point  quelconque  de  l'espace  par  un  cône  tan- 
gent à  lui-même,  dans  le  second  cas,  ce  cône    a   une  arête  de  rebroussernent. 

Dans  le  voisinage  d'un  nœud  biplanaire  avec  un  couple  de  plans  imaginaires 
conjugués,  la  surface  a  la  forme  d'une  épine,  si  la  surface  est  du  type  impair; 
dans  le  cas  du  type  pair,  au  contraire,  la  forme  est  celle  de  deux  épines  oppo- 
sées, à  moins  que  le  nœud  ne  soit  isolé.  Si  le  couple  de  plans  est  réel,  on 
obtient  la  forme  de  la  surface  dans  le  voisinage  du  couple  de  plans  en  disjoi- 
gnant les  deux  sections  de  la  droite  singulière,  dans  un  même  sens  pour  le 
type  I,  dans  des  sens  opposés  pour  le  type  II. 

La  diminution  de  classe  des  nœuds  n'a  pas  d'influence  sur  les  courbes  d'in- 
tersection par  les  deux  plans  singuliers.  Elles  se  comportent  comme  des  courbes 
générales  avec  un  point  triple,  pour  lequel  une  tangente  est  la  droite  singulière. 

\fin  d'obtenir  la  réduction   de  classe  pour  un  nœud  uniplanaire  en  considé- 

)  f 
rant  les  diverses  branches  de  la  courbe/ =  o,     71  ~  o,    on  développe  y  tl  z  en 

(iz 

série  [)rocédant  suivant  les  puissances  de  x,  on  réunit  les  séries  pour  y  en  les 
considérant  comme  des  branches  d'une  courbe  plane  et  Ton  détermine  la  réduc- 
tion  de  classe  de  celte  ccuube  plane  an   moyen  de  ses  points  singuliers. 
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Giehster  (^J.).  —  Sur  des  <^roii|)('s  (]<•  (!ong^riinncc  dont  I.»  diiiicu- 
sion  (*S'///y<^)  esL  un  noinhic*  pionnier  (i  ""- 1  8()). 

Giebsirr  {^J .).  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  classes 
de  formes  quadratiques  binaires  à  déterminant  né^^atif.  (190- 
210). 

Seconde  ParLic  d'un  Alérnoire  dotiL  la  |)rennière  Partie  se  trouve  dans  le 
tome  XXI  des  Mathematische  Annalen. 

llarwitz  (yi-)'  —  Sur  les  propriétés  arithmétiques  de  certaines 
fonctions  transcendantes.  (211-229). 

Les  propriétés  transcendantes,  dénnontrées  par  MM.  Hermite  et  Lindennann, 
pour  la  fonction  exponentielle,  s'étendent  aux  intégrales  de  certaines  équations 
différentielles  linéaires  sans  second  membre  de  tous  les  ordres.  Comme  exemple, 
l'auteur  traite  des  intégrales  de  réquatif)n 

axy"  =  by'  +  y, 
où  a  cl  b  sont  des  nombres  entiers. 

Hiuwitz  (A.).  —  Sur  des  constructions  de  tangentes.  (23o-233). 

Le  théorème  général  que  voici,  d'après  un'e  Note  de  l'auteur,  se  rencontre 
déjà,  relativement  aux  courbes  planes,  dans  VJnalyse  des  injînitnent  petits 
de  rilospital. 

Soient  r^,  r^,  ...,  /•,,   les  distances   d'un    point  P  à  a  points  fixes  et  an  —  a 

courbes  fixes,  ou  à  a  points  fixes,  ^  courbes  fixes,  n  —  a  —  ^  surfaces  fixes;  si 

le  point  P  se  meut  de  manière  qu'une  certaine  fonction  /(/',,  i\,  ...,  r„)  des 

quantités  /'  reste  constante,  et  que  sur  les  rayons  /•,,  /•,,  ...,  i\  on  porte  des 

,,      ^    àf     df  f)f     ,  '        .       .    . 

longueurs  proportionnelles  a  ~ -,  -r^  ■>  •••>  -^— •>  la  somme   géométrique  de  ces 

segments  est  dirigée  suivant  la  normale  au  point  P 

Klein.  —  Sur  un  théorème  de  la  géométrie  des  lignes  droites 
{Gottinger  Nachrichten,  1872).  (234-241). 

La  démonstration  du  théorème  suivant  constitue  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans 
ces  recherches  :  soit  donnée  une  multiplicité  générale  de  n  dimensions  (w  ^  4)» 
que  l'on  en  sépare  une  multiplicité  de  11  —  i  dimensions  au  moyen  d'une  équa- 
tion quadratique  P  =  o.  Toute  multiplicité  algébrique  de  n  —  2  dimensions 
contenue  dans  cette  dernière  peut  être  représentée  par  une  seule  équation 
algébrique  adjointe  à  l'équation  P  =  o,  si  tous  les  sous-délcrminants  du  cin- 
quième ordre,  formés  avec  les  coefficients  de  P,  ne  sont  pas  nuls. 

En  particulier,  pour  représenter  un  complexe  algébrique  de  droites,  une  équa- 
tion adjointe  à  l'équation  P  =  o  suffit  toujours. 

Klein  {F.).  —  Sur  l'interprétation  des  éléments  complexes  en 
Géométrie  {Gôttinger  Nachrichlen,   1872).  (242-240). 
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Au  lieu  de  représenter,  comme  v.  Standt,  les  points  imaginaires  par  une  invo- 
lution  sur  une  droite,  on  part  d'une  détermination  métrique  projective,  en 
prenant  pour  points  fondamentaux  un  couple  de  points  imaginaires  conjugués; 
en  construisant  ensuite  des  points  équidistants  au  sens  projectif,  on  parvient 
ainsi  à  des  suites  générales  de  points;  celles-ci,  en  particulier,  peuvent  être 
cycliques;  comme  image  d'un  point  imaginaire  unique,  on  se  sert  d'un  cycle 
de  n  points,  parcouru  dans  un  sens  déterminé;  les  cas  de  /^  —  3  et  de  /i  =  4 
offrent  un  intérêt  particulier. 

Klein  {F.).  —  Une  extension  du  théorème  de  Pascal  à  la  géomé- 
trie dans  l'espace  [Sitziuigsberichte  der  Physik.-Mat.  So- 
cietât  zu  Erlangeii,  1877).  (24^-248.) 

Klem{F.).  —  Sur  le  concept  général  de  fonction  et  sur  sa  repré- 
sentation par  une  courbe  arbitraire  (^Sitzungsberichte  der 
Physik.-Mat.  Societàt  zii  Erlangen,  1873).  (249-209). 

Il  y  a  contradiction  entre  ces  théorèmes;  toute  fonction  peut  être  représentée 
par  une  courbe,  toute  courbe  a  une  tangente,  puisqu'une  fonction  arbitraire 
peut  n'avoir  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  L'auteur  montre  que 
cette  contradiction  repose  sur  ce  que  l'on  confond  deux  domaines  essentielle- 
ment différents,  les  définitions  mathématiques  abstraites  et  les  apparences  sen- 
sibles (physiques).  L'image  étendue  d'une  courbe  n'est  pas  représentée  analy- 
tiquement  par  une  fonction,  mais  bien  par  un  concept  indéterminé  qu'on  peut 
définir  avec  une  approximation  arbitraire,  et  que  l'auteur  appelle  une  bande 
{Streife)  de  fonction. 

Bois-Reymond  {P.  du),  —  Sur  l'intégration  des  séries  trigono- 
métriques.  (260-268), 

Si  une  séné  trigonométrique  définit  une  fonction  absolument  intégrable,  on 
obtient  l'intégrale  de  cette  fonction  en  intégrant  la  série  terme  par  terme. 

Kœnigsberger  (L.).  —  Relations  entre  les  intégrales  fondamen- 
tales d'une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre.  (269-289). 

L'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  :  «  Entre  deux  intégrales  fondamen- 
tales d'une  équation  différentielle  linéaire  sans  second  membre,  une  intégrale 
d'une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre  (et  même  d'une  équation 
différentielle  quelconque  du  premier  ordre)  et  la  variable  indépendante,  il  ne 
peut  pas  y  avoir  de  relation  algébrique. 

»  Entre  deux  intégrales  fondamentales  d'une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre  et  l'intégrale  d'une  autre  équation  différentielle  quelconque,  il  ne 
peut  y  avoir  de  relation  algébrique  que  si,  en  éliminant  celte  dernière  intégrale 
de  cette  relation,  on  parvient  à  une  équation  entre  les  intégrales  fondamen- 
tales et  leurs  dérivées  qui  se  réduit  à  une  identité,  au  moins  après  l'élimination 
d'une  des  dérivées.    » 
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Stroh  {J^')'  —  Ucduction  (h;  (J(;li\  covariants  de  foniK.'s  binaires. 

(290-:^()5). 

Bruns  {IL).  —  La  route  d'inertie  sur  la  surfaee  terrestre.  (296- 

.98). 

Recherche  de  la  lrajccU)irc  <J'iin  jxiinL  inohile  à  la  surface  de  la  Terre  sous 
l'influence  de  la  rotation  et  du  frottement.  L'auteur  montre  que  le  déplacement 
azimutal  causé  par  la  rotation  de  la  Terre  est  entièrement  indépendant  du 
frottement. 

Stéphanos  (C).  —  Mémoire  sur  la  représentation  des  fiomogra- 
pliies  binaires  j)ar  des  points  de  res])ace  avec  application  à 
l'étude  des  rotations  sphériques.  (299-36-). 

De  même  que  la  représentation  des  formes  quadratiques  binaires  par  des 
points  d'un  plan  se  réduit  à  la  considération  d'une  coni(iue  fondamentale  dont 
les  points  représentent  des  formes  quadratiques  à  discriminant  nul,  de  même 
on  peut  ramener  la  représentation  des  formes  binaires  bilinéaircs  à  la  considé- 
ration d'une  surface  du  second  ordre  S-  et  d'un  plan  t  coupant  cette  surface 
suivant  une  conique  C^  La  surface  S*  est  le  lieu  des  points  qui  représentent 
des  homographies  singulières  correspondant  à  des  formes  bilinéaires  à  détermi- 
nant nul.  Le  plan  tz  est  le  lieu  des  points  qui  représentent  des  homographies 
involutives  correspondant  à  des  formes  bilinéaires  symétriques. 

De  cette  manière,  la  partie  de  la  représentation  qui  est  relative  aux  formes 
symétriques  revient  à  la  représentation  des  formes  quadratiques  correspon- 
dantes par  des  points  du  plan  tt.  La  conique  de  ce  plan  qui  sert  ainsi  comme 
conique  fondamentale  coïncide  avec  C^  Cela  fait  qu'aux  divers  points  de  cette 
conique  se  trouvent  attachées  les  diverses  valeurs  d'un  paramètre  x. 

La  représentation  des  homographies  binaires 

par  des  points  de  l'espace,  se  trouve  complètement  déterminée  aussitôt  que  l'on 
attache  à  chaque  point  de  la  conique  C^  considéré  comme  x  ou  comme  y  la 
génératrice  ou  la  directrice  de  S^  qui  y  passe. 

La  seconde  partie  de  ce  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  d'une  des  applications 
les  plus  importantes  de  cette  représentation,  celle  de  la  représentation  des  rota- 
tions sphériques  par  des  points  de  l'espace.  On  sait  que  les  diverses  rotations 
de  l'espace  autour  d'un  point  fixe  établissent  sur  le  cercle  à  l'infini  C»  des 
homographies,  dont  chacune  ne  correspond  à  son  tour  qu'à  une  seule  rotation. 
La  représentation,  par  des  points  de  l'espace,  des  homographies  binaires  éta- 
blies sur  le  cercle  C»,  peut  dès  lors  servir  aussi  à  l'étude  des  rotations  corres- 
pondantes. A  cette  fin,  il  est  fort  avantageux  d'admettre  pour  conique  C'  le 
cercle  à  l'infini  C»  et  pour  surface  S^  une  sphère  de  rayon  i  ayant  son  centre 
au  point  qui  reste  fixe  dans  toutes  les  rotations  considérées.  La  représentation 
présente,  dans  ce  cas,  des  propriétés  métriques  fort  intéressantes  et  qui  sont 
d'autant  plus  remarquables  qu'elles  correspondent  aux  propriétés  des  rotations 
sphériques  (\m  accompagnent  ces  homographies. 
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Mayer  [A.).  —  Sur  la  déduction  des  solutions  singulières  d'un 
système  d'équations  différentielles  linéaires  de  ces  équations 
différentielles  elles-mêmes.  (Sôg-Spo, ). 

Il  s'agit  dans  ces  recherches  non  de  déduire,  comme  Lagrange  l'a  fait,  les 
intégrales  singulières  des  intégrales  complètes,  mais  de  définir  directement  les 
solutions  singulières.  On  arrive  ainsi  à  ce  critérium  nécessaire  :  étant  donné 
un  système  d'équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre,  les  dérivées 
secondes,  déduites  de  ce  système,  doivent,  pour  les  solutions  singulières,  être 
indéterminées,  au  moins  en  partie.  Ce  critérium  demande  toutefois  à  être  déve- 
loppé, ainsi  que  le  montre  l'auteur.  Parmi  les  résultats  auxquels  conduisent 
ses  recherches,  nous  détachons  les  suivants,  relatifs  à  une  équation  différentielle 
du  Ai'^"*  ordre. 

Si  l'équation  différentielle 

^{x,y,y,  ...,r("0  =  o, 

ou  telle  qu'elle  n'admette  point  de  racine  multiple  en  y^")^  telle  aussi  que,  pour 
une  valeur  indéterminée  de  x,  les  premières  dérivées  partielles  de  la  fonction  F 
restent  finies  et  déterminées  pour  les  valeurs  finies  de  y,  y',  •■•,y^"\y  ne 
peut  admettre  une  solution  singulière  qui  ne  soit  pas  en  même  temps  une  solu- 
tion commune  aux  deux  équations 

h    =0, 


àyW 


En  particulier,  s'il  y  a  une  solution  singulière  avec  n  —  i  constantes  arbitraires, 
ces  deux  équations  doivent  déterminer  les  valeurs  de  y(")  et  de  ^('*-')  et  les 
valeurs  obtenues  doivent  vérifier  identiquement  la  condition 

ÔF  ,dF  ,        dF 


ôx  ây         "       "^      o)jk("-») 

Si,  en  outre,  pour  un  <;ouple  de  valeurs, 

^(„_.)  ^  x„_, i^,y,y',.-.,  y^"-'^ ) , 

yH    =    X„  {x,y,y',  ...,  jC-^)), 

.      ..,.,.  ,  .      ,  .  .    ,j  ÔF        , 

qui   verihent  identiquement   les    trois    équations    précédentes,        ^^^     n  est  pas 

identiquement  nul,  l'intégration  de  l'équation  différentielle   du  n  —  i'*"*  ordre 

y{n~i)    —   \ 

J  "    »— 1 

fournit  en  général   une  solution  singulière  de  l'équation   proposée,   avec  n — i 
constantes  arbitraires. 

Stro/i  {E.).  —  Sur  la  théorie  des  combinants.  (393-4o5). 

Outre  cctlc  forme  d'où  l'on  peut  déduire,  ainsi  que  M.  (lordan  l'a  montré. 
lous  les  combinants  d'un  système,  il  en  existe  une  autre,  jouissant  de  la  même 
proprirti-,  (jtii  contient  les  séries  contragrédientes  des  variables,  et  qui  conduit 
iiiiisi  au  tlu'oirmc  dualistiqucment  opposé  à  celui  i\ç  M.  Gordan. 
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NdUDianii  {C.).  —  Sur  uik;  ccrLaiue  C'\l(;nsl<)ti   du    lliéorèmc  do 
Gantor.  (4oO-4i5). 

SoiL/(^)  une  loiiclioii  arhtljaiieiiu^iiL  dotinéc,  rontiniic  et  périodique,  soient 
[î,,  !â^,  ...,  p„,  ...  (les  constantes  arbitrairement  données,  telles  que  l'on  ait 

liin   |i„/(  n,x  )  ■--  o, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  cjui  satisfont  à   la  rondition 
Ou  a  nécessairement 

lim    ^„  =rr   0. 
n  =  ir. 

Krazer  [A.).   —  Sur  les  fondions  B  dont  les  caraclérlstiques  se 
forment  au  nioven  d'un  système  de  trois  nombres  entiers.  (4*6- 

449)- 

l'icJiomandi'itzky  {A.).   —  Sur  le  problème  de  Tinversion   des 
intégrales  elliptiques.  (45o-454)- 

Pi'ingsheùn  (A.).  —  Sur  les  changements  de  valeur  des  séries  et 
des  pi^oduits  infinis  conditionnellement  convergents.  (455-5o3). 

I.  Historique.  Fixation  du  problème  à  résoudre  :  «Etablir  un  lien  analytique 
entre  la  loi  de  formation  des  termes  d'une  série  et  l'ordre  qu'il  faut  leur  attri- 
buer pour  obtenir  un  changement  déterminé  dans  la  valeur  de  la  série.  » 

IL  Réduction  du  problème  à  l'étude  des  restes  singuliers.  Principe  de  l'équi- 
valence. 

III.  Digression  sur  les  produits  conditionnellement  convergents. 

IV.  Représentation  des  restes  singuliers  par  une  intégrale  définie.  Etude 
complète  du  cas  où  les  termes  infiniment  éloignés  ne  convergent  pas  vers  zéro 

plus  rapidement  que  lim  -  • 

n 

V.  Cas  où  les  termes  convergent  vers  zéro  plus  rapidement  que  lim 

Stolz  (O.).  —  Sur  la  Géométrie  des  anciens,   en  particulier  sur 
un  axiome  d'Archimède.  (5o4-;)i()). 

Schleslnger  (O.).  —  Sur  les  formes  binaires  conjuguées  et  leur 
construction  géométrique.  (52o-5()8). 

I.  Les  courbes  apolaires  d'une  conique  comme  courbes  subordonnées  aux 
formes  binaires  de  degré  pair  sur  cette  conique. 

IL  Propriété  des  courbes  conjuguées  (respcclivcment  apolaires)  subonlonnées 
aux  formes  binaires  du  second  degré.  Conslruclion  de  Serrcl. 

IIL  Extension  aux  formes  de  degré  impair. 

IV.  Génération  projective  des  courbes  subordonnées. 
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V.  Solution  d'un  problème  auxiliaire. 

VI.  Constructions  sur  une  conique. 

VII.  Théorèmes  généraux  sur  la  génération  projectivc  de  courbes  conjuguées 
et  apolaires. 

VIII.  Les  surfaces  apolaires  d'une  courbe  cubique  gauche  comme  surfaces 
subordonnées  aux  formes  binaires  sur  cette  surface.  Propriétés  des  surfaces 
subordonnées  à  des  formes  conjuguées. 

IX.  Génération  projective  des  surfaces  subordonnées. 

X.  Problème  auxiliaire. 

XI.  Constructions  sur  les  cubiques  gauches. 

Sliu'fn  (/?.)•  —  Sur  Ja  collinéation  et  la  corrélation.  (069-588). 

Sléphanos  (C).  —  Sur  la  théorie  des  quaternions.   (589-592). 

Ax.  H.^ 


Casopis  pro  pestovani  MATHEMATiKY  A  FïsiKr;  fcdlguje  D'  F.-J.  Studiîicka. 

T.  IX,  Prague,  1880  (i). 

Rehorovsky  {V.).  —  Sur  les  surfaces  développables.  (3i-42,  60- 

71,    161-173,   223-243). 

En  partant  des  équations  des  génératrices,  l'auteur  détermine  le  plan  tangent, 
l'arête  de  rebroussement  et  ses  plans  osculateurs,  la  droite  et  la  surface  polaire 
et  l'arête  de  rebroussement  de  celle-ci.  L'arête  de  rebroussement  est  une  ligne 
asymptotique  de  la  surface  formée  par  les  normales  principales,  en  même  temps 
qu'une  ligne  géodésique  et  la  ligne  de  striction  de  la  surface  des  binormales. 
Courbures  de  l'arête  de  rebroussement;  sa  surface  rectifiante.  Trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices,  lignes  doubles,  lignes  géodésiques.  Sections  planes  et 
leurs  asymptotes,  cône  directeur.  Quelques  exemples  simples. 

Pànck  (A.).  —  Remarque  sur  le  quadrilatère.  (43-44)- 

Mayer  (/•).  —  Remarque  sur  la  trisection  d'un   angle.  (44-45). 
Deux  solutions  approchées  de  ce  problème. 

Studnicka{T)^  F.-J.).  —  Sur  le  théorème  du  polynôme.  (49-54)- 

L'auteur  donne  les  coefficients  du  développement  d'une  puissance  entière 
d'un  polynôme  sous  forme  de  déterminant. 


(')  Voir  Bulletin,  VTI^,  p.  89. 
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Stmad  {/{.).  —  Note  sur  le  conc  du  second  dcj^ré.  (55-60). 

Dctorminalioii  des  gr()U|)CS  de  trois  urctrs  [)crpcndiculaircs  deux  ù  deux. 
liing  {V.).  —  Conlributioii   à  la  lliéorie  des  coniques,  (^i-'jô). 


Studnicka  (/>'"  F.-J.).  —  Sur  un  théorème  nouveau  sur  les  déter- 
minants. (97-103). 

Cet  article  a   paru  dans  les  Sitzungsbericlitc  der  Kgl.  bohin.  Gesclhcliufl 
der  Wissenschaflen  pour  1879. 

lung  {V.).  —  Remarque  sur  les  nombres  de  Bcrnoulli.  (io3-io8). 
lerabek  {V -)-  —  Note  sur  les  coniques  confocales.  (109- 1  12). 

Weyr  (^Ein.).  —  Involutions  sur  les  lignes  du  troisième  degré. 

(145-102). 

Il  s'agit   des  involutions  de  points  quadratiques  situées  sur  une  cubique  à 
point  double. 

Pcinck  {A.).  —  L'aire  d'un  triangle  exprimée  par  ses  côtés.  (iSa- 
i56). 

iiing  (/^.  ).  —  Une  fraction  continue  nouvelle  pour  le  nombre  t.. 
(157-159). 

L'auteur  déduit  d'une   fraction  continue  donnant  arc  tang^  une  autre  expri- 
mant arccos^  à  l'aide  de  la  relation 

r  —  z^ 
2  arc  tans^  =  arccos- 


1  +  ^^ 

Vanccek  (J.-S.).  —  Déplacement  d'un  angle  dans  son  plan.  (160- 
161). 

Weyr  [Ed.).  —  Sur  les  transformations  des  ligures  planes  qui 
conservent  les  aires.  (201-216). 

La  détermination  d'une  telle  correspondance  qui  transforme  un  système  de 
lignes  donné  en  un  autre  système  donné  n'exige  que  deux  quadratures; 
exemples.  La  transformation  collinéaire  rentrant  dans  cette  classe  est  la  sui- 
vante 

étant  ±  c=  =  a,6,  —  «.^,)  et  j?,  y,  l,  r^  désignant  des    coordonnées    rectangu- 
laires. 
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liing  {  V.).  —  Note  sur  les  surfaces  de  révolution.  (216-222). 

Simonides  (./•)•  —  Sur  la  courbure  des  surfaces.  (267-2-4). 

IVeyr  {Eni.).  —  Formule  récurrente  donnant  des  équations  d'in- 
volution.  (2-9-281). 

En  désignant  par  f{x)  oL  '^ix)  deux  polynômes  de  degré  n  et  posant 
f{x):i{x')—f{x')'o{x)  —  {x  —  x')^{x,  x'),  l'auteur  déduit  une  formule 
qui  donne  <]i  pour  la  valeur  n  à  l'aide  de  '{/  calculé  pour  n  — i. 


T.  X,  1881. 

liilpper  (C/i.).  —  Démonstrations  simples  de  quelques  théorèmes 
sur  les  nombres  premiers.  (10-20). 


L'auteur  part  de  l'irrationnelle 

v/a>i 


v/Â 


I 


I) 


>■  I  en  supposant 


et 


A^P     (modD). 

II    la  réduit  à    une  autre    irrationnelle  — -  de    même    type;    celle-ci    à 

une    troisième  de    même   type,    et  ainsi    de   suite    indéfiniment.    Cependant,  si 

l'on  désigne  par  a  le  plus  grand  entier  contenu  dans  y/A,  aucun  des  nom- 
bres   D    ne    peut  surpasser  2 a.  De  là,  on  conclut  à    la  périodicité   des  couples 

D,  I,  et  l'étude  de  cette  périodicité  dans  le  cas  de  l'irrationnelle  -r '—^  donne 

A  — -  d' 

le  caractère  de  la  fraction  continue  périodique  résultant  du   développement  de 

y/A.  De  là,  l'auteur  tire  quelques  théorèmes,  comme  ceux-ci  :  «  Si  A  est 
un  nombre  premier  4'^ +  3,  le  dénominateur,  qui  occupe  le  rang  du  milieu 
dans  la  fraction  continue,  est  égal  à  2;  A  étant  premier,  s'il  y  a  un  dénomina- 
teur de  milieu,  celui-ci  est  nécessairement  2;  ce  cas  étant  exclu  pour  les  nom- 
bres premiers  A  =  ^n-hi,  l'auteur  en  conclut  qu'un  tel  nombre  est  la  somme 
de  deux  carrés;  le  nombre  2  est  résidu  quadratique  de  tout  nombre  premier 
8/1  H-  7  et  non  résidu  des  nombres  premiers  8/1  +  3. 

Dans  la  seconde  Partie  de  l'article,  l'auteur  démontre  ce  théorème  que  «  tout 
nombre  premier  p  qui  divise  rn^  +  kn%  ni  et  n  désignant  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux  et  k  un  nombre  qui  ne  surpasse  pas  3,  peut  être  mis  sous  la 
même  forme.  Voici  cette  démonstration  traduite  textuellement  »  : 


Avi^ 


'Kp.  On    peut  supposer   ni    et  n  plus  petits  que  —  >  donc 


«   Soit  ni" 

X</?. 

»  Si  l'on  a  >v>i,  on  peut  déterminer    deux    nombres  x,  y,   premiers  entre 
eux,  tels  que 

X-  -\-  ky''  —  V p.        X  <  1. 

»  Pour  cela,  développons  —  en    fraction   continue   et   désignons  par  -  l'avant- 

ii  |j 
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(It'tiiicrc  rc'diiilc  de  ccLtr  fra(;li<»ii  ;  on  u 

//i  ^  —  /?  a  =  ih  1 . 
»  Posons  inainLcnanl 

X'  ^=  poL  —  ml,        y  =  p'^  —  nt, 

l  désignant  un  entier  quelconque.  Donc 

nx  —  niy  =qp/?. 

»  Delà  on  conclut  que  .r  et  jk  sont  ou  premiers  entre  eux,  ou  qu'ils  sont  divi 
sibles   par  p.  Si    donc,  pour  un  certain  t  =  t' ,  on  a  a:  =  x' ,  y  =  y'  et  de  plus 
x'^  -+■  ky'^  <  )v/>,  il  faut  que  x'  et  y'  soient  premiers  entre  eux.  .Mais 

X'  -\-ky^  =  p'ioi'  -i-  k^')-r-  t-  {ni' -h  kn')—  ipl^T-m  -\-  k'^n)  --  /(t), 
ou,  après  une  transformation  facile, 

/{t)  =  k      .       ,    ,  4-  U  —    r — P     ( "f-^  -r-  l<n-   . 

-^  m'  -1-  kii'       \  m'  -r-  kii'  ^  J  ^  ' 

»  La  valeur  de/{t)  ne  cesse  point  d'être  divisible  par  y>  pour 

_  a  m  -f-  A-  Jj  /i 

et  elle  atteint  alors  sa  valeur  minima;  car 

/it,±c)=/it,)-r-o-'{nV-\~knn, 

donc  f{t)  croit  avec  o. 

»  Si  donc  on    désigne  par  t'  Tentier  qui  approche  le  plus  de  t^,  on  voit  que 
fit')  ne  peut  surpasser/ (  ^^  ±:  i).  Donc 

x--\-ky'^  ^p  +  jp. 

.Mais,  dans  le  cas  de  A"  =  i  ou  A  =  2,  on  a,  en  supposant  X  >  i. 


4^-f-x 
"  4 


, . —  <  1,        donc        x'^  H-  ky'^  <  Ip. 
4  A 


»  Dans  le  cas  de  A"  =  3,  on  a  — y-^ —  -<  X,   dès  qu'on   a  )v  >  2.   Il  ne  reste   à 

4A 

considérer  que  le  cas  >;  =  2.  Mais  ce  cas  ne  peut  se  présenter,  car  alors  m-  -4-  3  n^ 
serait  un  nombre  pair,  donc  m  et  n  seraient  impairs,  donc  m-  +  ôh-  serait  au 
moins  égal  à  4/>-  » 
A  ces  considérations  de  l'auteur,  on   peut  ajouter  que   la  démonstration  tient 

encore  bon  pour  A"  =  4  si  /?  >  2.  En  effet,       ^ , —  est  <  X  dès  (juc  X  >  2  ;  reste 

donc  à  considérer  X  =  2.  Ce  cas  ne  peut  se  présenter,  car  on  aurait  alors 

m-  H-  4^1'  =  2/>, 

et,  m  étant  évidemment  pair,  27;  serait  divisible  par  4- 
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Weyr  {Ed.).  —  Sur  la  détermination  des  trajectoires  orthogo- 
nales d'un  système  de  cercles  dans  le  plan.  (20-24). 

L'auleur  montre  que,  une  seule  des  courbes  cherchées  étant  connue,  ou  les  a 
toutes  par  de  simples  quadratures. 

lung  {V.).  — ■  Note  sur  les  surfaces  du  second  degré.  (24-35). 

Weyr   {Ed.).    —   Formation    de   certaines  équations  résolubles 
algébriquement.  (10^-126). 

L'auteur  forme  une  telle  équation  en  x  de  degré  m  par  l'élimination  de  ,3,  et 
de  [jj  des  équations 


Qttl 


P2    —  —  Jh 


II, 


^  -?,  +  ?,. 


/n/ —         ?n/—  mi  — 

On  forme  de  même  les  équations  dont  les  racines  sont  x  =    V  3^^  -f-   y^i  "^^  V  *a> 

les  a   étant    les   racines    d'une   équation  cubique  donnée,  pour  ni  — 2,  Z,  !\',\it 

premier  et  le  dernier  cas  conduisent  à    la  résolution   des  équations  biquadra- 

tiques.  Au  même  résultat  mène  la  formation  de  l'équation  aux  racines 


X 


=  \/^,^z  +  S/^-s^i  +  V^^'l^'., 


qui  termine  l'article. 


Rehoroçsky  (  V.).  — Note  sur  l'application  des  intégrales  définies 
à  la  sommation  des  suites  infinies.  (i34-i43). 

Quelques  formules  sommatoires  déduites  par  des  dérivations  eiïectuées  sous 
le  signe  /. 

Vahaus  (D^  J.).  —  Sur  les  trisectoires.  (iSS-iSg). 

Soit  O  un  point  situé  sur  la  circonférence  d'un  cercle  et  S  une  sécante  de  ce 
cercle.  Qu'une  droite  menée  arbitrairement  par  O  rencontre  le  cercle  en  D  et 
la  sécante  S  en  B.  Le  lieu  du  point  M  tellement  choisi  que  D  soit  le  point 
milieu  de  BM  est  une  trisectoire.  L'auteur  l'applique  à  la  trisection  d'un  angle. 

Lerch  {M.).  —  Note  sur  les  coniques,  (lôo-i'j^). 

Studnicka  {D""  E.-J.).  —  Détermination  directe  des  variants  et 
des  rétrovariants  des  équations.  (208-212). 

Ce  sont  les  coefficients  d'une  équation  débarrassée  par  une  transformation 
X  =  y  -H  a  de  son  second  terme,  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  aux  ra- 
cines réciproques  débarrassée  du  même  terme.  L'auteur  les  donne  sous  forme 
de  déterminants. 

Pitigc  (D'  Cil.  le).  —  Note  sur  la   théorie  des  polaires  dans  le> 
courbes  géométriques.  (2i2-2i(i.  en  français). 
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Comme  le  dit  l'auloiir,  «  ccLLc  courte  Note  donne  les  démonstrations  de 
«|iiel(|iies  propriétés  des  f,'rf»iipes  polaires,  d'un  groupe  de  points  par  rapport  à 
iiii  point  donné,  propriétés  qui  permettent  de  ramener  aisément  la  détermina- 
tion des  eourl)es  polaires  d'un  point  relativement  à  une  roiirhe  C„  ind<;rompo- 
sahlc  à  colle  des  rnùnics  p<»laii"cs  pour  des  courbes  décomposables.  Ces  propriétés 
permettent  aussi  de  trouver  les  éléments  nécessaires  à  leur  construction  et  à  la 
délenninalioa  de  leur  ordre  ». 

Zahradnik  [D'  K.).  —  l^ropric'lcs  des  groupes  osculaloires  sur  la 
strophoïcle.  (y.6i-:>»-i). 

Par  un  point  arbitraire  <le  cette  courbe  passent  trois  cercles  qui  l'osculent 
ailleurs;  les  pijints  de  contact  de  ces  cercles  forment  un  groupe  d'une  involu- 
tion  cubi(|uc  située  sur  la  stroplioïde.  L'auteur  résout  diverses  questions  ixda- 
tivcs  à  ces  groupes  de  points. 

Pàiick  {A.).  —  Détermination  expérimentale  dti  nombre  -.  (2^2- 
.;5). 

Exposé  du  problème  connu  de  la  théorie  des  probabilités. 

Vanècek  [J.-S.).  —  Description  organique  des  lignes  et  des  sur- 
faces du  second  degré.  (2j5-2j8). 

L'auteur  rappelle  les  tliéorèmes  connus  de  Newton  et  de  Chasies  sur  les 
lignes  du  second  degré  et  en  donne  une  généralisation  relative  aux  surfaces 
quadriques. 

Les  deux  sources  contiennent,  outre  de  nombreuses  questions  proposées  aux 
élèves  et  les  solutions  données  par  ceux-ci,  des  revues  littéraires  et  des  annonces 
critiques  de  nouvelles  publications. 

Ed.  W. 


MONATSBERICHTE   dei\   Akademie   der   Wissenscfiaften  zu  Berlin. 

Année  1881  ('). 

i3  janvier. 

11.    Brans.  —  Remarques  sur  les  variations  de  l'intensité  de  la 
lumière  des  étoiles  du  type  d 'Algol. 

M.  Pickcring  a  essayé  d'expliquer  ces  variations,  en  supposant  (ju'un  corps 
spliérique  obscur  décrive  un  cercle  autour  de  l'étoile  considérée,  la  forme  de 
cette  étoile  étant  également  sphériciue.  Il  a  ainsi  obtenu  une  représentation  nu- 

(•)  Voir  Bulletin,  IX,. 
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incricjue  du  pliéiiomène  qui  concorde  avec  les  observations.  Il  avait  exclu  celte 
autre  hypothèse,  qui  vient  immédiatement  à  l'esprit,  celle  de  la  rotation  de 
l'étoile,  parce  qu'elle  ne  lui  semjjlait  pas  permettre  d'expliquer  la  constance  de 
l'intensité  de  la  lumière  pendant  la  plus  grande  partie  de  la  période. 

M.  Bruns  fait  remarquer  que,  dans  l'hypothèse  de  M.  Pickering,  le  rapport  de 
la  dimension  de  chacun  des  deux  corps  à  leur  distance  doit  être  nécessairement 
beaucoup  plus  grand  que  nous  ne  sommes  habitués  à  le  constater  dans  les  obser- 
vations actuellement  possibles  ;  d'où  résulterait,  tout  au  moins,  que  nous  ne  pou- 
vons nous  contenter  de  supposer  les  deux  corps  simplement  sphériques.  Et  si  l'on 
remplace  le  corps  obscur  par  une  traînée  de  météores,  il  faudrait  que  son  épais- 
seur dans  la  direction  du  rayon  fût  bien  petite  en  comparaison  de  toutes  ses 
autres  dimensions. 

Sans  renverser  l'hypothèse  de  M.  Pickering,  ces  remarques  montrent  cependant 
qu'elle  ofl'ie  bien  quelques  difficultés.  Mais,  si  toute  autre  hypothèse  se  présentant 
à  l'esprit  d'une  manière  simple  devait  être  exclue,  il  conviendrait  de  se  rattacher 
quand  même  au  système  de  M.  Pickering.  Or  voici  que  M.  Bruns  se  propose  de 
démontrer  que  l'hypothèse  si  simple,  rejetée  par  M.  Pickering,  de  la  rotation  de 
l'étoile  variable  autour  d'un  de  ses  axes,  offre  au  moins  le  même  degré  de  proba- 
bilité que  celle  du  compagnon  obscur  et  que  les  résultats  déduits  de  cette  hypo- 
thèse concordent  également  avec  l'expérience.  Il  en  résulte  que  l'on  ne  doit  re- 
tenir, dans  l'hypothèse  de  M.  Pickering,  que  la  formule  d'interpolation  permettant 
de  remplacer  par  des  calculs  les  constructions  graphiques  généralement  adoptées. 
M.  Bruns  arrive  à  ce  résultat  en  démontrant  que  l'on  peut  toujours,  dans  l'hy- 
pothèse de  la  rotation  de  l'étoile  variable,  choisir,  et  cela  d'une  infinité  de  ma- 
nières, les  éléments  de  rotation  de  manière  que  la  courbe  représentant  l'intensité 
de  la  lumière,  déduite  de  ce  choix,  diffère  partout,  d'aussi  peu  que  l'on  veut, 
d'une  courbe  continue,  régulièrement  périodique,  représentant  l'intensité  de  la 
lumière  observée. 

L'importance  delà  Note  de  M.  Bruns  est  bien  plus  dans  la  démonstration  de 
ce  théorème  de  Mécanique  que  dans  la  critique  de  l'hypothèse  de  M.  Pic- 
kering. 

21  février. 

Noie  de  M.  Weierstrass. 

Cette  Note  a  été  traduite  dans  le  Bulletin. 


3i  mars. 

M.    TFeierstrass  présente   à  l'Académie  le  premier   volume  des 
OEiivres  complètes  de  Jacobi. 

Ce  premier  volume  a  encore  été  publié  par  Borchardt. 


(')  Proccediiis;s  of  the  American  Académie  of  Arts  and  Sciences,  t.  \VI. 


HliVUI-    UKS   PUBLICATIONS.  4; 


i(\  jiiillcl. 

Ki'onrckcr.   —    Sui*    l;i    lliroric    de    réliininaLKjn    d  iiru*    \riii.ihlr 
cnlre  deux  (''qualions. 

I.  Les  (Icvcloppcmcnls  de  Jacohi  (')  loucliant  r<'lirriinali')n  (J'iine  variable 
entre  deux  équalinns  et  les  recherches  faites  par  INI.  Krorucker  sur  les  séries  de 
SUirni  (^)  ont  comme  point  de  départ  commun  le  i)roi>léirie  suivant: 

Soient /(x)  clj\{x)  deux  fonctions  entières  de  la  variahie  x,  de  degrés  n  et 
Il  —  n^^,  trouver  deux  multiplicateurs  <1>  (.r)  et  ^V{x)  tels  que  le  degré  du  pro- 
duit V{x)W{x),  où 

F(^)  =/,{x)'!^{x)-f{x)'i{x), 

soit  plus  petit  que  n. 

C'est  à  la  solution  de  ce  problème  ((u'est  consacré  le  Mémoire  de  M.  Kronecker. 
Ce  Mémoire  est  beaucoup  plus  long  que  la  plupart  des  Communications  mathé- 
matiques faites  à  l'Académie  de  Berlin;  il  a  soixante-six  pages,  et,  comme  il  est 
écrit  sous  une  forme  concise,  il  nous  faudra  entrer  dans  quelques  détails  et  être 
long  à  notre  tour  pour  donner  une  idée  de  la  voie  suivie  et  des  résultats  obtenus. 

Et  d'abord,  quelque  particulières  que  soient  les   fonctions /(x)  et /,(a:),  on 

peut  toujours  traiter  directement  le  problème  proposé,  en    déterminant   par  un 

système  d'équations  linéaires  les  coefficients  des    fonctions  '^{x),  ^{x),  F(^), 

de  manière    que    la    condition    imposée   soit  vérifiée.  Seulement  on  caractérise 

ainsi  les  cas  particuliers  bien  moins  simplement  qu'en  suivant  une  autre  méthode, 

f  (x) 
qui  consiste  à  se  servir  du  développement  de  '^, — -  en  fraction   continue. 

M.  Kronecker  commence  par  exposer  cette  dernière  méthode.  II  développe  la 

f  (x) 
fonction  rationnelle  "^4^ en  fraction  continue,  ce  qui  lui  donne    l'algorithme 


/.-,-         Srfr       =0. 


^     {  3C\ 

qui  définit  les  fonctions  f.,{x),  J\{x),  ,..,/,.(  ^).  Il  désigne  par   ',-^-- —  la   A''"" 

Vu  (  "^  ) 

f  {x) 
réduite    de '^-^r — f  et  par  n.  le  degré  de  la  fonction  'l'i  (x).    VA,  sans  difficulté, 

f{x)         t'         k  ^ 

il  montre  que  les  fonctions  <l>(x),  ^'{x),  F(x),  répondant  à  la  (jucstion,  sont 

toutes  de  la  forme 

<l>{x)  :-.0(.r)9,(x), 

^'(x)  :-'-Hx)^,{x), 
F(x)  :-0(,r).A.^.(x), 

0  étant  une  fonction  entière. 


(•)  d'elle,  t.  30. 

{')  AlonatsbericJite  dev  BerUner  Akadennc,  février  iS-.>  et  février  1S78. 
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Ceci  posé,  prenons  pour  A'  un  des  nombres  i,  2,  ...,  /■  et,  nous  alLachant 
plus  particulièrement  à  W{cc)  par  exemple,  proposons-nous  de  déterminer  une 
fonction  ^'(^)  de  degré  donné  v,  répondant  à  la  question. 

M.  Kronecker  montre,  tout  d'abord,  qu'il  faut,  pour  la  valeur  déterminée 
attribuée  à  A,  que  le  nombre  v  soit  compris  entre  les  deux  limites  nj.  —  i  et 
f^k+i-  Considérons  les  intervalles  compris  entre  ces  limites  et  v;  désignons  par 
[X  le  plus  petit  des  deux  intervalles.  On  obtient  alors  pour  T(^)  une  fonction 
entière  dont  l'un  des  facteurs  est  évidemment,  comme  plus  haut,  le  dénomina- 

leur  vp,  (^)  d'une  des  A'  réduites  de  ^, — -  5  et  dont  le  second    facteur  est   une 

^*  /(^) 

fonction  entière  dont  le  degré  est  nécessairement  plus  petit  que  jx. 

Le  nombre  A"  restant  toujours  fixe,  on  peut  examiner  les  différents  cas  qui  se 
présentent  suivant  que  v  prend  l'une  ou  l'autre  des  valeurs  comprises  entre 
7iy^  —  I  et  n^.^^.  On  voit  ainsi  le  rôle  important  que  joue  le  dénominateur  4'/i(-^) 
de  chaque  réduite;  ce  dénominateur  est  un  invariant  de  l'intervalle,  corres- 
pondant à  A,  dans  lequel  on  peut  choisir  le  degré  v  de  la  fonction  cherchée; 
il  est,  en  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  toutes  les  fonctions  W{x) 
correspondant  au  nombre  A"  choisi. 

II.  Au  lieu  de  chercher  à  déterminer  directement  les  coefficients  de  <ï>(.2:)  et 
de  W{x)  pour  en  déduire  ensuite  ceux  deF(a;),  on  peut  considérer  ceux  de 
<ï»(a7)  et  ¥  {x),  ou  encore  ceux  de  W {x)  et  F  (a;)  comme  les  inconnues  à  dé- 
terminer. Dans  le  dernier  cas,  la  méthode  à  suivre  revient  au  fond  à  celle  que 

Fix) 
Cauchv  a  donnée  pour  déterminer  une  fonction  rationnelle  r— /--,-  à  l'aide  des 
•^  ^  ^  (x) 

Il  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour  les  n  racines  de  l'équation  f{x)  =  o, 
la  somme  des  degrés  du  numérateur  et  du  dénominateur  devant  être  plus  pe- 
tite que  n. 

M.  Kronecker  aborde  ce  problème  à  son  tour  et  nous  allons  voir  qu'il  ajoute 
une  remarque  bien  importante  aux  résultats  obtenus  avant  lui. 

Soient  '6,,  \.^,  ...,  ^„  les  n  racines  de  l'équation  f{x)  =0,  et  soit,  pour 
«  =  1,2,  . . . ,  h, 

les  /i  valeurs  connues  à  l'aide  desquelles  on  veut  déterminer  les  coefficients  de 

F(^) 


la  fonction 


W{x) 


Supposons  que  nous  ayons  d'abord  déterminé  à  l'aide  de  la  formule  d'inter- 

F  (x) 
polation  de  Lagrangc,  au   lieu    de    la    fonction  rationnelle  —— — ->  une  fonction 

entière  de  degré  (/i  —  i),/^{x),en  posant /,  (H;,)  =  i//,,  (/i=i,  2,  ...,n)\  il 
ne  nous  resterait  plus  alors  qu'à  déterminer  les  deux  fonctions  F  (a:)  et  M*(j7) 
telles  que 

F(|,,)     =    W(^,,)/.(|;,),  (/i=I,2,     ...,/0. 

Nous  voici  donc  ramenés  à  un  problème  identique  au  suivant  : 
Déterminer  trois  fonctions  *I>( a;),  W{x)  et  F'(j7)de  manière  à  vérifier  l'éga- 
lité 

F{x)  =  ^'{x)/,{x)  -  cl>  {x)/{x), 

la  somme  des  degrés  do  l''(.r)  et  de  M'(.r)  étant  plus  petite  que  n. 
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Nous  avons  vu,  dans  lo.  paragraphe  précédent,  que  toutes  les  solutions  d<;  ce 
problènrie  étaient  données  par  les  égalités 

V{x)  '-^  0(a;)./t^,(x), 
La  fraction  cherchée  est  donc  nécessairement  de  la  forme 

Ainsi  nous  sommes  arrivés  au  résultat  intéressant  :   les  seules   fonctions  ra- 

tionnelles  répondant  au  problème  de   Cauchy   sont  "^v^-— t-^  ;  ce  sont  les  seules 

fonctions  rationnelles  ayant  mêmes  valeurs  que  la  fonction  entière  y,  (a?)  pour 
les  n  racines  de  l'équation  f{x),  la  somme  des  degrés  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur devant  rester  plus  petite  que  n. 

C'est  ici  que  se  place  la  remarque  importante  faite  par  M.  Kronecker.  Dans 
le  problème  de  Cauchy  on  donne  le  degré,  soit  du  numérateur,  soit  du  déno- 
minateur de  la  fonction  rationnelle,  et  l'on  impose  à  la  somme  des  deux  degrés 
d'être  plus  petite  que/i;   les  nombres  ^,,  \^,  •••>^„  sont,  de   plus,  supposés  in- 

égaux.  Et  l'on  obtient  pour  tout  résultat  les  fractions  *^|"+^'-^ — ';  mais  cette  der- 

niera  fraction  remplit-elle  toujours  les  conditions  imposées?  On  voit  facilement 
(ju'il  n'en  est  rien.  Sans  doute,  on  a  toujours  la  relation 

mais  supposons  un  instant,  ce  qui  est  bien  permis,  que  le  numérateur  et  le 
dénominateur,/].^,  et  ^'t,  aient  un  diviseur  commun;  on  démontre  alors  que  le 

(luotient  '^4-^ — r-  n'est  pas  égal  à  u.    pour  chacune  des  ji  valeurs  |,. 

La  relation  bien  connue 

montre,  en  effet,  que  tout  diviseur  y^{x)  commun  à  /t+,  (^)  et  ^^{x)  est  né- 
cessairement diviseur  dey'(.r),  puisque,  étant  diviseur  de  ^'^  i-^),  il  ne  peut  diviser 
(p,.{x).  Donc,  si  ^  est  une  des  racines  de  y^{x)  =  o,   la    valeur    de    la    fraction 

/      ( 3^)  fi  x)  o  (  x) 

■  !''^l     ,      pour  :r  =  S  ne  peut  être  égale  à  /,  (H),  car  sans  cela   ■  '  ■'■■^ — L     gg. 

rait  nul  pour  a;  =  ^;  or  ce    quotient  est   différent    de    zéro,  car,  comme  les   ^,, 

j        ,  .    ,  ,  ,  .        fi^)      •  ,•   • 

donnes  sont  inégaux  par  hypothèse,  "^ — -    u  a    aucun    diviseur    commun    avec 

X  —  l,  et  puisque  tp^.  (^)  et  'y{x)  n'ont   pas  de   diviseur   commun,   9;(x)    n'a 

aucun  facteur  x  —  ^. 

En  résumé,   les   seules  solutions  du   problème   de    Cauchy  sont  les  fractions 

/      (^) 
,"^',     ,     qui  se  présentent  sous  une  forme  réduite;  celles  dont  le  numérateur 

et  le  dénominateur  ont  un  diviseur  commun  ne  répondent  pas  au  problème. 
De  plus,  si  le  degré  v  du  dénominateur  de  la  fraction  cherchée  doit  être  compris 
entre  n^ — i  et  n^_^_^,  k  étant  déterminé,  il   n'y  a   qu'une  solution    du  problème 

qui  soit  possible:  c'est  ^^-^ — •  Si  donc    /,..Ax)    et    ^,.(x)    ont    un    diviseur 

^^{x)  y*.4-iv     /  TJ.V     / 

Bull,  des  Sciences  tnathém.,  2'  série,  t.  \.  (Mars  1886.)  R.4 
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commun,  le  problème  de  Cauchy  devient  impossible.  Il  n'existe  pas  alors  de 
fonctions  rationnelles  dont  le  dénominateur  soit  d'un  degré  compris  entre 
n^ — I  et /i^..^.,  et  qui  prenne  des  valeurs  données  arbitrairement  pour  les  n 
racines  inégales  de  l'équation  de  degré  n,  f{x)  —  o. 

M.  Kronecker  donne  un  exemple  de  ce  cas  bien  intéressant.  Il  choisit,  pour 
n  =  4,  la  fonction 

'i,  étant  arbitraire,  et  propose  de  déterminer  une  fonction  rationnelle 

a  -\-  a^x 
b  +  b^x  +  h^  X- 

ayant  pour  les  racines  a:  =  i,  2,  3,  \  de  f{x)  les  valeurs  6,  3,  2,  \^ —  6^4-11. 
La  somme  des  degrés  du  numérateur  et  du  dénominateur  est  bien  alors  plus 
petite  que  n  —  [\,  comme  l'exige  le  problème  de  Cauchy. 

On  détermine  d'abord /,( x )  par  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange;  il 
vient  immédiatement 

f^  (x)  —  x"- —  ^x  +  11. 

A  l'aide  des  trois  valeurs  a:  =  6,  3,  2,  on  obtient  facilement  pour  la  fraction 
cherchée    l'expression  —  »   et  l'on  voit  bien  que  cette  fraction  n'est   pas  égale  à 

\^  —  6 1  +  1 1  pour  X  —  \. 

Le  problème  est  impossible. 

Il  est  bon  d'observer  qu'au  lieu  de  se  servir  des  résultats  du  paragraphe  pré- 
cédent sur  le  développement  en  fraction  continue,  on  peut  aussi  déterminer  di- 
rectement les  fonctions  F(a:)  et  ^F(^)  par  les  n  équations  de  condition 

A  ce  sujet,  il  faut  renvoyer  à  l'Analyse  algébrique  de  Cauchy  (p.  628). 

IlL  Mais,  au  lieu  de  considérer  comme  inconnus  les  coefficients  de  deux 
des  fonctions  <ï>( a;),  W {x),  F(a;),  on  peut  ainsi  ne  considérer  comme  inconnus 
que  les  coefficients  d'une  seule  de  ces  trois  fonctions;  M.  Kronecker  fait  re- 
marquer que  l'on  parvient  ainsi  à  la  solution  complète  la  plus  simple  que  com- 
porte le  problème,  abstraction  faite  de  la  solution  à  l'aide  du  développement 
en  fraction  continue  dont  nous  avons  parlé  en  commençant. 

On  voit  facilement  qu'il  est  indifférent  de  considérer  d'abord  comme  inconnues 
les  coefficients  de  l'une  ou  de  l'autre  des  trois  fonctions.  Choisissons  ^'(a;)  et 
supposons  que  les  n  racines  |,,  ^^,  ...,  |„  de  l'équation  f^x)  =0  soient  dis- 
tinctes. 

Comme  le  degré  du  produit  F(a;)M'(>r)  doit  être  plus  petit  que  n  et  que 

VI•(^)/.(x)-«^(.r)/(^)=  F(x), 

il  faut  qu'en  divisant/,  (a;)  W(x),  dont  le  degré  est  {n —  w,)+v,  par /(:r), 
dont  le  degré  est  w,  le  degré  p  du  reste  F(a7)  soit  plus  petit  que  /i— v.  Cette 
condition  p</i  —  v  va  nous  permettre  de  déterminer  le  rapport  des  (v-i-0 
coefficients  de  M"(j:). 


Ivi)  posant 


uEVUi;  i)i:s  publications. 


'ji 


(/) 


les  fonctions /(')  (.27 )  sont  linéairement  indépendantes  et  le  degré  de/(''(x)  est 
n  —  i  —  I.  La  fonclion  V{x)  devient  alors 

in    i/i) 

Mais  F(;r)  doit  être  au  plus  do  dcf^ré  {n  —  v  —  i);  donc,  comme  les  fonc- 
tions/(')(  .37)  sont  linéairement  indépendantes,  le  coefficient  de  /'-"'{x)  qui  est 
de  degré  {n  —  i),  celui  de/(')  (37)  qui  est  de  degré  {n — '^  )  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  coefficient  de/(^-')(a7)  qui  est  de  degré  n —  v.  doivent  être  tous 
nuls. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  à  remplir  est  donnée  par  v  équa- 
tions linéaires  en  M'(^i),  W{U,  ...,  ^F  (;,,).  Elles  sont  vérifiées  si  l'on  prend 
pour  ^"(j:)  un  déterminant  facile  à  établir 


^r(.r)-  IV  V" 


•>    ^p+v-i'1    ^''  I 


ou 


c  = 


{h 


On  obtient  alors,  par  une  transformation  élémentaire,  pour  F(x)  un  déter- 
minant élégant,  et  la  condition  imposée  au  degré  du  produit  F(x)^I'(a:)  est 
vérifiée. 

Comme  W{x)/^{x)  —  il^{x)/{x)  =  F{x),  on  en  déduit  un  déterminant 
pour  <I>(^),  ou,  ce  qui  résume  mieux  le  résultat  obtenu,  un  déterminant  con- 
tenant une  indéterminée  U  pour  la  fonction  UT(a;)  —  <I>(.r).  Voici  ce  déter- 
minant : 


U, 


xc,, —  c. 


xc., 


xc  .  —  c. 


^C.v-.-C,v-, 


Or  on  remarque  qu'en  développant  ^^ — -    suivant    les    puissances    décrois- 

/{x) 

santés  de  x,  on  obtient  comme  coefficients  des  puissances  de  x  précisément  les 

éléments  Cj.  à  l'aide  desquels  est  formé  ce  déterminant.  On  s'affranchit  enfin  de 

l'hypothèse  de  l'inégalité  des  racines  ^,,  ^^,  ...,  ^„  de  l'équation /(a:  )  =  o. 

Si  l'on  avait  pris  comme  point  de  départ  les  coefficients  donnés  par  ce  déve- 

f  (x) 
loppement  de  =^^7^ — -  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  on  au- 

/(•27) 

rait  eu  l'avantage  d'éviter,  dès  le  début,  la  restriction  concernant  l'inégalité  des 
racines  de  l'équation /(o;)  —  o. 

Voici  donc  une  partie  du  problème  résolu;  mais  une  partie  seulement.  Qu'a- 
t-on  obtenu  en  effet?  On  a  obtenu  pour  <l*{x),  W{x),  F{x)  des  expressions  qui 
satisfont  aux  conditions  du  problème.  Mais  les  a-t-on  ainsi  toutes  trouvées;  n'y 
a-t-il  pas  encore  d'autres  fonctions  4»  (a:),  M' (^),  F  (.r)  répondant  à  la  question? 
C'est  ici  la  partie  délicate  du  problème. 


.02 
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Pour  la  résoudre,  M.  Kronecker  tient  compte  du  résultat  obtenu  jusqu'ici,  et 
comme  ce  sont  les  quantités  Cj^  qui  sont  les  éléments  à  l'aide  desquels  sont 
formées  les  fonctions  trouvées  <P{x),  W{x),  F{x),  ce  sont  ces  quantités  c^ 
qu'il  considère  comme  données.  Cela  ne  peut  offrir  aucune  difficulté,  car  on  les 


obtient  facilement,  soit  à  l'aide  des  dérivées  de 


/.(^) 


>  soit  encore,  c  ,  c,, 


c„_,  comme  coefficients  de  la  fonction  fi{x)  considérée  comme  une  fonction 
homogène  et  linéaire  de  /^^x),  /(')(^),  ...,  /'-"'^Hx),  et  les  suivants  c^ 
(k^n),  par  les  relations  linéaires 


1 


^V'^" 


iP  =   O,     I,    2,    ...), 


où  b^,  b^ i&,^  sont  définis  par 

n 

f{x)  =  \  b^x'. 


M.  Kronecker  remarque  d'ailleurs  que,  dans  le  problème  proposé,  il  est  tout 

naturel   d'introduire    précisément    ces  éléments  c,-    comme   quantités  données, 

C5    (x) 
puisque  les  2/i,   premiers  coefficients  du  développement  de  la  réduite    —, — 

coïncident  avec  ceux  du  développement  de  ~ — -• 

Pour  ne  pas  interrompre  inutilement  l'énoncé  du  théorème  suivant,  je  vais 
rappeler  immédiatement  la  définition  de  l'ordre  d'une  formule  récurrente,  c'est- 
à-dire  d'une  formule  de  récursion  linéaire,  pour  une  suite  de  quantités  données. 
Il  est  égal  à  jx  lorsque  chaque  élément  de  la  suite  donnée,  à  partir  du  (  [x  + 1)'^"*, 
est   exprimable   linéairement   par  'les    p.  éléments  précédents,    à    l'aide   de   la 

formule  récurrente. 

/  {x) 
Nous  avons  besoin  des  2  ai  premiers  coefficients  du  développement  de  ^, — r- 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  ce  sont  ces  coefficients  c^,  c,,  ..., 
c,„_,  que  nous  considérerons  comme  connus.  Et  les  rapports  des  (v  -4-1)  coeffi- 
cients de 


W{x)=^^,x^ 


i  =  0 


seront  nos  v  inconnues. 

Nous  l'avons  dit  au  début  de  ce  numéro,  ces  coefficients  p  sont  assujettis  à 
une  seule  condition,  c'est  que  le  reste  de  la  division  du  produit/,  (j:)^*(x  )  par 
f(x)  soit  au  plus  de  degré  n — v — i.  Si  donc  nous  développons  le  quotient 

/(x)W{x)  ,.        •         .       j     ,  •   ui      1  f 

•^'  ^ — -^^ — -  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable,  les  coei- 
/{x) 

ficients  de  x~\  x~^,  . . . ,  a:~^  sont  nuls.  Ceci  nous  donne  v  équations  de  condition, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que   ^P.-î^'  représente  bien  «ne  fonction  ^'(x) 


répondant  au  problème. 

Voici  ces  v  équations  de  condition 


{i) 


P.Ci+„.=  o         {m 


o,   1, 


0- 
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Mais  que  veulent  dire  ces  v  équalions?  Que  les  coeflicients  de  Ja  foDction 
cherchée  ^V{x)  sont  les  coefficients  de  la  formule  récurrente,  d'ordre  au  plus 
égal  à  V,  la  plus  générale  que  l'on  puisse  établir  pour  les  2v  quantités  c^,  c,, 
•  •  •  >  c,^_,. 

Le  problème  proposé  est  ainsi  ramené  à  un  autre  qui  lui  est  identique.  C'est 
cet  autre  problème  qui  est  traité  dans  les  paragraphes  suivants  du  Mémoire 
de  M.  Kronecker;  il  lui  permet  d'aboutir  directement  aux  mêmes  résultats  r|u'à 
l'aide  de  la  méthode  du  développement  en  fraction  continue  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut. 

IV.  A  cet  elTcL,  il  faut  d'abord  démontrer  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux 
déterminants  et  aux  séries  récurrentes,  car  ce  sont  ces  théorèmes  qui  servent 
de  lemmes  à  M.  Kronecker.  Je  les  cite  seulement  dans  l'ordre  dans  lequel  ils 
sont  démontrés. 


1.  Si  le  déterminant 


I  «j,7-  I       (  S'»  ^i  =  «»     ''     •  •  •  >    'l  ) 


est  une  fonction  linéaire  des  (m  +  i)  indéterminées  a^^^,  a^,,  ...,  a^,,,  seulement, 
et  que,  dans  cette  fonction  linéaire,  le  coefficient  de  a^^  soit  différent  de  zéro, 
tous  les  déterminants  d'ordre  (m-i-i)  formés  à  l'aide  du  système 


sont  nuls. 


i  =  I, 
/i  =  o, 


ni 


2.  Je  suppose  que  tous  les  mineurs  d'ordre  {m  +i)  du  déterminant 


1  =  1,  2,   . . . ,  n 
A'  =  1 ,  2 .   . . . ,  n 


soient  nuls,  que  le  mineur  d'ordre  m, 


^  =  1,2,   .. .,  m 
h  =  j,  2,  . . . ,  m 


soit  différent  de  zéro,  et  que  l'on  demande  de  résoudre  le  système  d'équations 
linéaires 


1' 


■ik  *fc 


0  (  i  =  1 ,    2 ,     .  .  . ,    /i  ) . 


On  voit  que  les  n  quantités  z,.(k  =  i,  2,  ...,  n)  vérifient,  pour  des  a„,  a^,, 
...,  a^^  indéterminées,  la  relation 


(- 


mn 

a 


g'^ 


On  en  tire  immédiatement  les  variables  2,,  z^,  ...,  ;;,„  en   fonctions  linéaire* 
des  variables  z„^+^,  2^^^,  ...,  s„  qui  restent  indéterminées. 
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3.  Soit  maiiiLenanl  un  syslcmc  c  ^  formé  par  (/i  +  i)  lij^nes  horizontales 
correspondant  À  p  =  o,  i,  . . .,  n  et  par  les  colonnes  verticales  correspondant  à 
t  =  o,  I,  ....  Dans  chaque  colonne  verticale,  à  partir  de  la  (/i  +  i)'*"*,  chaque 
élément  est  supposé  fonction  linéaire  et  homogène  des  n  éléments  se  trouvant 
dans  la  même  ligne  et  dans  les  n  premières  colonnes.  A  partir  de  t  =  n, 
supposons  donc  que  l'on  ait 

Soit  rn^n  le  plus  grand  des  nombres  tels  que  l'un,  au  moins,  des  déter- 
minants d'ordre  m  que  l'on  peut  former  avec  les  n{n-\-i)  éléments 

f^,,,q     {p=^-o,  i,   ....  n;     q  =  o,  I,   ...,  n  —  i),      ' 

soit  différent  de  zéro.  Soient  p  =  i^,  i^,  .. .,  i,,^_^  les  m  valeurs  de  p,  ei  t  =:  A„, 
k^,  ...,  A'„j_j  les  m  valeurs  de  i  à  l'aide  desquelles  ce  déterminant  est  formé. 
On  montre  alors  que  chacune  des  (;i  -f-i)  lignes  du  système  c ,^  est  une  fonction 
linéaire  des  m  lignes  correspondant  aux  valeurs  de  p,  p  =  i^,  i^,  . . .,  «„,_,. 

De  plus,  si  un  autre  des  déterminants  d'ordre  ?n  que  l'on  peut  former,  par 
exemple  celui  que  l'on  obtient  pour  p  =  h^,  h^,  ...,  /i,„_,  et  t  =  k\,  k\,  ..., 
/>",„_,  est  nul,  il  existe,  quelle  que  soit  la  valeur  de  t,  une  relation  linéaire  entre 
les  éléments  de  la  t'^'^^  colonne  correspondant  aux   lignes  horizontales  p  =  h^, 

De  ce  qui  précède  on  déduit  que,  dans  le  cas  particulier  où  c  ,=  c  ^,  il  est 
impossible  qu'il  y  ait  une  relation  linéaire  entre  les  ;?i  premières  lignes  ni  entre 
les  m  premières  colonnes. 

Il  en  résulte  que,  dans  ce  cas  particulier,  l'on  peut  prendre  pour  k\,  A",,  ..., 
A„j_,  et  ig,  i,,  ...,  i^_,,  les  valeurs  des  indices  o,  i,  ...,  m  —  i  de  ces  quantités, 
et,  par  suite,  que  l'on  peut  immédiatement  déterminer  le  plus  petit  nombre 
m  tel  que  {m-{-i)  quantités  consécutives  c  soient  liées  par  une  relation  linéaire. 

4.  Soit  une  suite  de  quantités  c^,  c,,  ...  formant  une  suite  récurrente  d'ordre 
n,  c'est-à-dire,  comme  nous  le  disions  plus  haut,  une  suite  de  quantités  en 
nombre  au  moins  égal  à  2/i  et  telle  que  chacune  de  ces  quantités  soit  expri- 
mable par  une  seule  et  même  fonction  linéaire  des  n  précédentes.  On  a  bien 
alors 

comme  nous  le  supposions  tout  à  l'heure;  il  en  résulte  la  détermination  du 
nombre  m  dont  il  vient  d'être  question. 

Nous  avons,  par  suite,  la  possibilité  de  caractériser  de  quatre  manières  difTé- 
rentes  les  quantités  c  que  nous  considérons  :  i°  par  l'existence  d'une  formule 
récurrente  d'ordre  plus  petit  que  ni,  pour  ces  quantités  c  i',  2°  par  la  propriété 
que  chaque  colonne  du  système  c  ^  puisse  être  exprimée  en  fonction  linéaire 
des  m,  mais  non  des  {m  —  i)  premières  colonnes  de  ce  système;  3°  par  les 
conditions 


^      ■>        /i=o,  I,  ...,  m-i\  ,  ,  /^-",M...,"^  V 

"'>^l^°'    (a-  =  o,  X     ...     .._r>  IVJ=^>   V  =  «'^'   •••'--''  0- 

^  \t  =  niy  m-\-i,   / 

4°  Par  les  conditions 

l<^.+itl<'^     («,  A- =  0,  I,  ..  ,  m  — i);  |c^,^J=o     (/?,  7  =  0,  I,  ...,  0;     t^ni. 
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5.  Si  nous  considérons  ensuite  le  «léLerininant  trouvé  dans  le  §  III  pour 

où  U  est  une  indéterminée,  et  (|ue  nous  définissions  deux  fonctions  C''"^x)  et 
D("')(x)  en  posant  ce  déteniiinatit  é^'al  à  UD'"')(a;)  —  C^'"'>{x),  nous  trouvons 
que  l'incgalité  dont  nous  venons  de  parler, 


\c, 


}-k 


est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (jue  l'égalité 


C("')(a;)  =  D("')(x)  Vq._,^-»' 


soit  vérifiée,  sans  que  ses  deux  membres  s'annulent  séparément. 
Mais  alors  les  quantités  données  c^,  c,,  ...,  Cj^_,  sont  les  '2rn  premiers  coef- 

ficients  de  rrr-r, — r  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x;  les  autres  quantités 

D('")(a7)  '■  ^ 

c,  dont  l'indice  est  égal  ou  supérieur  à  2  m,  sont  alors  déterminées  par  la  con- 
dition que,  pour  n  >  m,  chaque  déterminant  formé  à  l'aide  des  n^  premières 
quantités  c        soit  nul. 

6.  On  peut  maintenant  faire  un  nouveau  pas  en  avant  et  montrer  que  la 
suite  particulière  c^,  c,,  ...,  considérée  dans  le  §  4,  peut  aussi  être  définie 
comme  la  suite  des  coefficients  du  développement  d'une  fonction  rationnelle 
de  X  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  le  degré  du  dénomi- 
nateur de  cette  fonction  rationnelle,  supposée  mise  sous  sa  forme  réduite,  étant 
égal  à  7)1  et  le  degré  de  son  numérateur  étant  plus  petit  que  m.  Cette  fonction 
rationnelle  peut  être  représentée  par  le  quotient  des  deux  déterminants  O'^^Xs^ 
et  D^'"-' (x)  dont  les  éléments  ne  sont  formés  qu'à  l'aide  des  2  ni  premières 
quantités  c  de  la  suite  considérée. 

f  (x) 

7.  Comme  au  début,  envisageons  une  fonction  rationnelle  de  x,  '— >  dont 

fioc) 

le  numérateur  soit  du  (/i  —  «J''°'*  et  le  dénominateur  du /^'*'°°  degré.  Pour  que 
fi{x)  el/{x)  aient  un  diviseur  commun  de  degré  {n  —  m),  il  faut  et  il  suffit 
que  les  {n  —  m  )  équations 

p,  q  =  o,  I,   ...,  t 


'l'+'i 


m,  //i  -t-  1. 


soient  vérifiées,  et  pour  que  ce  diviseur  commun  soit  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  fonctions/, (a;)  et/(^),  il  nous  suffit  d'écrire,  à  la  suite  des 
{n  —  m)  égalités  précédentes,  l'inégalité 

I  c,+^  1^0         (i.  A-  =  0,  I,  ...,  m  —  i). 
En  désignant,  pour  abréger,  par  A(^,,,,  ^,„^,,  .-.,  6„)  le  déterminant 


Co 

C,       . 

■  •     c„._, 

b,nC,„ 

+  . 

•+^.c„ 

C. 

c,      ' 

•       c„. 

^„.C,,.-M 

+  . 

•-^    ^.C,M-, 

m— 1 

c,„     • 

•   c,,,.,., 

f^,nC,.n- 

.+  • 

•+^.C,„^«-. 

I 

X 

.  .       X'"    ' 

b,x"" 

-i-. 

.-r  0„X" 
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M.  Kronecker  démontre  ensuite,  indirectement  et  par  induction,  que,  pour 
des  valeurs  quelconques  des  quantités  b,  A (6^,  ^m+i»  •••>  ^„)  est  une  fonction 
de  degré  n  divisible  par  A(i,  o,  ...,  o);  cette  fonction  A(i,  o,  ...,  o)  est 
d'ailleurs  identique  à  la  fonction  désignée  plus  haut  par  D('")(a7). 

V.  Les  théorèmes  énoncés  dans  le  paragraphe  précédent  étant  établis, 
M.  Kronecker  revient  au  problème  général  que  nous  avons  perdu  de  vue  un 
instant,  mais  pour  la  solution  duquel  tous  les  matériaux  nécessaires  sont 
maintenant  rassemblés. 

Il  s'agit,  je  le  rappelle,  de  résoudre  complètement  le  système  d'équations 

^?.c.+„,  =  0         (i  =  o,  I,   ...,  v;     wi  =  o,  I,   ...,  V  — i). 
(i) 

De  toute  manière,  il  est  bien  évident  que  la  nature  particulière  de  la  solution 
de  ce  système  d'équations  dépend  essentiellement  du  nombre  des  coefficients  c 
qu'elles  relient;  si  [â,^  =  o,  par  exemple,  nous  nous  trouvons  dans  un  tout  autre 
cas  que  si  ^^  n'est  pas  nul. 

L'hypothèse  la  plus  générale  que  l'on  puisse  faire  sur  les  2v  quantités  c  con- 
siste à  fixer  le  plus  grand  nombre  \  pour  lequel  le  déterminant 


i+k 


(i,  A-  =  o,  I,  ...,  1  —  i) 


soit  différent  de  zéro,  et  le  plus  grand  nombre  [x  pour  lequel  toits  les  mineurs 
d'ordre  (X  +  i),  formés  à  l'aide  des  éléments 

p  =  0,    1,    ...,    IX 

soient  nuls. 

Ceci  posé,  on  est  amené  à  caractériser  ces  quantités  c,  en  supposant  que  Ton 
ait 

Ci+ic  l<o        (/,  R  =  0,  I,  ..  .,  >v  — i), 

et  que,  pour  les  ([x  —  v)  premiers  termes  de  la  suite  des  quantités  c,  et  pour 
ces  ([xH-v)  premiers  termes  seulement,  il  y  ait  une  formule  récurrente 
d'ordre  >.. 

M.  Kronecker  le  démontre  et  se  propose  ensuite  de  trouver,  pour  les  quantités 
c  ainsi  définies,  la  formule  récurrente  la  plus  générale  applicable  depuis  le 
commencement  de  la  suite  des  quantités  c,  et  applicable  au  moins  v  fois  de 
suite.  A  cet  effet,  il  introduit  la  notion  de  formule  récurrente  primitive. 

En  développant  le  déterminant 

\^,>+q\     (/^  =  o,  1,  ..-,  'X;     q  =  o,  I,  ...,1—1,  'z  —  1;     t  —  X  =  o,  i,  . . . ,  v  — i), 

qui,  par  hypothèse,  s'annule,  on  obtient  une  formule  récurrente  qui  est  dite 
primitive 

c._  -h  Tk-.  c^_,  + . . .  +  r, c^_x  =  o. 

Toute  autre  formule  récurrente  est  dite  dérivée.  Ces  définitions  sont  légitimées 
par  la  démonstration  du  théorème  suivant,  qui  nous  donne  une  première  partie 
de  la  solution  du  problème  posé  : 

«  Toutes  les  formules  récurrentes  possibles  se  ramènent  à  des  formules  ré- 
currentes pi'imitives.  » 

Ce  théorème   une  fois  dcniontré,   on   peut  cnliii   caruclcriscr  les  (juantitcs  c„. 
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c,,  . . .,  Cj.^_,,  en  disant  (ju'elles  sont  reliées  pai'  une  formule  récurrente  primitive 
d'ordre  X,  qui  n'a  lieu  cjuc  pour  les  (jx-f-v)  premiers  termes  de  la  suite. 

Et  alors  la  formule  récurrente  primitive  elle-même  est  donnée  par  les  X 
équations  qui  ont  lieu  lorsque  cliacum;  des  quantités  c-^,  c-^^,,  ...,  Cj-^_,  s'ex- 
prime linéairement,  à  l'aide  de  la  formule 


c.  -H  Yi 


+  • 


^-^oC^-l 


par  les  X  quantités  c  qui  la  précédent  immédiatement. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  a  =  [x  =  v.  Nous  voyons  alors  que  le 
plus  petit  degré  du  dénominateur  d'une  fraction  dont  le  développement,  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable  x,  commence  par 


CgOr-'-i-  c^x-'-h. . .-!-  c^ 


X' 


est  déterminé  par  cette  formule  récurrente  applicable  au  moins  v  fois   à  la  file 


c... 


comme  nous  venons 


et  existant  pour  chaque  suite  des  quantités  c^,  c,,  . 
de  le  démontrer. 

Ce  plus  petit  degré  est,  en  effet,  égal  à  l'ordre  de  la  formule  récurrente 
lorsque  cette  dernière  a  lieu  pour  toutes  les  2v  quantités  c.  Il  est  égal  au 
nombre  indiquant  combien  de  fois  à  la  file  a  lieu  la  formule  récurrente,  lorsque 
cette  dernière  n'a  pas  lieu  pour  toutes  les  2v  quantités  c. 

On  peut  actuellement,  à  l'aide  de  la  transformation  de  déterminant  bien 
simple  dont  j'ai  parlé  (IV,  5),  résoudre  complètement  le  problème  : 

Déterminer,    à  l'aide  des   2v  premiers  coefficients  du  développement  de 

f  {x) 

\.'         >  les  fonctions  W  {x)  ;  *^{x)  et  \' {x)  vérifiant  V équation 

f  \X) 

f^{x)W{x)-f{x)^{x)  =3  ¥{x). 

La  solution  est  la  suivante  : 

C(^)(x)  et  D("'^)(a;)  conservant  leur  signification  et  E('^)(x)  désignant  une 
fonction  entière  quelconque  de  degré  k,  on  a 

<t>(^)  =  C(^)(a7)E(i^~^)(a7), 


F(^)  r./(^)E(i--"-)(a;)  V| 


Cp^,  I  ^-'-' 


(y?  z=  G,  I,  ,  .  .,X;     q  =  o,  ï,  .  .  .,  \-—i,  t\     ^  =  ;x  -t-  V  —  X,  a  -I-  V  —  X  +  I,  .  .  ,). 

La  relation  qui  lie  CO^"i{x),  D(^)(x)  et  les  |  c^,^^  |  est  celle  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  les  trois  fonctions  4>(.r),  T(x),  F(x)  par  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation qui  doit  être  vérifiée. 

VI.  Dans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire,  M.  Kronecker  fait  d'abord 
plusieurs  observations  intéressantes. 

Au  lieu  de  définir,  comme  au  début,  les  nombres  n^,  n^,  ^,,  ...,  on  peut 
aussi  les  définir  comme  les  ordres  des  déterminants 


Co    I. 


Co 

c, 

c 

Co 

C, 

> 

C, 

c. 

c 

c, 

C, 

C, 

c 

c 

qui  ont  des  valeurs  différentes  de  zéro. 
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II  n'existe  que  des  formules  récurrentes  primitives  d'un  des  ordres  n^,  n^,  n,, 
....  Il  existe,  en  outre,  des  formules  récurrentes  dérivées  d'ordres  n^-hi, 
/i;  H- 2,  ...,  pour  chaque  n,.,   à   condition    seulement  que  ces    nombres  n^-hï, 

n^-\- -2,  ...  soient  plus  petits  que  — —  ^'"^'  •  Chacune  de  ces  formules  récur- 
rentes d'ordre  /?;,  n^  +  i,  iii.-\- 2,  ...,  va  jusqu'au  (/^)^^-  n^._^.^  —  i)ième  terme  de 
la  suite  des  quantités  c. 

Ces  remarques  faites,  M.  Kronecker  se  propose  de  montrer  comment  l'on 
peut  trouver  toutes  les  formules  récurrentes  directement,  c'est-à-dire  sans  définir 
les  quantités  c  comme  des  coefficienls  de  développement  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  la  variable.  A  cet  effet,  il  démontre  directement  que  si  l'on 
entend  par  n^,  n^,  . . .  les  ordres  des  formules  récurrentes  primitives  existant 
pour  les  quantités  c,  la  formule  récurrente  d'ordre  /?;,.  est  applicable  à  la  file, 
justement  {n^^^ — i)  fois,  et  ([ue  cette  formule  correspond  ainsi  justement  aux 
(/i^H- «j(._^,-f- 1)  premiers  termes  de  la  suite  des  quantités  c. 

Enfin,  M.  Kronecker  considère  simultanément  les  suites  de  quantités  c  dé- 
finies de  la  manière  suivante  : 


S' 


S.- 


bir 


et,  plus  particulièrement,  le  cas  où  i^—-  r,  i,  =  /•  —  i,  ...,  i^=i.  Dans  ce  cas, 
les  éléments  g  des  deux  fractions  continues  précédentes  sont  les  mêmes,  mais 
se  présentent  dans  l'ordre  inverse.  Il  y  a,  en  général,  évidemment  un  rapport 
entre  les  quantités  c  et  les  quantités  c'-'K  Ce  rapport  est  intimement  lié  à 
certaines  propriétés  de  permutations.  IM.  Kronecker  consacre  à  cet  objet  les 
dernières  pages  de  son  IMémoire. 

S'il  est  permis,  en  terminant,  d'exprimer  un  vœu,  ce  sera  celui  de  voir  bientôt 
toutes  ces  recherches,  qui  se  présentent  sous  une  forme  encore  un  peu  dispersée, 
fondues  avec  d'autres  recherches  non  moins  importantes  sur  l'élimination,  de 
telle  manière  que  le  corps  de  doctrine  en  résultant  soit  accessible  à  l'ensei- 
gnement. 

Le  Mémoire  de  M.  Kronecker  jette  d'ailleurs  une  si  vive  lumière  sur  le  lieu 
qui  unit,  en  Algèbre,  diverses  théories  qui  toutes  relèvent,  il  est  vrai,  de  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur,  qu'il  est  bien  utile  de  le  posséder  à  fond. 

10  septembre. 

A  l'occasion  du  cinquantième  anniversaire  du  doctorat  de  M.  Kummer, 
l'Académie,  suivant  un  vieil  usage,  adresse  au  célèbre  géomètre  ses  vœux,  en 
rappelant  ses  travaux  en  Analyse  (série  hypergéométrique),  en  Arithmétique 
(restes  cubiques,  facteurs  idéaux,  démonstration  du  grand  théorème  de  Fermât, 
lois  générales  de  réciprocité  d'ordre  quelconque),  en  Géométrie  (complexes  de 
droites,  surface  de  Kummer). 

D'abord  professeur  au  gymnase  de  Liegnit/.,  où  il  eut  pour  élève  M.  Kronecker, 
M.  Kummer  a  été  successivement  nomme  professeur  à  «  l'Académie  de  guerre  » 
et  à  l'Université  de  Berlin.  Comme  l'on  sait,  .M.  Kummer  est  Associé  de  Tluslitul. 
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•l'i  (Jécciiibre. 

Kroneckei'.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Celle  Communicalion  clanl  suivie  de  plusieurs  aulrcs  sur   le  mùmc  sujet,  il 
cil  sera  rendu  couiple  ullcrieuremenl. 


MATIIESIS,    RECUEIL    MATHÉMATIQUE   A     l'uSAGE  DES  ÉCOLES  SPÉCIALES    ET   DES 

ÉTABLISSEMENTS  d'instruction  MOYENNE,  publié  par  P.  McuisUm,  profcsseup 
à  rUniversilé  de  Gand,  et  /.  Ncuberg^  professeur  à  l'Université  de  Liège. 
Gand,  Iloste;  Paris,  Gauthier-Villars  ('). 

Tome  II;  1882. 

Catalan  {E .).  —  Maximum  et  minimum  de  la  (onction 

ax'^  -^  bx  -V-  c 


Y 


a  x'^  -\-  b' X  -\-  c 


(5-7)- 
Cesùro  {E.).  —  Propriétés  d'une  courbe  de  poursuite.  (8-10). 

Gilbert  {P.).  —  Exercices  d'Analyse  infinitésimale.  (1--20). 

Expression  de  la  difTérentielle  cls  de  l'arc  d'une  courbe  au  moyen  des  diffé- 
rentielles  de  la  demi-somme  </,  et  de  la  demi-difîérence  q^  des  rayons  vecteurs 
réunissant  chaque  point  à  deux  centres  fixes.  Dans  ce  système  de  coordonnées 
9t  ^t  7:i>  l'arc  d'ellipse  et  l'arc  d'hyperbole  dépendent  des  mêmes  quadratures. 

Brocard  i^H.).  —  Interprétation  de  l'équation  caractéristique  de 
diverses  courbes.  (25-3o,  49-^0- 

Coniques,  chaînette,  tractrice,  cissoïde,  strophoïde,  développée  de  l'ellipse. 

Jamet  {V.).  —  Sur  le  développement  de  arc  tangj;  en  série  con- 
vergente. (52-57). 

Sans  calcul  différentiel  proprement  dit. 


(')  Voir  Bulletin,  W,  p.  189.  Ce  recueil  paraît  vers  le  i5  de  chaque  mois,  par 
livraisons  de  2/^  pages  grand  in-S".  Prix  7^', 5o  pour  la  Belgique;  «y^  pour  l'Union 
postale. 


6o  SECONDE  PARTIE. 

Realis  {S.).  —  Solution  de  la  question  58.  (64-6-). 

Solutions    en     nombres    entiers    de    x^  -{- y^  -\-  z'^  =  k {\^  -t-  Y' 
f<  =  1,  i9>  67,  etc. 


Z^),    pour 


Tarry  (G.).  —  Propriétés  générales  de  trois  figures  semblables. 

(73-77)- 

Chômé.  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  gauches.  (82-80). 
Démonstration  analytique  du  théorème  de  Hachette. 

Catalan  {E .)  et  Brocard  {H,).   —  Question  65.  (85-88,  24^- 
248). 

On  a  

i(/-+2R)>^>  J'Fr^, 

q   étant    le    rayon    d'une    circonférence    isopérimètre    à    un    polygone   régulier 
inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  circonscrit  à  un  cercle  de  rayon  r. 

Cesàro  (E.).  —  Formule  d'Arithmétique.  (97-101).  Sur  une  nou- 
velle formule  d'Arithmétique.  (148-149)- 

Soit  q,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  —  > 
"  p 

F(a7)=/(i)+/(2)-i-...-}-/(a;),         Gix)=gii)-^g{2)-h...-^g{x), 
f  et  g  étant  deux  fonctions.  On  aura 

=  /(0G(7.)+/(2)G(^,) +...  +  /( /i)G(^J. 

Barharin.  —  Sur  la  droite  de  Simson.  (106-109,  122-12^). 
Théorèmes  relatifs  aux  cubiques. 

Habich  (E.).  —  Sur  les  roulettes.  (i4o-i48). 

Lorsqu'une  ligne  plane  A  en  roulant  sur  une  droite  D  fait  décrire  à  un  point 
m  invariablement  lié  à  elle,  une  courbe  C,  la  podaire  de  A,  par  rapport  à  m, 
en  roulant  sur  C,  fait  décrire  à  /n.  la  droite  D.  Les  théorèmes  de  Steiner  sur 
les  aires  et  les  arcs  des  roulettes  se  déduisent  de  ce  principe. 

Cesàro  (E.).  —  Une  question  de  probabilités.  (177-179)- 

On  casse  une  barre,  de  longueur  /,  en  trois  morceaux.  Quelle  est  la  proba- 
bilité que  deux  de  ces  morceaux  soient  moindres  qu'une  longueur  a?  Solution 
géométrique  en  représentant  les  longueurs  des  trois  morceaux  de  la  barre  par 
les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point. 
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Mansion  {P-)-  —  M(Hliodo  dite  de  Fermât  [)Our  la  recherche  des 
maxima  et  des  miniina.  (ig3-202). 

1°  Historique.  —  Cette  mcthode,  dite  de  Fermât,  en  réalité,  appartient  à  Des- 
cartes  ou  plutôt  à  Iluygcns.  La  ruéthode,  exposée  dans  les  Varia  Opéra  de 
Fermai,  est  identique  dans  son  principe  à  la  méthode  exposée  habituellement 
en  Calcul  différentiel.  2°  La  méthode  de  Huygens  consiste  en  ceci  :  Si  ¥{b)  est 
une  valeur  maxima  ou  minima  de  F(:r),  on  a 

F(a)  =  F(c),    a<b<c; 

d'où  aisément,  si  F'(^)  a  une  valeur  unique  pour  j?  =r  b, 

¥c—¥a 

lim =  ¥  b  =  G, 

c  —  a 

si  a  et  c  tendent  vers  b.  D'où  la  règle  :  «Si  ¥b  est  une  valeur  maxima  ou  mi- 
nima de   F^,    la  dérivée  ¥' x,  pour  ^  =  6,  est    nulle,  ou  n'a  pas  une  valeur 

unique     exemple  :   F(^)  =  xTh—  pour  x  =  o   .  »   On  laisse  trop  souvent  de 

côté,  dans  la  théorie  des  maxima  et  minima,  la  conclusion  soulignée  ici.  Toute 
cette  théorie  d'ailleurs  peut  s'exposer  sans  recourir  au  théorème  de  Taylor. 

Barbarin.  —  Note  sur  le  périmètre  de  l'ellipse.  (209-210). 

Mansion  (P-)-  —  Sur  le  périmètre  de  l'ellipse.  (21 1-2 16). 
Formules  approchées  diverses. 

Cesàro  {E.).  —  Sur  la  tractrice.  (21^-219). 

Il  y  a  une  certaine  dualité  entre  la  tractrice  et  la  spirale  logarithmique. 

Colart  {-E .).  —  Sur  le  principe  de  l'homogénéité.  (237-241)- 

Fermât  [P.).  —  Fragments  inédits.  (243-245). 

Carré  magique  par  enceintes  et  cube  magique,  communiquées  par  M.  Ed. 
Lucas. 

Autres  articles  ;  biographie  et  bibliographie;  questions  pro- 
posées; questions  résolues;  questions  cP examen  (passim). 

Table  des  matières;  table  des  auteurs.  (  23  1-256). 

Mansion  (P.)-  —  Supplément.  (1-16). 

1.  Cubatures  approchées.  Démonstration,  par  la  Géométrie  élémentau-e,  de 
deux  formules  de  Woolley  et  d'une  nouvelle  formule.  Détermination  rigoureuse, 
pour  chacune  d'elles,  d'une  limite  supérieure  de  l'erreur.  {Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VT,  _>•  Partie,  p.  228-232.)  —  2.  Sur  la 
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méthode  d'intégration  graphique  de  Rossin  {Ib.,  i"  Partie,  p.  ^g-Si).  Ana- 
lyse d'une  Note  de  M.  Lisleferme.  —  3.  Principe  fondamental  relatif  au  contact 
de  deux  surfaces  qui  ont  une  génératrice  commune.  «  Deux  surfaces  engen- 
drées par  une  courbe  d'espèce  donnée  dont  les  équations  contiennent  (/iH-i) 
paramètres  ont  un  contact  d'ordre  A,  le  long  d'une  génératrice  commune,  si 
elles  jouissent  de  cette  propriété  en  n  points  de  cette  ligne.  »  (Bulletin  de 
l'Académie  de  Bruxelles,  3*  série,  t.  III,  p.  758-759).  —  4.  Intégration  des 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  La  méthode  habi- 
tuelle d'exposition  du  procédé  d'intégration  de  Lagrange  n'est  pas  rigoureuse. 
On  peut  établir  la  légitimité  de  ce  procédé  en  recourant  à  la  méthode  générale 
d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  due  à  Cauchy;ou  en  rendant 
les  équations  homogènes  d'après  Jacobi  (M.  Gilbert  a  fait  remarquera  l'auteur 
que  cette  dernière  assertion  est  inexacte). 


Tome  III;  i883. 

Verstraeten  (Th.).  —  Sur  un  point  de  l'enseignement  de  la  Géo- 
métrie descriptive.  (S-g). 

Cesàro  {E.).  —  Principes  du  calcul  symbolique.  (lo-i^). 

Si /;r  est  une  fonction  entière,  ou  une  série  convergente  développée  suivant 
'les  puissances  croissantes  de  x,  on  a  identiquement 

f[{a-\-h)-^x]  =/[a  -^  (ic  +  /i)], 

les  puissances  de  x  étant  remplacées  par  des  nombres  quelconques  x^,  x^, 
x^,  ...,  laissant  subsister  la  condition  de  convergence.  Application  à  la  théorie 
des  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler,  définis  par  les  relations  symboliques 

(B-hiy  —  BP  =p,        (E-Hi)''^- (E  — i)P  =  o. 

Mansion  (P-)-  —  Compte  rendu  critique  de  l'Ouvrage  intitulé  : 
Th.  Muir,  a  Treatise  on  the  Theory  of  Déterminants.  Lon- 
don,  Macmillan,   1882.  (Un  volume  in-12  de  VIII,  240  pages.) 

Ouvrage  excellent  au  point  de  vue  théorique  (Il  n'y  a  que  deux  petites 
erreurs  de  raisonnement,  §  107,  p.  i5î,  et  §  182,  p.  207)  et  sans  rival  au  point 
de  vue  pratique,  à  cause  des  nombreux  exercices  bien  choisis  et  bien  gradués 
qu'il  renferme. 

Lucas  {E.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Clausen  et  de 
Staudt  sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (25-28). 

Faisons  /?  =  1,  2,  3,  . . .,  n  dans 

Xp  =  xP  -hVJj-iXi"'  H-...H-r^rJa?, 

X     désignant    le    produit   x{x -\- i)(x -h  ■?.)  . . .  (x -h p  —  i),    puis    tirons   des 
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équations  ainsi  <)l)lcniirs  la  valeur  fie  x". 


X"  =zX    -f-  A  \       -}-...  4-  A       \  . 


Ajoutons  à  cette  relation   los  relations  sonihlahles  f)I)tenues  en  remplaçant  x 
par  1,2,3,  ,..,x  —  I  et  ajoutons.  Dans  la  somme,  le  roeffirient  fl<;  .x  sfra 


B„ 

1.2.3.../* 

I  .  2  .  3  .  .  .  /l  — 

l 

-    +   ... 

/Z  +  I                   ' 

I.O.3. 

1    A 

I 

'    -'«-P+'                 . 

1     ■  ■ 
7 

7 

L'étude  du  déterminant  A^^^  permet  à  M.  Lucas  de  prouver  qu'il  est  égal  à 
multiple  de  p,  plus  zéro  ou  plus  l'unité  suivant  que /i  n'est  pas  ou  est  multiple 
de  p.  Cela  donne  immédiatement  le  théorème  de  Clausen  et  ^'an  Staudt. 

Neuherg  (•/•).  —  Applications  des  déterminants.  (29-33). 

Catalan  {E.)  et  Mansion  (P.).  —  Sur  le  principe  de  l'homogé- 
néité. (33-35). 

Goedseels  {E.).  —  Théorèmes  de  Hachette  et  de  Chasles  sur  les 
plans  tangents  aux  surfaces  gauches.  (49-54). 

Démonstration  géométrique  rigoureuse  de  ces  théorèmes  en  ne  supposant  pas 
d'autres  données  que  l'existence  d'un  plan  tangent  à  la  surface  gauche  consi- 
dérée, en  trois  points  de  celle-ci.  La  démonstration  habituelle  du  théorème  de 
Chasles  repose  sur  des  hypothèses  moins  faciles  à  vérifier. 

Lucas  {E.).  —  Le  nœud  de  cravate.  (54-56). 

Cavallin  [C.-B.-S.).  —  Sur  certaines  moyennes  géométriques  et 
sur  le  périmètre  de  l'ellipse.  (56-6o). 

Traduction  d'un  article  du  journal  de  Zeuthcn  (1S82,  p.  90-96);  conséquences 
pour  le  calcul  du  périmètre  de  l'ellipse. 

Neuherg  (/•)•  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie  élémentaire 
deM.  E.  Catalan.  (6i-63). 

Soient  A',  B',  C  les  points  d'intersection  des  droites  RP  et  CN,  CM  et  AP, 
AN  et  BM,  A,  B,  C  étant  les  sommets  d'un  triangle,  M,  N,  P  leurs  symétriques 
par  rapport  à  BC,  CA,  AB.  Les  triangles  A'BC,  B'CA,  C'AB,  appelés  annexes 
de  ABC,  par  M.  Catalan,  jouissent  de  nombreuses  propriétés. 

Cesàro  [E .).  —  Note  de  Géométrie.  (73-78,  97-101,  121-120). 

Condition  pour  qu'une  droite  invariablement  liée  au  trièdre  de  la  tangente  T 
de  la  normale  principale  N  et  de  la  bi normale  B  à  une  courbe  gauche  engendre 
une    surface   développable,   quand   le   point    de   rencontre  de   'V\W  parcourt  la 
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courbe.  I.  Cas  d'une  coui^be  quelconque.  II.  Cas  d'une  hélice  quelconque.  III. 
Cas  d'une  hélice  à  courbure  constante.  Incidennment  beaucoup  de  théorèmes 
anciens  et  nouveaux  sur  les  hélices. 

Gelin  {E.).  —  Nombre  de  manières  de  décomposer  un  polygone 
convexe  en  triangles  parles  diagonales.  (108-110).  Voir  aussi 
t.  lY,  37-38. 

Historique.  Démonstration  de  la  formule  d'Euler. 
Delboeuf  {J.).  —  Trisection  de  l'angle.   (i3o-i33). 

Modification  de  la  solution  de  Chasles. 
Ancion.   —   Sur  la  méthode  des  isopérimètres.   (i45-i48,    161- 

167). 

Exposé,  avec  simplifications  et  additions,  dues  à  M.  Mansion,  des  travaux  de 

D.  André    [Nouvelles    Annales   de   Mathématiques,    (2),    XIII,    i28-i3o]    et 

E.  Rouché  [Ib.  (3),  I,  SSô-Ssg], 

Mansion  (P-)-  —  Compte  rendu  de  l'Ouvrage  intitulé  :  F.  Dauge, 
Leçons  de  Méthodologie  mathématique.  Gand,  Hoste.  Un 
volume  in-4°  autographié  de  ^i(d  pages.  (i49-i56). 

Ouvrage  remarquable  pour  lequel  nous  renvoyons  à  notre  compte  rendu. 
Subdivisions  principales.  —  I.  Introduction  :  De  la  méthode.  II.  Arithmétique 
(Question  des  incommensurables).  III.  Algèbre  (Calcul  des  quantités  négatives 
et  imaginaires).  IV.  Géométrie  (parallèle;  mesure  du  cercle,  etc.).  V.  De 
l'Analyse  infinitésimale  et  des  principales  méthodes  qui  y  suppléent.  VI.  Com- 
pléments d'Arithmétique  et  d'Algèbre  (théorie  des  nombres).  VII.  Compléments 
de  Géométrie  analytique  (principes  de  Géométrie  projective). 

Legrand.  —  Intersection  d'une  droite  avec  une  surface  du  second 
degré.  (177-181). 

Solution  par  la  règle  et  le  compas.  Solution  nouvelle  pour  le  paraboloïde 
hyperbolique  due  à  M.  Neuberg.  On  projette  un  quadrilatère  gauche  de  la 
surface,  sur  un  plan,  par  des  parallèles  à  la  droite  donnée.  La  question  est 
ramenée  à  mener  par  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  quadrilatère  plan  une 
droite  qui  divise  les  côtés  opposés  en  parties  proportionnelles. 

De  Lisleferme.  —  Construction  de  la  tangente  à  certaines  courbes. 
(206-207). 

Courbes  dont  l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  de  deux 
autres.  La  sous-tangente  ou  l'inclinaison  de  la  tangente  se  déduit  aisément  de 
celle  des  deux  autres. 
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Cesàro  {E.).  —  R(;niarqiics  sur  une  (jiioslion  de  prohahilités. 
(233-287). 

Solution  de  ce  problème  :  «  On  casse  une  barre  de  longueur  /  en  n  moreeaux. 
Quelle  est  la  [)robabilit(';  que  p  de  ces  morceaux  au  moins  soient  moindres 
qu'une  longueur  donnée?  » 

Gilbert  [Pli.).  —  Sur  une  propriété  de  l'ellipsoïde.  (238-240). 

Démonstration  nouvelle  de  ce  théorème  :  «  Pour  l'équilibre  électrique,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  densité  de  l'électricité  varie,  sur  la  surface,  comme  la  distance 
du  centre  au  plan  tangent.  » 

Autres  articles;  bibliographie;  questions  proposées  ;  questions 
résolues;  questions  d'examen  (passim). 

Table  des  matières;  Table  des  auteurs.  (250-206). 

Suppléments.  —  I.  G.  Teixeira.  Sur  la  théorie  des  imaginaires 
(avec  Rapport  par  P.  Mansion,  16  pages).  Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VIT,  i'"''  Partie, 
p.  59-63;  2*"  Partie,  p.  ^l'j-^i^. 

II.  H.  Dutordoir.  Toute  équation  algébrique  a  une  racine;  dé- 
monstration nouvelle  (avec  Rapport  par  P.  Mansion,  20  pages). 
Extrait  du  même  recueil,   i*^  Partie,  p.  02-58;  2"  Partie,  4^7" 

449- 

Ces  Mémoires  seront  analysés  dans  le  compte  rendu  du  Volume  d'où  ils  sont 
extraits. 


SITZUNGSBERICHTE  der  Kaiserlighen  Akadeaue  der  Wissensciiaften 
zu  WiKN,  —  Mathematiscb-naturwissenscbaftliclie  Classe  ('). 

Tome  LXXIX. 

Ciamician  (G.-L.).  —  Recherches  spectroscopiques.  (8-11). 

Exposé  de  l'hypothèse  suivante  :  l'homologie  des  lignes  spectrales  des  élé- 
ments voisins  au  point  de  vue  chimique  est  la  suite  de  ce  que  les  éléments 
des  groupes  naturels  de  cette  espèce  sont  constitués  par  les  mêmes  composants. 


(')  \o'\Y  Bulletin,  IV^,  p.  aaS. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  i*  série,  t.  \.  (  \vril  i88(j.)  H.: 
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L*auteur  arrive   à   des  résultatâ   tout   à    fait   semblables   à  ceux   obtenus   par 
MendelejefT,  par  la  considération  des  poids  atomiques. 

//a/i/i  (D'  J.).  —   Périodes  journalières  de  rapidité  et  de  direc- 
tion du  vent.  (  1 1-96). 

Parlant  des  résultats  inscrits  par  deux  anémomètres  enregistreurs  d'Adie 
(de  Londres)  placés  sur  rÉtablissement  central  pour  la  Météorologie  et  le 
Magnétisme  terrestre,  l'auteur  s'occupe  de  la  question  de  la  distribution  des 
directions  du  vent  examinées  séparément  et  des  quatre  composantes  dans  le 
jour,  et  il  compare  ces  observations  avec  d'autres  de  provenance  diiïérente.  Il 
cherche  à  montrer  que  c'est  vers  midi  qu'il  y  a  renforcement,  que,  de  plus, 
c'est  au  moment  de  la  température  maximum  que  se  trouve  également  le  mou- 
vement d'air  le  plus  grand.  Du  matin  jusqu'au  maximum  de  température,  les 
courants  d'air  ont  une  tendance  vers  lest,  dans  l'après-midi  et  le  soir,  vers 
l'ouest. 

Piiluj  (î)^  J.).  —  Sur  le  frottement  intérieur  dans  un  mélange 
d'acide  carbonique  et  d'hvdrogène.  Premier  fascicule.  (qj-ii3). 

La  constante  de  frottement  d'un  mélange  d'acide  carbonique  et  d'hydrogène 
(et  probablement  de  tous  les  gaz  qui  n'ont,  l'un  sur  l'autre,  aucune  action 
chimique)  a  sa  valeur  comprise  entre  les  valeurs  des  constantes  relatives  aux 
gaz  qui  constituent  le  mélange.  Les  gaz  qui  ont  le  plus  grand  poids  moléculaire 
ont,  à  quantité  égale,  le  plus  d'influence  sur  la  valeur  de  la  constante  de  frot- 
tement du  mélange. 

Pscheidl  kVycA.    W.\  —  Détermination  des  coefficients  d'élasti- 
cité parla  flexion  d'une  barre,  (i  19-128). 

L'auteur  trouve  de  iS"  à  17"  pour  le  fer  forgé  s  =  20807  et  pour  le  verre  des 
miroirs  s  =  6920.  Dans  les  Annales  de  Poggendorff,  Wertheim  donne  pour  le 
fer  étiré  s  =  20S69,  pour  le  fer  recuit  s  =  20794.  et  enfin,  pour  le  verre  des 
miroirs,  s  =  7015. 

Stefan  {J.\  —  Sur  la  diffusion  des  liquides.   Second  Mémoire. 
(161-214  -) 

L'auteur  montre  que  les  résultats  obtenus  par  Graham  dans  ses  recherches 
sont  d'accord  avec  les  lois  qui  se  déduisent  de  l'équation  établie  par  Fourier  à 
propos  de  la  distribution  de  la  chaleur  par  conductibilité,  et  appliquée  par 
P'ick  aux  calculs  des  phénomènes  de  la  difTusion. 

Ettingshausen  (Albert  v.).   —  Mesures  d'oscillations  simulta- 
nées. (210-240,  avec  une  planche  j. 

Il  s'agit  des  oscillations  d'une  aiguille  aimantée  soumise  à  l'action  d'un 
inducteur  à  suspension  biGlaire  qui  oscille  lui-même.  La  théorie  exposée  est 
d'accord  avec  les  observations  faites. 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  G; 

Amcseclcr  (yidolf).    —  Sur  les  cjuirhcs   du    qualriùriic   ordr^*  à 
trois  points  doujjlcs.  (241-26^,  avec  une  planclie). 

Gcnératifjn  de  la  courbe  du  (jualriènie  ordre  et  de  si\i«'-me  classe  au  moyen 
d'un  faisceau  de  di-oiles  et  de  lauj^entes  à  une  conique.  De  son  mode  de  ^«iné- 
ration,  l'auteur  déduit  les  propriétés  connues  de  cette  ccMirbe  et  en  ajoute 
beaucoup  de  nouvelles.  Il  considère,  en  particulier,  les  sj'slèmes  de  coniques 
quadruplement  tangentes  à  la  courbe. 

Jfallen/io/en  (D^  ^l.  v,).  —  Sur  la  niani<'Te  dont  se  comporte, 
au  point  de  vue  magnétique,  le  Ter  pulvérulent.  (268-siSo,  avec 
une  planche  et  une  gravure  sur  hois). 

L'auteur  s'occupe  de  la  démonstration  de  cette  proposition  que,  dans  une 
spirale,  le  moment  magnétique  d'un  barreau  de  fer  provient,  pour  la  plus 
jirande  partie,  des  variations  magnétiques  moléculaires. 

M  altenhofen  (D"^  A.  ?'•).  —  Sur  Ip  percement  du  ycvro  par 
l'électricité.  (336-344). 

Description  des  phénomènes  observ«'*s  dans  le  percement  d'une  mince  plaque 
de  verre  trempé,  couvert  de  stéarine,  placé  entre  les  deux  pointes  correspondant 
aux  deux  armatures  d'une  bouteille  de  Leyde. 

Jilllig  [Max  ).  —  Sur  la  théorie  des  thermomètres  métalliques. 
(34.9-374,  avec  une  planche). 

Théorie  de  la  déformation  produite  par  des  changements  de  température 
d'un  thermomètre  formé  de  bandes  métalliques  isotropes  ou  hétérotropes. 
L'auteur  indique  les  thermomètres  métalli<jues  de  Stohrer,  Breguet.  Holzmann, 
Jûrgensen,  etc..  auxquels  peuvent  s'appliquer  les  formules  données. 

Stefan  (D'  ./.  ).  —  Sur  la  relation  entre  le  rayonnement  et  la 
température.  (39i-'|28). 

La  formule  de  Dulong  et  Petit  relative  à  la  quantité  de  chaleur  émise  à  une 
température  donnée  est  ici  remplacée  par  une  formule  plus  simple  d'après 
laquelle  cette  quantité  de  chaleur  est  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance 
de  la  température  absolue  du  corps  rayonnant.  L'auteur  compare  les  résultats 
de  Dulong  et  Petit  à  ceux  de  La  Provostaye  et  Dcsains;  sa  formule  lui  permet 
d'établir  leur  accord.  Dans  la  discussion  des  observations  d'Ericsson,  on  trouve 
également  que  la  nouvelle  formule  est  aussi  très  utile  pour  la  détermination 
du  rayonnement  à  haute  température.  L'auteur  réunit  enfin  les  différents 
nombres  que  l'on  peut  obtenir  pour  la  température  du  Soleil  en  partant  des 
différentes  formules  proposées  jusqu'ici. 

JJ  err  [Eniil).  —  De  la  représentation,  sur  une  conique,  d'une 
courhe  plane  rationnelle  du  troisième  ordre.  (4^9-416  ). 


68  SECONDE  PARTIE. 

Si  Ton  représenlc  une  coui^be  plane  C3  de  Iroisième  ordre  et  de  quatrième 
classe  sur  une  conique  C^,  le  point  double  de  C^  sera  appliqué  en  un  couple  de 
points  dd^  de  C^,  et  trois  points  de  G,  placés  en  ligne  droite  {triplet  linéaire, 
Gerades  Punkttripel)  en  trois  points  x^,  x.,,  ^,,  de  G,,  deux  de  ces  points  déter- 
minant le  troisième.  Tous  les  triplets  ^j,  x.,,  x^  forment,  sur  G,,  une  involution 
cubique  de  troisième  ordre  et  de  seconde  espèce  (il.))-  La  représentation  est 
déterminée  si  l'on  a  G^,  la  droite  dd^  et  l'image  x^,  x,,  x^  d'un  triplet,  ou  bien 
les  images  de  trois  triplets.  L'auteur  résout  les  différents  problèmes  relatifs 
aux  courbes  G3  au  moyen  de  cette  représentation. 

Pelz  [Cari).  —  Sur  la  détermination  des  tangentes  aux  courbes 
limites  de  l'ombre  portée  par  les  surfaces  de  révolution  sur 
elles-mêmes.  (447-47^7  avec  une  planche). 

La  construction  de  la  tangente  s'effectue  au  moyen  d'une  surface  de  révolu- 
tion du  second  degré  osculatrice  à  la  position  donnée  à  la  surface  de  révolution 
et  ayant  un  de  ses  rayons  de  courbure  principaux  égal  à  un  des  deux  rayons 
principaux  de  la  surface  donnée.  Le  travail  contient  une  simplification  d'un  des 
procédés  de  de  la  Gournerie. 

Ameseder  {Adolf).  —  Sur  les  courbes  rationnelles  du  quatrième 
ordre  pour  lesquelles  les  tangentes  aux  points  doubles  sont  en 
totalité  ou  en  partie  des  tangentes  d'inflexion.  (472-476). 

L'auteur  s'appuie  sur  le  mode  de  génération  des  courbes  de  quatrième  ordre 
et  de  sixième  classe  contenu  dans  un  travail  cité  précédemment.  Il  développe 
la  condition  pour  que  les  tangentes  en  un  point  double  soient  des  tangentes 
d'inflexion.  Gette  condition  exprime  que  ce  point  double  est  le  pôle  delà  droite 
qui  joint  les  deux  autres  points  doubles,  et  cela  relativement  à  la  conique  qui 
supporte  l'involution  de  tangentes  du  second  degré  entrant  dans  le  mode  de 
génération.  L'auteur  donne  une  suite  de  théorèmes  sur  les  courbes  de  cette 
espèce. 

Schottner  {Fixinz).  —  Sur  la  détermination  du  coefficient  de 
frottement  intérieur  des  liquides  visqueux.  (477-490)- 

Les  expériences  faites  montrent  la  portée  de  la  formule,  due  à  Stokes,  dans 
la  détermination  du  coefficient  de  frottement  intérieur  des  liquides. 

LippicJi  {F.).  —  Sur  la  marche  des  rayons  lumineux  dans  une 
sphère  homogène.  (5i6-536,  avec  une  planche). 

L'auteur  s'occupe  de  la  solution  du  problème  suivant  :  «  Sur  une  sphère  ho- 
mogène tombe  un  faisceau  infiniment  mince  de  rayons  homocentriques,  on 
demande  le  lieu  des  deux  images  formées  par  le  rayon  émergent  dans  le  cas 
général  où,  avant  Témersion,  le  faisceau  a  subi,  dans  l'intérieur  de  la  sphère, 
un  nombre  quelconque  de  réflexions». 

Ilocevar  (D''  F.).  —  Sur  la  solution  des  problèmes  de  Dynamique 
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au  moyen  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  llamillon. 
(  557-591). 

L'auteur  examine  qucl(|ucs  problèmes  simples  de  Dynamique,  dans  le  cas  où 
se  conserve  le  principe  de  la  force  vive,  et  il  cherclie  à  déterminer^  au  moyen 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  du  mouvement,  le  plus  grand  nonibre  possible 
d'intégrales  particulières. 

Lignai'  ('/•)•  —  Sur  une  inlluence  locale  relative  aux  observations 
magnétiques  de  Vienne  pendant  la  période  1860-1871.  (595- 
602). 

Schuhmeistcr  (J.).  —  Recherches  sur  la  dillusion  des  solutions 
salines.  (603-626,  avec  trois  gravures  sur  hois). 

Détermination,  au  moyen  d'une  méthode  duc  à  Stefan,  des  coefficients  de 
diffusion  d'une  série  de  sels  importants.  L'auteur  montre  que  le  coefficient  de 
diffusion  décroit  quand  la  température  augmente,  et  quil  est  considérablement 
plus  grand  pour  les  solutions  concentrées  ciuc  dans  le  cas  d'une  faible  concen- 
tration. Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  la  loi  élémentaire  de  Fick. 

Stefan  (J-)-  —  Sur  la  divergence  entre  la  théorie  du  magnétisme 
d'Ampère  et  la  théorie  des  forces  électromagnétiques.  (659- 
679,  avec  deux  gravures  sur  bois). 

Le  travail  contient  une  comparaison  de  la  théorie  électrodynamique  du  ma- 
gnétisme dans  sa  forme  la  plus  générale  et  de  la  théorie  électromagnétique; 
l'auteur  prend  en  considération  non  seulement  les  couples,  mais  aussi  les 
sommes  des  forces  exercées  par  un  élément  de  courant  sur  un  courant  élémen- 
taire. 

IVejr  [Emil).  —  Stir  les  involutions  de  /i^*'"'''  degré  et  de  A'*""*^ 
espèce.  (680-698). 

Une  multiplicité  A^-uple  de  n  groupes  élémentaires  placés  sur  un  support 
rationnel  (par  exemple  des  points  sur  une  courbe  rationnelle)  prend  le  nom 
d'involution  de  iV^"^"  degré  et  de  k'"^"  espèce  et  est  désignée  par  I,^  lorsque 
chaque  groupe  se  trouve  déterminé  si  l'on  se  donne  k  éléments.  Chaque  élément 
peut  être  compté  plusieurs  fois.  A*  —  /  éléments  quelconques  apparaissent  dans 
{l-\-\){n  —  k)  groupes  avec  un  élément  (/ -f- 1)"»''''  dans  chacun;  le  nombre 
des  éléments  (A -(- i)"p'*'^  d'une  I/i  est  égal  à  (A -F  i)( /i  —  A).  Si  A-  éléments 
d'une  I/i  appartiennent  à  deux  groupes,  ils  appartiennent  à  une  infinité  de 
groupes;    ils   constituent  alors  ce  que  l'on  appelle  un  groupe  neutre.  Une  \\ 

y  1     (f^  —  I  )  (  /'  —  0           1        1,1'  i-i  il       1  '  I  • 
possède  -^ — couples  d  cléments  neutres.  Dans  une  1;;,  ciiaque  clé- 
ment se    présente   dans  — '■ — ^ —  triplcts   neutres.    Dans    une    l'',,   deux 
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,  ■ .  1  •         .1  (  n  —  3)(  n  —  ^) 

cléments  quelconques  apparaissent  dans quadruplets  neutres. 

TA  t4-    7  '1'         *  1  •         .1         (n  —  k)( n  —  /:  -^^) 

Dans  une  1,^,  A  —  2  éléments  quelconques  apparaissent  dans  ^- 

1.2 

groupes  neutres.  Les  groupes  neutres  d'une  l',l~^  forment  une  l"!?.  Une  l^  est 

déterminée  par  (A-hi)  groupes  indépendants  l'un  de  l'autre.  Les  applications 

aux  courbes  rationnelles  planes   du  fV^"'^   ordre   et   aux   courbes   rationnelles 

gauches  du  /i'^me  ordre  se  déduisent  facilement.  Pour  les  premières,  les  groupes 

1          •           I-            T           1-       f                        xoïC^  — 1)('*  —  2) 
de   points    places    en   ligne  droite   lorment  une  Ifi,  les  -^ couples 

neutres  sont  les  points  doubles  de  la  courbe  et  les  3(/i  —  2)  éléments  triples 
sont  les  points  d'inflexion,  etc.  Pour  les  courbes  gauches,  les  groupes  de  points 
situés  dans  un  plan  forment  une  I,^,  les  triplets  neutres  se  trouvent  sur  les 
sécantes  triples,  !es4(/i  —  3)  éléments  quadruples  sont  les  points  de  contact 
des  plans  osculateurs  stationnaires,  etc. 

Doiiath  (D'"  Jalius),  —  La  chaleur  spécifique  de  l'oxvde,  de 
l'oxjdule  d'urane  et  le  poids  atomique  de  l'urane.  (699-^04). 

Barchanek  {Cleniens).  —  Rapports  entre  les  droites  et  les  lignes 
du  second  ordre  qui  sont  données  par  un  diamètre  et  une  corde 
conjuguée,  (^'jii-'-jii,  avec  une  planche). 

Niessl  [G.  11.).  —  Détermination  des  trajectoires  de  deux  mé- 
téores ohservés  le  12  janvier  1879  en  Bohême  et  dans  les  pays 
limitrophes.  (n23-^44)- 

Puliij  (D'  J.).  — -  Sur  le  frottement  intérieur  dans  un  mélange 
d'acide  carbonique  et  d'hydrogène  (^45-706,  second  Mémoire). 

Le  travail  contient  le  calcul  des  observations  de  l'auteur  au  moyen  de  la  for- 
mule de  Maxwell. 

Kantot^  (S.).  —  Nouvelles  relations  symétriques  dans  la  théorie 
du  quadrilatère  complet.  (757-763^  suite). 

Développement  d'une  série  de  théorèmes  sur  un  quadrilatère  inscrit  à  un 
cercle.  L'auteur  donne  à  la  fois  des  relations  de  position  et  des  relations  mé- 
triques de  forme  symétrique. 

Kanior  (S^).  —  Sur  deux  surfaces  particulières  de  sixième  classe. 

(7G8-786). 

I"  A  l'extérieur  d'une  surface  du  second  ordre  F^  se  trouvenl  trois  points 
fixes  A,,  \,,  A3;  d'un  point  P  de  I<\,  on  projette  les  points  A,,  A^,  A,  sur  F^,  ce 
qui  donne  trois  points  tels  que  le  plan  qui  les  contient  enveloppe  une  surface 
fie  sixième  classe  *I' lorsque  le  point   P  décrit  la   surface    l\.    Cette    surface,   (|ui 
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possède  un  plan  liin^cnl  ((iiiuli  iipic,  esL  inscrite  dans  nu  1  «Mie  de  Uoisieme 
(dusse,  clc. 

2°  A  l'exlérienr  d(;  I''^  se  lionvenL  quatre  points  A,,  A^,  A^,  A.,  qui,  projetés 
d'un  i)()int  I*  de  la  surface  1;"^  sur  cette  suidaec  donnent  quatre  [)oinls  soiiirficls 
d'un  tétraèdre  lioniologique  du  tétraèdre  A,,  A^,  A^,  A^.  Le  plan  d'horiiologie 
enveloppe  une  surface  de  sixième  classe  lorsque  le  point  P  décrit  la  surface  F^. 

L'auteur  étudie  ces  deux  surfaces  et  déduit  dr.  son  examen  une  (juantité  de 
théorèmes  intéressants. 

Kanlor  (S.).  —  Sur  certains  faisceaux  de  courbes  du  troisième 
et  du  quatrième  ordre.  (7B7-798). 

L'auteur  étudie  les  faisceaux  de  courbes  du  troisième  ordre  f|ui  ont  plu-«ieui> 
points  d'inflexion  en  commun  aux  points  ()ui  constituent  la  base  du  faisceau, 
et  aussi  des  faisceaux  de  courbes  du  ({uatrième  ordre  <jui  ont  en  partie  des 
points  d'ondulation  aux  points  de  base.  Si  les  courbes  d'un  faisceau  du  qua- 
trième ordre  ont  trois  sommets  comme  points  d'ondulation  communs,  il  y  a 
toujours  un  quatrième  sommet  qui  jouit  de  cette  propriété.  De  plus,  l'auteur 
arrive  à  cette  proposition.  Sur  chacun  des  six  côtés  d'un  (juadrilatère  complet 
se  trouvent  trois  points,  deux  sommets  du  quadrilatère  et  le  point  d'intersec- 
tion du  côté  avec  le  côté  opposé;  ces  trois  points  déterminent  sur  le  côté  une 
involution  qui  possède  deux  points  doubles.  On  obtient  ainsi  douze  points 
doubles  de  celte  espèce,  deux  sur  chaque  côté.  Par  ces  douze  points  doubles  et 
les  quatre  sommets  du  quadrilatère  passent  une  infinité  de  courbes  du  quatrième 
ordre  pour  lesquelles  les  quatre  sommets  sont  des  points  d'ondulation  communs. 

Tome  LXXX. 
KoJin  (Giistcw).  —  Sur  le  pentagone  complet  dans  l'espace.  (-- 

.0)/ 

Dans  un  pentagone  complet  de  l'espace,  chaque  côté  (ligne  qui  joint  deux 
sommets)  est  opposé  à  un  plan  (plan  déterminé  par  les  trois  autres  sommets). 
Les  dix  côtés  ou  les  dix  plans  coupent  un  plan  quelconque  en  dix  points  ou 
suivant  dix  droites  et  ces  droites  sont  les  polaires  des  points  relativement  à  une 
conique  déterminée  du  plan  choisi. 

Psclieldl  {  IV.).  —  Sur  une  nouvelle  manière  de  déterminer  l'in- 
clinaison au  moven  des  oscillations  d'un  barreau  aimanté.  (11- 
16,  avec  deux  gravures  sur  bois). 

Sterneck  (^Robert  v.).  —  Sur  la  modilicalion  do  la  constante  de 
réfraction  et  la  déviation  dti  pendule   sur  les  montagnes,  (^(m- 

97)- 

Résultats  et  discussion  des  observations  faites,  sur  les  hauts  sommols  du 
Stcicrmark  de  la  Bohème  et  de  la  Haule-Autriche,  sur  la  réfraction. 
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Doubrcwa  (S).  —  Sur  le  mouvement  des  plaques  placées  entre 
les  électrodes  de  la  machine  de  Holtz.  (98-100). 

L'auteur  donne  l'explication  du  fait  qu'une  plaque  se  dirige  vers  le  pôle  né- 
gatif (expérience  de  Waltenhofen)  en  s'appuyant  sur  cet  autre  fait  connu  que 
le  faisceau  positif  est  le  plus  long. 

Piiluj  (D'  y.).  —  Sur  le  radiomètre  (i32-i36,  avec  une  planche). 

L'auteur  décrit  une  expérience  qui  montre  que  le  mouvement  du  radiomètre 
ne  peut  pas  provenir  des  courants  de  gaz  qui  se  produisent  sur  le  bord  de  ses 
ailettes. 

Waltenhofen  {jy  A.  v.).  —  Sur  une  mesure  directe  du  travail 
d'induction  et  sur  une  détermination  qui  s'en  déduit  de  l'équi- 
valent mécanique  de  la  chaleur.  (iS^-iSo,  avec  deux  gravures 
sur  bois). 

L'auteur  démontre  expérimentalement  que  le  travail  qu'un  courant  électrique 
est  capable  de  produire  dans  un  conducteur  est  égal  au  travail  que  l'on  doit 
faire  pour  développer  par  induction  le  même  courant  dans  le  même  conduc- 
teur. Des  nombres  trouvés,  l'auteur  déduit  l'équivalent  mécanique  de  la  cha- 
leur. 

Goldstein  [Eugen).  —  Sur  la  phosphorescence  développée  par 
les  rayons  électriques.  (i5i-i56). 

Ameseder  [Adolf).  —  Sur  les  coniques  quadruplement  tangentes 
aux  courbes  du  quatrième  ordre  à  trois  points  doubles.  (i8~-i92, 
avec  une  planche). 

L'auteur  montre  que  toute  conique  quadruplement  tangente  est  le  support  de 
trois  involutions  quadratiques  de  tangentes  telles  que  chacune  d'elles  peut  avec 
un  faisceau  de  rayons  qui  lui  correspond  projectivement  engendrer  la  courbe. 

Riitli  i^Fi'anz).  —  Sur  un  mode  de  génération  particulière  de  l'hy- 
perboloïde  orthogonal  et  sur  des  faisceaux  de  cônes  et  d'hypef- 
boloïdes  orthogonaux.  (257-286,  avec  une  planche). 

L'auteur  discute  à  fond  l'hyperboloïde  équîlatère  en  le  considérant  comme 
engendre  au  moyen  de  deux  faisceaux  de  plans. 

Exner  (D'  Franz).  —  Sur  la  cause  de  la  production  d'électricité 
par  le  contact  des  métaux  hétérogènes.  (007-327). 

L'auteur  prétend  démontrer  par  ses  recherches  que  ce  que  l'on  appelle  élec- 
fricité  de  contact  est  produit  par  l'oxydation  des  métaux  qui  se  louchent. 
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Macli  {E.)  el  Doubrava  (S.).  —  01)scrvatioris  sur  les  difrérences 
qui  existent  entre  les  deux  états  électriques,  (.)3i-3^j, 'avec 
(juatre  gravures  sur  jjois). 

Les  recherches  faites  constatent  simplement  l'influence  de  la  matière  sur  les 
deux  états  électriques. 

Bobek  {Karl).  —  Sur  une  courbe  rationnelle  du  quatrième  ordre. 
(361-391,  avec  trois  planches). 

Les  courbes  sont  considérées  comme  engendrées  par  des  faisceaux  de  coniques 
ayant  en  commun  trois  points  de  base.  L'auteur  donne  à  la  fin  l'ensemble  des 
espèces  de  courbes  qui  ne  se  ramènent  pas  l'une  à  l'autre  par  collinéation. 

Streintz  {Heinricli).  —  Compléments  à  la  connaissance  de  l'élas- 
ticité de  retard.  I.  (397-438). 

L'auteur  montre  que  le  décrément  logarithmique  d'un  fil  tendu,  animé  d'os- 
cillations de  torsion  est  indépendant  de  l'amplitude  des  oscillations,  de  la  ten- 
sion, de  la  longueur  du  diamètre  du  fil,  etc.,  on  peut,  au  contraire,  constater 
l'influence  de  la  température. 

Tumlirz  (D'"  O.  ).  —  Sur  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans 
les  tuyaux.  (439-442,  avec  deux  gravures  sur  bois). 

MacJi  [E.)  el  Siniojiides  {J.)-  —  Nouvelles  recherches  sur  les 
ondes  produites  par  les  étincelles.  (476-486,  avec  six  gravures 
sur  bois). 

Si  l'on  tire  d'une  plaque  noircie  à  la  suie  en  deux  points  et  simultanément 
des  étincelles,  on  observe  des  phénomènes  d'interférence  que  les  auteurs 
étudient  de  près.  Ils  considèrent  en  outre  des  phénomènes  de  réflexion  et  de 
réfraction. 

Aineseder  {Adolf).  —  Sur  les  courbes  rationnelles  de  troisième 
et  de  quatrième  ordre.  (487-499,  avec  une  planche). 

Application  du  mode  de  génération  de  ces  courbes  déjà  relaté  plus  haut. 

Ilann  (J.).  —  Recherches  sur  le  régime  des  pluies  d'Autriche- 
Hongrie.  (571-635). 

Eder  (1l)^  Joseph-Afaria).  —  Un  nouveau  photomètre  chimique 
à  l'oxalate  de  mercure  pour  la  détermination  de  l'intensité  des 
rayons  ultra-violets  de  la  lumière  du  jour  avec  des  compléments 
à  la  photochimie  du  chlorure  de  mercure.  (636-()6o). 
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BeitUnger  {Edmuncl)  et  Urbanitzky  {Alji\  v.).  —  Sur  les  phé- 
nomènes offerts  par  les  tubes  de  Geissler  sous  une  action  exté- 
rieure, i*"^  Mémoire.  (665-686). 

Ce  travail  contient  un  exposé  rapide  et  complet  des  résultats  des  observations 
faites  par  les  auteurs  sur  les  phénomènes  d'attraction  et  de  répulsion  de  la  co- 
lonne lumineuse  des  tubes  de  Geissler. 

Boltzinaiiii  [Ludivig).  —  Sur  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps 
diamagnétiques.  (687-714)- 

L'emploi  d'une  méthode  nouvelle  et  directe  pour  déterminer  le  coefficient  de 
diamagnétisme  du  bismuth,  méthode  qui  consiste  à  mesurer  l'effet  exercé  sur  des 
corps  diamagnétiques  dans  un  champ  magnétique  non  homogène,  permet  à 
l'auteur  de  développer  la  théorie  compliquée  qui  se  rapporte  à  l'action  d'une 
spirale  cylindrique  sur  un  cylindre  diamagnétique  de  même  axe,  la  répulsion 
exercée  par  une  sphère  sur  la  limite  d'une  spirale  cylindrique;  l'auteur  déter- 
mine enfin  le  moment  de  torsion  autour  d'un  axe  vertical  qu'exerce  une  spi- 
rale sur  un  barreau  cylindrique  diamagnétique. 

Kantor  (S.).  —  Sur  un  genre  de  configuration  dans  le  plan  et 
dans  l'espace.  (715-723). 

L'auteur  considère  les  configurations  constituées  par  m /i^"""  complets  placés 
soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace  et  dont  les  sommets  se  trouvent  sur 
n  l'ayons  d'un  faisceau. 

Gegenbauer  (L.).  —  Sur  les  fractions  continues.  (763-775). 

Examen  des  relations  qui  existent  entre  les  dénominateurs  du  développement 
en  fraction  continue  d'une  fonction  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives 
entières  de  la  variable. 

Liznar  {J-)-  —  Mesures  magnétiques  effectuées  à  Kremsmiinster 
en  juillet  1879.  (776-784). 

Anton  [Ferdinand) .  —  Détermination  de  la  trajectoire  de  la  pla- 
nète (154)  Bertha.  (785-820). 

Biirg  [Adam).  —  Sur  l'action  des  soupapes  de  sûreté  des  chau- 
dières à  vapeur.  (872-912,  avec  six  gravures  sur  bois). 

TrebilscJier  [MicJiael).  —  Sur  la  réduction  d'un  faisceau  do 
courbes  du  second  ordre  à  un  faisceau  de  rayons.  (9i3-()43). 

L'autour  riMpb)ic  une  Iransformalioii  phine  (|iiailraliquc  où  les  points  circu- 
laires à   l'inlini    sont   dc^    points  doubles  pour   Iransformor   un    faisceau  de  co- 
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iii(iucs  en  un  faisceau  de  rayons;  il  examine  ainsi  des  ()rol)lémes  concernant  les 

eoniques  et  les  faisceaux  do  coni(iues  à  des  i)rohIèn)es  relatifs  à  des  faisceaux 
de  droites. 

Winckler  (D^'yl.).  —  Sur  le  dernier  multiplicateur  des  équations 
difTérentielles  d'ordre  supérieur.  ((j^^-^Go). 

L'auteur  s'occupe  de  quelques  cas  très  s<^n<^raux  où  l'équation  différentielle 

.    ,,^    .    ,      ,  ,  .   ,.  rflo^M  f)f„   ,  .      ,       ,1 

qui  deiinit  le  dernier  multiplicateur =. -^-^  est  intcîrrablc  même  si 

clx  Oy 

le  second  membre  contient  les  i\c\\\  variables  x  et  y.  Il  montre  que,  pour  ob- 
tenir le  théorème  de  Malmsten  [Mémoire  sur  l'intégration,  etc.  {Journal  de 
Liouville,  t.  VII^)],  il  n'est  pas  nécessaire  de  généraliser  la  théorie  de  Jacobi. 

Mautner  (^Joscf).  —  Garactères_,  axes,  diamètres  conjugués  et 
points  conjugués  des  coniques  d'un  faisceau.  (9-3-102?.,  avec 
dix  gravures  sur  bois). 

Démonstration  et  extension  à  l'aide  des  coordonnées  lignes  homogènes  des 
théorèmes  énoncés  par  Steiner  à  la  page  3'j4  du  LV"  Volume  du  Journal  de 
C  relie. 

Migotti  {Adolf).  —  La  ligne  de  striction  de  l'iiyperboloïde  con- 
sidérée  en    tant   que  courbe    rationnelle   du  quatrième  ordre. 

(io23-io36). 

Expression  des  coordonnées  homogènes  du  point  de  la  ligne  de  striction  en 
fonction  entière  et  du  quatrième  degré  d'une  variable  t.  L'auteur  développe  et 
interprète  dans  le  cas  présent  les  théorèmes  donnés  pour  les  courbes  gauches 
rationnelles  et  du  quatrième  ordre  par  Cremoua,  Bertini  et  Weyr. 

Weyr  (JE mil).  —  Sur  les  coniques   triplement  tangentes  à  une 
•    courbe  plane  de  troisième  ordre  et  de  quatrième  classe.  (io4o- 
io46). 

On  obtient  les  G^  triplement  tangentes  à  0.1  comme  enveloppes  des  droites  qui 
relient  les  couples  de  points  formant  sur  C^  une  invohilion  quadratique. 

Exner  (D'"  Franz).  —  Sur  la  théorie  des  éléments  galvaniques 
inconstants.  (io55-io^3). 

Un  élément  galvanique  (  Sméc,  Volta)  à  un  seul  liquide  reçoit  la  dénomina- 
tion d'inconstant. 
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Tome  XIV;  1878-79. 
Hermite  (Cit.).  —  Sur  l'intégrale 

Jr^  r-a-l  — a 
' dz. 

(91-124). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  les  formules 


Jo     ^ 


dz  — 


sinaTT 


I —  dz  =  27:  cola-z, 


et,  après  avoir  montré  que  la   première  est  une  conséquence  de   la  seconde,  il 
introduit  dans  cette  dernière  les  limites  o  et  i  en  montrant  que 


i/o 


d: 


71  cota-;:. 


Il  fait  voir  par  ces  formules  le  lien  qui  existe  entre  les  deux  théories  des  fonc- 
tions circulaires  et  des  intégrales  eulériennes.  A  l'égard  des  fonctions  circulaires 
il  lève  une  difficulté  qui  se  présente  dans  le  développement  en  série  de  la  co- 
ta n  2  en  te 


I  2a  la 

Tz  cota-K  = 1 1 

a       a-  —  1        a-  — 


2rt 


a^  —  9 


Cette  difficulté  consiste  en  ce  qu'en  remplaçant  a  par  ia,  et  en  supposant  a 
infini,  la  limite  du  premier  membre  est  —  îtz  ou  +  /-::  suivant  que  a  croit  par 
valeurs  positives  ou  négatives,  tandis  que  le  second  membre  n'a  pas  cette  même 
limite.  L'auteur  lève  cette  difficulté  par  la  considération  du  reste  R„  de  la  série, 
pour  lequel  il  obtient  l'expression 


K=  f 


piax p{\—ia)x 


j  —  e' 


e^"*  dx, 


ayant  remplacé  a  par  ia,  et  posé  le  nombre  des  termes  n  =  "ka.  Il  montre  que 
si  l'on  suppose  à  la  fois  infinis  l'argument  a  et  le  nombre  n,  la  limite  de  la 
somme  des  termes  S„  est  indéterminée,  mais  qu'on  a 


S„-l-R„  =  -ï-. 


Puis,  après  avoir  établi  le  développement  du  sinus, 


/        a'-\/        a'\          [        a?\     e«'. 
sinaTr  =  ';trti r j- \  •••     i •      » 


n 


(')  Voir  nuUcliih  H,,  P-  252. 


ou 
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H„  =  j -j- —^ c-  dx, 


x{i  —  e^) 
il  passe  à  considérer  l'intégrale 

«I»  (  X  )  e"^  clx. 


L 


donL  H„,  R'/i  sont  des  cas  particuliers. 

Pour  ce  qui  est  des  intégrales  euiériennes,  l'auteur  partant  du  développement 
du  sinus  donné  plus  haut  arrive  à  établir  une  relation  démontrée  par  Cauchy 
dans  les  Nouveaux  exercices  d^ Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  II, 
p.  386.  La  méthode  suivie  par  l'auteur  dans  la  démonstration  est  le  développe- 
ment d'une  indication  donnée  par  Cauchy  dans  son  Mémoire  sur  les  intégrales 
entre  des  limites  imaginaires. 

Negri  (C).  —  Sur  une  relation  entre  les  lignes  d'ombre  des  sur- 
faces de  révolution  et  des  hélicoïdes,  et  sur  quelques  propriétés 
de  ces  mêmes  lignes,  (i  16-124). 

L'auteur  étudie  les  relations  qui  existent  entre  les  séparatrices  et  les  lignes 
d'ombre  portée  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface. 

Bruno  (G.).  —  Sur  une  propriété  de  deux  quadriques  iiomo- 
focales.  (i25-i4o). 

La  propriété  en  question  est  exprimée  par  une  inégalité  satisfaite  par  les  coor- 
données d'un  foyer  d'une  section.  L'auteur  donne  ensuite  la  résolution  des  pro- 
blèmes suivants  : 

Trouver  un  plan  qui  coupe  une  quadrique  donnée  suivant  une  conique  ayant 
un  foyer  en  un  point  donné. 

Trouver  les  foyers  de  la  section  d'une  quadrique  avec  un  plan  donné. 

Placer  une  conique  donnée  sur  une  quadrique  donnée. 

Saint-Robert  (P.  de).  —  Quelques  mots  sur  un  Mémoire  du 
capitaine  F.   Siacci   sur  le  pendule  de  Léon  Foucault.   (i4i- 

i44). 

Dorna  [A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (log-iGS). 

Siacci  {F.).  —  Quelques  mots  de  réponse  au  comte  de  Sainl- 
Robert.  (21 1-216). 

Basso  (G.).  —  Sur  l'allongement  des  conducleurs  lililormes  tra- 
versés par  le  courant  électrique.  (349-3-'3). 


78  SECONDE   PARTIE. 

D'Ovidio  {E .).  —  Théorèmes  sur  les  systèmes  de  surfaces  du 
deuxième  ordre.  (452-455). 

Soient  *!>  un  faisceau  de  quadriques,  abcd  le  tétraèdre  conjugué,  e,  /,  g  les 
points  où  un  plan  donné  est  touché  par  des  surfaces  du  faisceau.  H  y  a  toujours 
un  autre  faisceau  W  dont  aefg  est  le  tétraèdre  conjugué,  et  dont  trois  surfaces 
touchent  en  b,  c,  cl  le  plan  bcd. 

Doriia  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (456-458). 

Genocchi.  —  Sur  deux  lettres  de  Lagrange  publiées  par  B.  Bon- 
compagni.  (459-463). 

Dorna  [A.).  —  Sur  l'instrument  portatif  des  passages  de  Steger 
et  sur  les  équations  fondamentales  dont  dépend  l'usage  de  cet 
instrument  et  des  instruments  des  passages  en  général.  (564- 
573). 

PlttaliLga  (G.).  —  Sur  les  axes  élastiques,  (^o'j-'jao). 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'observa- 
toire astronomique.  (^30-^-32). 

Bruno  (G.).  —  Démonstration  géométrique  de  quelques  pro- 
priétés de  la  surface  engendrée  par  la  courbe  logarithmique 
tournant  hélicoïdalement  autour  de  son  asymptote.  (yZj-y^'^). 

Cette  surface  peut  être  aussi  engendrée  par  le  mouvement  hélicoïdal  d'une 
spirale  logarithmique. 

De  quelques  considérations  faites  en  établissant  les  propriétés  de  cette  surface 
l'auteur  déduit  la  démonstration  d'un  théorème  relatif  à  un  triangle  qui  tourne 
dans  un  plan  autour  d'un  sommet,  et  change  de  dimensions  en  restant  toujours 
semblable  à  lui-môme. 

Siacci  {F-)'  —  Sur  le  mouvement  sur  une  courbe  plane.  (75o- 

760). 

Si  un  point  décrit  une  courbe  plane  et  que  l'on  décompose  l'accélération  en 
deux,   l'une  passant  par    un    point    fixe    quelconque,    l'autre   dirigée  suivant  la 

tangente   à   la   courbe,    la    première   sera   donnée  par  —  —  >    la   seconde   par 

T  dT 

>- >  /'  étant  le  rayon  vecteur,  p  la  distance  du  point  fixe  à  la  tangente,  p  le 

p-  ds  j  T  f 

rayon  de  courbure,  5  l'arc  et  T  une  fonction  arbitraire. 

Comme  conséquence  de  ce  théorème,  l'auteur  démonlre  aussi  que  deux  forces 
l',  V'  passant   par  deux  ])()ints  fixes  din'ércnls  feront  parcourir  à  un  même  point 
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une  même  courbe,  si  l'on  a 


C,  G'  étant  les  moments  des  vitesses  initiales,  et  que  cela  a  lieu  aussi  bien  dans 
le  vide  que  dans  un  milieu  dont  la  résistance  soit  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse. 

A  l'égard  du  théorème  de  iM.  Bonnet,  l'auteur  observe  qu'on  peut  ne  pas 
comprendre  au  nombre  des  forces  qu'on  a  à  considérer  la  résistance  du  milieu, 
lorsqu'elle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Lorsqu'un  point  décrit  d'un  mouvement  uniforme  la  courbe 

et        r2  r2 

1  -4  -^ -^  H t--4=const., 

P\        Pi  Pi 

la  force  centripète  peut  être  décomposée  en  n  forces  passant  par  n  points  fixes, 
et  dont  chacune  ferait  parcourir  au  point  cette  même  courbe.  Si  la  résultante 
passe  aussi  par  un  point  fixe,  on  a  une  propriété  analogue  pour  la  courbe 

C-^  c|      c|  ^  c^ 

P'  ~ p\'^ p\  '^""^ p% 

L'auteur  considère  en  particulier  le  mouvement  sur  une  ellipse,  et  trouve 
enfin  l'expression  du  temps,  lorsqu'un  point  parcourt  une  ellipse  sous  l'action 
de  la  résultante  de  plusieurs  forces  centrales,  dont  chacune  ferait  parcourir  au 
point  cette  même  ellipse. 

Dorna  (A.).  —  Sur  la  détermination  du  temps  avec  l'instrument 
portatif  des  passages.  (^61-766). 

Siacci  (F.).  —  Sur  le   mouvement  sur  une  courbe  gauche.  (94^- 
95i). 

Si  un  point  décrit  une  courbe  gauche,  et  qu'on  décompose  l'accélération  en 
deux,  l'une  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  partant  de  la  projection  d'un  point 
fixe  sur  le  plan  osculateur,  l'autre  suivant  la  tangente,  la  première  sera  donnée 
par 

1  ,  ^'    f 

la  seconde  par 

_  T^T    ^    T^  fjdq  _  TdT  _  ^   T^ 
p-  ds        p'     ds  p^  ds       p^   p, 

p,  p,  étant  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  q  la  distance  du  point  fixe  à  sa 
projection  sur  le  plan  osculateur,  /•  et  p  les  distances  de  cette  projection  au 
point  mobile  et  à  la  tangente,  T  une  fonction  arbitraire  représentant  le  produit 
de  p  par  la  vitesse. 

Ce  théorème  a  été  établi  par  M.  Cerruti  par  la  considération  d'un  complexe 
linéaire  (/?.  Accademia  dei  Lincei,  Ti-ansunti,  18  mai  1879).  AI.  Siacci  en 
donne  ici  une  démonstration  indépendante  de  la  théorie  des  complexes. 
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UOvidio  {E.).  —  Extension  de  quelques  théorèmes  sur  les  formes 
binaires.  (963-971). 

On  connaît  les  relations,  dues  à  M.  Cayley,  l'une  entre  une  forme  cubique, 
ses  covariants  hessien  et  cubique  et  son  discriminant,  l'autre  entre  une  forme 
biquadratique  et  ses  principales  formations  invariantives.  Ces  relations  et 
d'autres  aussi  sont  des  conséquences  d'un  théorème  de  Clebsch  sur  le  détermi- 
nant fonctionnel.  Mais  la  démonstration  de  ce  théorème  suppose  que  les  deux 
formes  renferment  les  mêmes  variables;  et  de  plus  le  théorème  et  les  relations 
de  M.  Cayley  ne  sont  plus  vrais  lorsqu'on  remplace  les  variables  par  les  coef- 
ficients symboliques  d'une  autre  forme.  L'auteur  lève  ces  deux  restrictions. 
Nous  citerons  la  relation  qu'il  donne  comme  remplaçant  celle  de  M.  Cayley 
pour  une  forme  cubique  u^,  lorsqu'on  veut  considérer,  au  lieu  des  variables  X,, 
A^,  les  coefficients  symboliques  tv,,  —  «\  d'une  forme  cubique  quelconque 

•2{twy   =  u\_—  {uwy  +f(^w)-J  —  {vw){vw'){v'w'){v"w){v"w'). 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (972). 


Tome  XV;  1879-80. 

Dorna  {A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (24-53). 

D^Ovidio  {E .).  —   Sur  les  covariants  linéaires  fondamentaux  de 
deux  cubiques  binaires.  (267-270I). 

INI.  Sylvesler  a  prouvé  a  priori  que  deux  des  huit  covariants  linéaires  simul- 
tanés de  deux  formes  cubiques  binaires,  ceux  des  degrés  4  et  3,  ou  3  et  4  par 
rapport  aux  coefficients,  doivent  s'exprimer  par  les  autres.  L'auteur  arrive  à 
cette  expression  par  deux  voies,  par  les  coefficients  indéterminés  et  par  la 
notation  symbolique.  Ce  dernier  procédé  a  été  communiquée  l'auteur  par  M.  le 
D""  Gerbaldi.  Voici  l'expression  du  covariant  linéaire  (/?A)(AV)V^  des  deux 
formes  a,|,  a.^  : 

(/>A)(AV)V,  =  -|T/?,-S7r,-J/?,,., 
où 

T=(AV)%  S  =  (0A)%  J  :=  (rta)% 

/?,.  =  (aA)=a,.,     T.^=  {aiy-a^.,     «^  =:  (t:A)  A,.. 

D^Ovidio  {E.).  —  Sur  deux  covariants  simultanés  de  deux  formes 
binaires  biquadratiques.  (3oi-3o4). 

L'auteur  arrive,  par  une  voie  différente  de  celle  suivie  par  1\L  Sylvester,  à  la 
décomposition  du  covariant  sextique  D^  et  du  biquadratique  D^. 

UOvidio  {E .).  —  La  résultante  de  deux  formes  binaires  biqua- 
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(Iraliqucs  exprimée   par  leurs   invarlanls  i'ondamentaux.  (385- 

389). 

Dorna  (A.).  —  Préscnlalion  de  quelques   travaux  de  TObscrva- 
toire  astronoinique.  (4i5-4i^))- 

UOvidio  {E.).  —  La  relation  entre  les  huit  invariants  fondamen- 
taux de  deux  formes  binaires  biquadratiques.  (471-488). 

Siacci  {F .).  —  Sur  une  loi  de  réciprocité  dynamique.  (5i(j-52o). 

On  peut  dans  les  équations  canoniques  de  la  Dynamique  et  dans  les  équations 
intégrales  considérer  comme  principales  les  variables  ou  constantes  conjuguées 
(toutes  ou  une  partie)  en  en  changeant  le  signe,  et  respectivement  comme 
conjuguées  les  variables  ou  constantes  principales.  Comme  conséquence  de  cette 
loi,  on  a  plusieurs  formes  qu'on  peut  donner  au  principe  dllamilton.  L'auteur 
cite  l'équation  suivante,  peu  différente  de  celle  d'Hamilton,  et  où  l'on  suppose 
qu'au  lieu  des  variations  des  coordonnées,  celles  des  vitesses  soient  nulles  aux 
limites  de  l'intégrale, 


{S>  —  \j)dt 


U  étant  la  fonction  des  forces,  et 

S  =  ^  S  m  (  37'-  +  jk'^  +  -c;'^  +  2  xx"  h-  '2yy"  -h  2  zz"  ) . 

Il  énonce  aussi  une  autre  réciprocité  par  laquelle  si  l'on  regarde  comme 
variables  les  constantes  a^,  [3^  des  intégrales  canoniques  des  équations 

dq,  _  ôH  clp^  _       rJH 

dt         ()p^  dt  dq^ 

et  comme  constantes  les  /?,  q^   ces  mêmes  intégrales  seront  les  intégrales  des 
équations 

^r  -  ^        rfj^  _  _  ^m 

~dt    ~  ^j^^'  ~di  "       ôoL^' 

Grihoclo  {G.).  —   Sur  une  propriété  des  pôles  d'un  faisceau  de 
rayons  en  involution.  (o2i-53o). 

Le  lieu  du  pôle  d'une  involution  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  invariable, 
passant  par  le  centre  S  du  faisceau  et  tournant  autour  de  ce  point,  est  une 
ellipse  qui  a  pour  axes  les  rayons  conjugués  orthogonaux  de  l'involution.  Les 
ellipses  relatives  à  la  rotation  de  tous  les  cercles  qui  passent  par  S  sont  homo- 
thétiques.  Si  le  centre  se  meut  sur  une  droite  du  faisceau,  le  lieu  des  pôles  est 
le  rayon  conjugué  de  la  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Basso  (G.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  phénomènes  de  dif- 
fraction. (071-580). 
Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  t.  \.  (  \vril  1886.)  R.G 
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D'Ovidio  {E .).  —  Sur  les  formes  binaires  du  cinquième  ordre. 
(591-G12). 

Par  l'application  des  résulLats  obtenus  clans  ses  Mémoires  précédents  sur  les 
formes  binaires,  l'auteur  joint  de  nouveaux  résultats  à  ceux  de  Clebsch  relatifs 
à  l'expression  des  invariants  et  co>^ariants  non  fondamentaux  d'une  forme 
binaire  du  cinquième  ordre  par  les  invariants  et  covariants  fondamentaux,  et 
aux  relations  entre  ces  formations  invariantives. 

Bruno  (G.).  —  Sur  les  trièdres  trirectangulaires  dont  les  arêtes 
sont  toutes  normales  à  une  qiiadrique  donnée.  (61^-628). 

Le  lieu  des  sommets  est  une  courbe  du  seizième  ordre.  Si  la  quadrique  est 
un  paraboloïde  elliptique,  elle  se  réduit  au  quatrième  ordre. 

Moreva  {G.).  —  Sur  une  nouvelle  construction  géométrique  du 
théorème  de  l'addition  des  intégrales  elliptiques.  (649-653). 

L'auteur  a  été  amené  à  cette  construction  par  la  considération  du  mouvement 
uniforme  et  rectiligne  comme  un  cas  particulier  du  mouvement  d'un  point 
sujet  à  l'attraction  de  deux  centres. 

Dorna  [A.).    —  Présentation   des  éphémérides  du  Soleil,   de  la 
Lune  et  des  principales  planètes  pour  l'année  1881.  (655-6-j). 

Gerbaldi  {F.).  —  Sur  la  signification  géométrique  du   covariant 
du  neuvième  ordre  d'une  forme  cubique  ternaire,  (yoy-'ji^). 

L'auteur  obtient  la  signification  géométrique  du  covariant  Q,  [notation  de 
Clebsch  et  Gordan,  Ueber  cubische  ternàre  Forinen  {Math.  Ann.,  Bd.  VI)]  en 
appliquant  la  méthode  de  la  notation  symbolique  directement  à  la  forme  géné- 
rale, au  lieu  de  considérer  comme  Clebsch  la  forme  canonique.  Il  donne  l'ex- 
pression de  quelques  formations  invariantives  par  les  fondamentales  et  quelques 
propriétés  des  points  d'inflexion  des  cubiques  planes,  qui  résultent  des  formes 
différentes  qu'on  peut  donner  au  covariant  Q.. 

Curioni  [G.).  —  Sur  Téquation  des  moments  d'inflexion.  (770- 

784). 

Genocchi  (A.).    —    La   Correspondance   de  Sophie   Germain  et 
Charles-Frédéric  Gauss.  (795-808). 

Sidccl  {F.).  —  \j\\  tliéorème  de  Mécanique  analytique.  (809). 
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Tome  XVI;  1880-81. 

Bicliclmy  {/'*■)■  —  Sur  les  roues  clenLécs.  (?.9-41). 

Fe/'/r/ris  (G.).  —  Sui-  les  liineltes  à  ol)jecllf  composé  de  plu- 
sieurs lentilles  placées  à  distance  entre  elles.  (4>^-7o). 

Dorna  [A.).  —  Présentation  de  qucKpies  travaux  de  lObserva- 
toirc  astronomique.  (76-8:^)  et  (i 24-1  25). 

Dciiza  [D.-F.).  —  Les  étoiles  filantes  du  \/\  novembre  1880  ob- 
servées à  Moncalieri  (i  26-1 35). 

Beltrami  {E.).  —  Sur  les  fonctions  cylindriques.  (20i-2o5). 
La  fonction  potentielle  d'un  anneau  circulaire  homogène  est  donnée  par 

V  =  2M  f  [\\^{br)e-'"-ydr, 

a  et  ^  étant  la  demi-somme  et  la  demi-différence  de  la  plus  grande  et  de  la 
plus  petite  distance  du  point  à  la  périphérie  de  l'anneau,  dont  M  indique  la 
masse.  L'auteur  part  de  la  formule 

oc 

grcosO  _  ir,  (,.)_}_  .2%   F„(r)  cos«0, 
1 

où  les  fonctions  F^ir)  sont  liées  aux  fonctions  cylindriques  J„(/")  par  la  rela- 
tion 

Il  retrouve  en  passant  des  formules  importantes  de  Neumann  cl  Lipschitz  et 
arrive  à  la  relation  remarquable 

Jo  "■'Jo     ya^  —  6>^sin^9 

dont  l'expression  de  V  est  une  conséquence  immédiate. 

Basso  (G.).  —  Démonstration  d'une  propriété  géométrique  des 
rayons  réfractés  extraordinaires  dans  les  milieux  biréfringents 
à  un  axe.  (208-21  i). 

L'angle  que   le  plan    de  réfraction  extraordinaire  forme    avec    le  plan  d'inci- 
dence est  indépendant  de  l'angle  d'incidence. 

Dor/ia  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (212). 
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Genocc/u  (A.).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  intcrpolaircs. 

.(269-275). 

Morera  (G.).  —  Sur  la  séparation  des  variables  dans  les  équations 
du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface.  (276-295 ). 

Soient  cp,  <];  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  sur  une  surface,  et  cp',  ^' 
leurs  dérivées  par  rapport  au  temps.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes, 
pour  que  l'on  puisse  effectuer  la  séparation  des  variables  cp  et  <]/,  sont  : 

1°  Que  l'expression  de  la  force  vive  soit  de  la  forme 

0  étant  une  fonction   où    les  9,  <^  sont  séparées,  et  <ï>,  W  des  fonctions  de  la 
seule  variable  cp  et  de  la  seule  variable  (];  respectivement; 

2°  Que  dans  le  produit  0  U,  U  étant  la  fonction  des  forces,  les  variables  soient 
encore  séparées. 

UOvidio  {E.).   —   Sur  les   propriétés  fondamentales  des  com- 
plexes linéaires.  (327-336). 

Bottiglia  (A.).   —  Théorie  et  calcul   des  ressorts    métalliques. 
(424-453). 

Peano  (G.).  —  Construction  des  connexes  (i,  2)  et  (2,  2). 

Dorna  {A.).  —  Présentation  des  éphémérides  du  Soleil,   de   la 
Lune  et  des  planètes  principaux  pour  l'année  1882.  (626-647). 

Denza  {D,-F.),  —  Sur  l'aurore  polaire  du  3i  janvier  1881.  (739- 
744). 

Bourguet  (M.-L.).  —  Sur  la  détermination  des  maxima  et  mi- 
nima  de  la  fonction  T(x).  (758-772). 

L'auteur  ajoute  sur  ce  sujet  quelques  réflexions  qui  lui  sont  suggérées,  comme 
il  le  dit,  par  une  Note  de  M.  Hermite,  et  puis  il  expose  quelques  propriétés  des 
nombres 

r'(i  -j-  x) 

qu'il  a  découvertes  par  le  calcul  des  dérivées  successives  de  77- ^  •  De  ces 

^  '■  r  (  I  +  X  ) 

propriétés,  nous  citerons  les  suivantes  : 

oc  oc  ce 

y  s^  ^  y  y     ^      ^  i^ 


00 
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Tome  XVH;  1881-82. 

Bruno  (G.).  —  Sur  les  coniques  passant  par  trois  points  donnés, 
et  tangentes  à  deux  droites  données.  (29-34). 

Bruno  (G.).  —  Sur  les  quadrilatères  gauches  circonscrits  à  une 
quadrique.  (35-44)- 

Si  un  quadrilatère  gauche  est  circonscrit  à  une  quadrique,  les  quatre  points 
de  contact  ne  sont  pas  nécessairement  sur  un  même  plan,  comme  il  résulterait 
d'un  théorème  énoncé  par  Poncelct  dans  le  Traite  des  propriétés  projectives 
des  figures,  Paris,  i8G5,  t.  I,  p.  78. 

Peano  (G.).  —  Un  théorème  sur  les   formes  multiples.  (73-79). 
Soient  données  les  formes  multiples 

renfermant  une  série  de  variables  binaires  a;,,  a:^,  et  que  les  substitutions  cfTec- 
tuées  sur  ces  variables  soient  indépendantes  des  substitutions 'effectuées  sur  les 
autres.  Si  les  formes 

f         f  a-  a- 

qui  ne  renferment  pas  les  x,  admettent  un  système  fini  de  formations  invarian- 
tives  fondamentales,  les  formes  données/,  g,  ...  l'admettent  aussi. 

Dorna  {A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  TObserva- 
toire  astronomique.  (80-82). 

Siacci  {F.).  —  Les  axes  statiques  d'un  système  de  forme  inva- 
riable. (241-242). 

Si  un  corps  dont  un  point  reste  fixe  est  soumis  à  l'action  de  forces  constantes 
d'intensité  et  direction,  il  y  a  quatre  droites  autour  desquelles,  faisant  tourner 
le  corps,  on  le  ramène  à  une  position  d'équilibre.  Ce  sont  ces  droites  que  l'auteur 
appelle  axes  statiques  et  dont  il  énonce  les  propriétés  principales. 

En  i883,  ces  axes  statiques  ont  été  repris  en  examen  par  iM.  Padova  qui  a  fait 
connaître  leur  distribution  dans  l'espace  {Atti  del  li.  Istituto  Vcneto,  6*  série, 
t.  I,  1882-1883,  p.  1243). 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  TObserva- 
toire  astronomique.  (253-255). 

Curioni  [G.).  —  Etudes  sur  la  résistance  des  corps  solides  à  la 
iïexlon.  (256-266). 
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Pour  établir  les  équations  de  l'équilibre  dans  la  flexion,  on  suppose  que  les 
deux  coefficients  d'élasticité  par  tension  et  par  pression  soient  égaux,  ce  qui 
n'est  pas  vrai  en  général.  L'auteur,  en  tenant  compte  des  deux  coefficients  difl'é- 
rents,  établit  des  nouvelles  équations  d'équilibre  qui  n'ont  pas  cette  imperfec- 
tion, et  qui  se  réduisent  aux  anciennes  par  riiypothèse  que  les  deux  coefficients 
soient  égaux. 

Dorna  (A.).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (2G7-269). 

Le  Paige  {C).  —  Sur  la  forme  quadrilinéaire.  (299-319). 

Zanotti-Bianco  (0.).  —  Notes  biographiques  sur  Jean-François 
Peverone,  mathématicien  de  Guneo.  (320-324). 

Basso  (G.).  —  Sur  un  cas  particulier  d'équilibre  d'un  solénoïde 
soumis  à  l'action  magnétique  terrestre  et  à  celle  d'un  courant 
électrique.  (358-36^). 

Dorna  {A,).  —  Présentation  de  quelques  travaux  de  l'Observa- 
toire astronomique.  (368-3 70). 

Piazza  {S.).  — Sur  les  correspondances  (1,2)  et  (1,3).  (43i- 
446). 

Genocchi  {A.).  —  Présentation  d'un  volume  intitulé  :  Corres- 
pondance inédite  de  Lagrange  et  d'Alembert  publiée  d'après  les 
manuscrits  autographes,  et  annotée  par  Ludovic  Lalannc.  (53 1- 
533). 

Gerbaldi[F.).  —  Sur  les  groupes  de  six  coniques  en  involution. 

(566-579). 

Peaiio  (G.).  —  Systèmes  de  formes  binaires  d'un  même  degré  et 
système  complet  d'un  nombre  quelconque  de  cubiques.  (58o- 

586). 

On  dit  que  deux  formations  invariantivcs  sont  d'un  rnc/ne  type  lorsiju'on 
peut  les  déduire  l'une  de  l'autre  par  des  opérations  polaires. 

Soit  le  système  complet  des  formations  invariantivcs  de  N  formes  binaires 
d'un  même  degré  n;  on  aura  un  certain  nombre  de  types  auxquels  appartiennent 
les  formes  de  ce  système.  L'auteur  démontre  que  si  le  nombre  N  des  formes 
augmente  indéfiniment,   le   nombre  des  lypcs  reste  fini.  Ensuite  il  traite  le  cas 
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d'un  nombre  (juelcwnciiic  de  cul)i(|iics  liiniiircs,  cl  dtfiionlrc  qu'on  11  ;)l<n>  dix 
lypcs,  et  donne  aussi  le  nond>re  des  rorniati(jns  appartenant  à  chacun  de  ces 
types. 

Novarese  {E.).  —  Sur  quelques  formules  de  Hermite  pour  raddi- 
tion  des  fonctions  elliptiques.  (f)o--G^i). 

Ces  formules  sont  données  par  l'auteur  sous  la  forme  de  rapport  de  deux 
déterminants  d'ordre  é^'al  au  nombre  des  arguments  et  sans  ambiguïté  de 
signe.  La  formule  relative  au  sin  am  avait  été  donnée  par  Clebscli,  comme 
l'auteur  en  avertit,  mais  sans  la  détermination  de  signe.  L'auteur  déduit  de  ses 
formules  quelques  relations  remarquables,  dont  nous  citerons  la  suivante  : 


dn(w, 


t'r^ 

tT"^    . 

•          ^, 

C-^A, 

i'["'K       ■ 

\ 

f'n-3 
«•///- 1 

1-/11-1 

.       ^,.-, 

ftn-l  A 

fTn-\  4 

A.,-, 

fin-2 

fin-\ 

I 

t'r-'K 

t'r'K    ■ 

i,\ 

f'n--2 

t//t  -1 

I 

fin-^  » 

t'IkA^,.-.  ■ 

..     t 

m—>       m 

ayant  posé 


t;  ■=  tn  u-, 


Castigliano  {A.).  —  Sur  une  propriété  des  systèmes  élastiques. 

(705-713). 

En  appelant  déplacement  du  point  d'application  d'une  force  la  projection  du 
déplacement  effectif  de  ce  point  sur  la  direction  de  la  force,  l'auteur  démontre 
le  théorème  suivant  : 

«  Si  P,  Q  sont  deux  des  forces  extérieures  appliquées  à  un  système  élastique 
et />,  q  les  déplacements  de  leurs  points  d'application,  le  coeflicicnt  de  Q  dans 
l'expression  de  p  est  égal  au  coefficient  de  P  dans  l'expression  de  q.  » 

Il  en  fait  quelques  applications  et  il  en  déduit  un  théorème  de  AL  lietti, 

Jadanza  {N.).  —    Sur  un  déterminant  gauche   qui  se  présente 
dans  l'étude  des  lunettes.  (7i4-7'-i2). 

Novarese  {E.).  —  Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

(723-739). 

Les  formules  que  l'auleur  a  données  pour  l'addition  dans  le  Mémoire  précé- 
dent devraient  donner  celles  pour  la  multiplication  en  supposant  tous  les  argu- 
ments égaux   entre   eux.  INlais    les  seconds  membres  se  réduisent,  dans  cette 

hj-^pothèsc,  à  la  forme  -•  L'auteur  lève  cette  difficulté  au  moyen  d'nn  théorème 

de  INL  Siacci  et  établit  des  lormules  pour  la  nuilliplication  en  les  déduisant  île 
celles  de  l'addition.  Voici  le  ihéorènie  de  AL  Siacci  : 


«  En  supposant 


X, 


X, 


—  X,,_^  —  X, 
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le  quotient 
se  réduit  à 
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S  ±  -fo  ( 37j  9,  (.y,  ) . . .  y„_,  (  .y,,,,  ) 

S±y„(^)?;(^)...y<f_7U^)     , 


ScJuvarz  (IJ.-A.).  —  Démonstration  élémentaire  d'une  propriété 
fondamentale  des  fonctions  interpolaires.  (y4o-~^2). 


TomcXVlII;  1882-83. 

Dorna{A.).  — Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes 
principales.  (44-^5). 

Denza  (/'.)•  —  Sur  la  connexion  entre  les  éclipses  de  Soleil  et  le 
magnétisme  terrestre.  (108-1 32). 

Pasqualuii  {L.).  —  Sur  les  figures  électrochimiques  à  la  surface 
d'un  cylindre.  (i33-i46). 

Volterï^a  (  V.).  —  Sur  les  figures  électrochimiques  à  la  surface 
d'un  cylindre.  (147-168). 

M.  Volterra  étudie  mathématiquement  ce  phénomène  dans  sa  période  station- 
naire.  Il  établit  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  qui  donne 
la  distribution  de  la  force  électromotrice  à  la  surface  du  cylindre,  et  démontre 
que  ces  conditions  ne  peuvent  déterminer  qu'une  seule  fonction.  Ensuite,  il 
transforme  ces  conditions  pour  montrer  la  possibilité  de  construire  cfTcctive- 
ment  cette  fonction,  et  donne  les  deux  formules 

^       ,.        4  DR    /*"    /- —    , 

V-    Jq 

^         oDR    r"^    ,—^ .—        ^E-E, 

E,,  =  ■ — —    /        i/sin-a  —  sin- w  aw  H •  •> 

D  étant  la  densité  du  courant  principal,  [x  la  conductibilité  du  liquide,  R  le 
rayon  du  cylindre,  E„,  la  force  électromotricc  à  la  surface  du  cylindre,  E  sa 
valeur  maximum,  —  E,  sa  valeur  minimum,  a  un  angle  qui  dépend  de  Texlen- 
sion  des  couches  visibles.  Enfin  l'auteur  donne  l'expression  de  ces  deux  for- 
mules par  intégrales  elliptiques. 

D'Ovidio  {E.).  —  Présentation  d'un  nouveau  journal  de  Matlié- 
matiques  du  professeur  G.  Mitlag-Leffler  (/ir^<^?  Mathematicd). 
(•^43-244). 
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Dorna  (  i.).  —  Observations  mcléorologlqucs  ordinaires  de  1  ini 
i88i>..  (287-:>9G). 

Volterra{  V.).  —  Sur  les  (igurcs  élcctrocliiinHjties  de  A.  Guébhard. 

(329-33G). 

Apres  avoir  étudié  analytiqucmcnt  le  phénomène  de  Guébhard,  dont  il  fait 
remarquer  l'analogie  avec  celui  de  Tribc,  et  démontré  que  les  lignes  qui  se 
présentent  dans  ce  phénomène  correspondent  aux  lignes  de  niveau,  l'auteur  dé- 
duit par  le  calcul  que  la  coïncidence  des  anneaux  de  Guébhard  avec  les  lignes 
de  niveau  peut  se  présenter  aussi  en  d'autres  circonstances  (jui  n'ont  pas  encore 
été  soumises  à  l'expérience. 

Morera  {G.).  —  Sur  les  propriétés  invariantives  du  svstènie  d'une 
forme  linéaire  et  d'une  forme  bilinéaire  alternée.  (383-4o:^. ). 

Dorna{A.).  — Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 

(4io-4ii). 

Peano  (G.).  —  Sur  l'intégrabilité  des  fonctions.  (/Î39-44G)- 

Dorna  (A.).  —  Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 

(017-520). 

Morera  {G.).  —  Sur  le  problème  de  Pfair.  (52  1-532). 

Au  moyen  des  résultats  obtenus  par  IMayer  [Ueber  unbeschrànkt  integrable 
Système  u.  s.  w.  {Math.  Aiin.,  Bd.  5,  p.  41^)]  la  méthode  d'intégration  suc- 
cessive de  Clebsch  (Journ.   de  Crelle,  Bd.  00)    conduit  au  tiiéorèmc  suivant  : 

«  Si  une  expression  difFérenticllc  linéaire  est  réductible  à  une  forme  cano- 
nique renfermant/?  fonctions  indépendantes,  pour  la  résolution  du  pr(?blème  de 
Pfaff,  on  doit  faire  les  opérations 

/>  —  I,    /?  —  3,    /?  —  5,     ...» 

Peano  (G.).  —  Sur  les  fonctions  interpolaires.  (5-3-58o). 

Denza  (F.).  —  Les  aurores  polaires  en   Italie  en  1882.  Noie  I. 
L'aurore  polaire  du  16-17  ^vril  i88:>,.  (58 1-600). 

Jadanza  {N.).  —  Sur  quelques  systèmes  dioplri(pies  composés 
de  deux  lentilles.  ((3oi-()i8). 

Cappa^S .).  —  Sur  l'équilibre  d'un  svslème  de  ([ualre  forces  dans 
l'espace.  (619-626). 
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Démonslration  du  théorème  suivant  de  M,  Zucchetti  : 

«  Pour  un  système  de  quatre  forces  en  équilibre  dans  l'espace,  on  peut  con- 
struire une  infinité  de  polygones  funiculaires  quadrilatères  fermés  »  ; 

et  application  de  ce  théorème  à  la  résolution  de  deux  problèmes. 

Denza  {F.).  —  Les  aurores  polaii^es  en  Italie  en  1882.  Note  II. 
L'aurore  polaire  du  19-20  avril  1882.  (679-690). 

Basso  {G.).  —  Sur  le  phénomène  optique  appelé  nodus  Rosi. 
(Relation).  (691-698). 

Dorna{A.).  —  Quelques  travaux  de  l'Observatoire  astronomique 
de  Turin.  ['ji(^-^io). 

Cappa  (S.).  —  Sur  la  transmission  du  mouvement  entre  deux 
axes  quelconques.  (733-740)- 

Tome  XIX;  1883-84. 

Dorna  (A.).  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  princi-   ^ 
pales  planètes  pour   1884,  et  autres  travaux  de  l'Observatoire. 

(54-80). 

UOvidio  {E.).  —  Relation  sur  le  Mémoire  du  D*"  G.  Segre  inti- 
tulé :  Etude  sur  les  quadriques  dans  un  espace  Linéaire  d'un 
nombre  quelconque  de  dimensions.  (8i-83). 

Dorna  (A.).  —  Relation  sur  le  Mémoire  de  l'Ingénieur  G.  de 
Rerardinis  :  Sur  V écartement  de  la  ligne  géodésique  des 
sections  normales  dhine  surface.  (94-97)- 

Jadanza  {N.).   —  Sur  les  svstèmes  dioptriques  composés.  (99- 

,■7). 

D'Ovidio  {E.).  —  Relation  sur  le  Mémoire  du  D""  G.  Segrc  :  Sur 
la  géométrie  de  la  droite  et  de  ses  séries  quadratiques.  (i38- 

139). 

D'Ovidio  {E.).  —  Relation  sur  le  Mémoire  du  D*"  G.  Loria  : 
Recherches  sur  la  géométrie  de  la  sphère  et  leurs  applica- 
tions à  V étude  et  à  la  classification  des  surfaces.  (i4o-i4i)- 
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Cappa  (S.).  —  Sui"  la  limilo  de  l'adhérence  entre  deux  cylindres 
(jiii  se  transmcltcnl  le  mouvcmcnL  de  rotation,  (i  j4-*-^^)- 

Segre  (C).  —  Sur  les  géométries  métriques  des  complexes  li- 
néaires et  des  sphères,   et  sur  leurs  analogies  mutuelles.  (io<j- 

i86). 

La  géométrie  métrique  des  droites  et  des  complexes  linéaires  renferme,  comme 
cas  particulier,  la  géométrie  métri(jue  des  points  et  des  sphères.  On  déduit 
une  proposition  de  la  seconde  d'une  de  la  première  en  changeant  les  mots 
droites  et  complexes  en  ceux  de  points  et  sphères,  en  posant  toujours  égal  à 
zéro  l'angle  de  deux  droites,  et  eu  substituant  la  dislance  de  deux  points  au 
lieu  de  la  racine  carrée  du  moment  de  deux  droites  et  au  lieu  de  leur  intervalle. 

Donia  (A.).  —  Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 

(268). 

Segre  (C).  —  Sur  les  surfaces  réglées  rationnelles  dans  un  espace 
linéaire  quelconque.  (355-3^2). 

Les  surfaces  réglées  de  l'ordre  n  dans  un  espace  de  n-hi  dimensions  se  dis- 
tinguent en  diverses  espèces  suivant  l'ordre  de  la  directrice  d'ordre  minimuni. 

r,             .          .             71  —  t  .    n    ^  ^  .  . 

Pour  n  impair  on  a  groupes  et  pour  n  pair  -•  Les  surlaccs  appartenant 

au  même  groupe  sont  telles  qu'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  homo- 
graphie entre  deux  espaces  de  n  + 1  dimensions.  L'auteur  donne  d'autres  pro- 
priétés de  ces  groupes  et  s'occupe  aussi  de  la  représentation  plane  de  ces  sur- 
faces réglées. 

Giiidi  (C).  —  Sur  l'action  du  vent  sur  les  arcs  des  toitures.  (373- 
.38o). 

;         BattelU  {A.).   —   Sur  les  systèmes  catoptriques  centrés.  (387- 

!         409). 

i  Curioixi  (G.).  —  Sur  la  puissance  conjonctive  longitudinale  dans 

les  poutres.  (498-61 3). 

SioccL  {F.).  —  Quelques  théorèmes  sur  la  résistance  rencontrée 
par  une  surface  en  mouvement  dans  un  lluide.  (54  1-^4^)- 

Dorna  {A.).  — Nouveau  matériel  scientilique  et  premières  obser- 
vations avec  des  anneaux  micrométriques  à  l'observatoire  de 
Turin.  (544-5^4)- 
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Dorna  (-^^•)-  —  Travaux  de  rObscrvatoire  astronomique  de  Turin. 

(565-566). 

Novarese  (^.).  —  Sur  les  accélérations  dans  le  mouvement  d'une 
figure  plane  dans  son  plan.  (66 1-663  ). 

Les  directions  des  vitesses  des  points  d'une  droite  mobile  en  un  instant  quel- 
conque enveloppent  une  parabole.  L'auteur  étend  ce  théorème  aux  accélérations 
d'un  ordre  quelconque. 

Dorna  (A.).  —  Premières  observations  avec  des  anneaux  micro- 
métriques à  l'Observatoire  de  Turin.  Note  sur  la  détermination 
des  rayons  des  anneaux  micrométriques  par  des  étoiles.   (689- 

717)- 

Charrier  (A.).  —  Épliémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  prin- 
cipales planètes  pour  i885.  (y  18-7 89) . 

Jadanza  (^N.\  —  Lunettes  réduites.  ('^69-^90). 

Cappa  (S.).  —  Sur  le  mouvement  de  rotation  d'une  masse  liquide 
autour  d'un  axe.  (817-825). 

Dorna  (A.).  —  Travaux  de  l'Observatoire  astronomique  de  Turin. 

(83o-83i). 

Tardy  {P.)-  —  Relations  entre  les  racines  de  quelques  équations 
fondamentales  déterminantes.  (835-848). 

Démonstration  de  quelques  théorèmes  donnés  par  M.  W.  Thomé  dans  un 
Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires. 

Loria  {G.).  —  Sur  la  géométrie  d'un  complexe  tétraédral.  (849- 

877)- 

L'auteur  prend  pour  base  de  sa  méthode  la  représentation  du  complexe 
tétraédral  sur  l'espace  ordinaire  constitué  de  points. 

Segre  {C).  —  Recherches  sur  les  faisceaux  de  cônes  quadriquci 
dans  un  espace  linéaire  quelconque.  (878-896). 

Étude  synthétique  des  propriétés  de  ces  faisceaux.  L'auteur  retrouve  aussij 
par  la  voie  analytique,  ces  mêmes  propriétés  en  prenant  pour  point  de  dépai 
la  forme  canonique  donnée  par  INL  Kronecker  à  un  faisceau  de  formes  quadraj 
tiques  dont  le  déterminant  est  =  o.  Il  en  déduit  que  la  classification  des  faisi 
ceaux  de  cônes  quadriqucs  revient  à  celle  des  faisceaux  de  quadriques  déjà  clUi 
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(li(';e  par  M.  Scgrc  rnômo  dans  un  autre  Mémoire  [Studio  suite  r/uadriche,  etc. 
(  Mémo  rie  delta  li.  Accademia  dette  Scienze  di  Torino,  II*  série,  t.  XWVI,  i88'|). 

Jadanza  {N.).  —  Sur  la  mesure  (Tiii)  arc  de  parallèle  terrestre. 
(()(j()-ioo3). 

Dorna  (A.).  —  Travaux  de  l'Observaloirc  aslronojnlque  de  Turin. 

(ioo4). 

Padova  {ï^ •)'  —  Sur  la  rotation  d'un  corps  de  révolution  pesant 
qui  se  meut  autour  d'un  point  de  son  axe  de  symétrie.  (100-- 
10 16). 

La  rotation  d'un  corps  de  révolution  pesant  autour  d'un  point  de  son  axe 
peut  être  remplacée  par  le  mouvement  relatif  de  deux  corps,  non  soumis  à  des 
forces  accélératrices,  tournant  autour  d'un  même  point,  et  ayant  dans  leurs 
mouvements  de  rotation  le  même  plan  invariable  et  le  même  mouvement  oscil- 
latoire mo5'en. 

Ce  théorème,  contenu  dans  un  INIémoire  inachevé  de  Jacobi,  a  été  démontré 
par  M.  Lottner,  à  l'aide  de  quelques  formules  données  par  Jacobi  même. 

M.  Padova  donne,  au  moyen  de  ces  formules,  une  nouvelle  démonstration, 
de  manière  à  faire  ressortir  les  relations  entre  les  constantes  des  mouvements 
considérés  et  à  montrer  la  nécessité  de  toutes  les  conditions  posées  dans  l'énoncé. 


Annali  della  R.  Scuol\  Normale  Superiore  di  Pis.v.  Scienze  fisiche  e  ma- 
tematiche.  In-8°. 

Vol.I;  1871. 

Padova  (^E .).  —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide  et  ho- 
mogène. (1-87). 

L'auteur  rappelle  quelques  résultats  déjà  connus  sur  cette  question  et  traite, 
en  particulier,  le  mouvement  périodique.  En  partant  du  principe  d'IIamilton 

8/(T  +  £P)rf;  =  0, 

il  établit  par  un  nouveau  procédé,  et  écrit  sous  diflerentes  formes,  les  neuf 
équations  différentielles  qui  donnent  les  neuf  fonctions  du  temps  dont  dépcnil 
la  position  d'une  molécule. 

Il  étudie,  en  particulier,  les  mouvements  où  il  n'y  a  de  rotation  qu'autour  des 
axes  principaux  ou  autour  d'un  certain  autre  système  d'axes  orthogonaux. 
Dans  l'étude  des  mouvements  qui  ne  font  pas  perdre  à  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution sa  forme  symétri([uc,  l'auteur  supprime  la  considération  des  deux  fonc- 
tions auxiliaires  dont  Dirichlct  a  fait  usage. 
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Si  les  axes  (le  rdlipsoïde  sont  constants,  deux  au  moins  des  composantes  des 
rotations  doivent  être  nulles  (nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  de  Rie- 
mann). 

Lorsqu'on  a  la  stabilité,  c'est-à-dire  lorsqu'en  ajoutant  une  petite  force  l'el- 
lipsoïde ne  fait  qu'osciller  et  tend  à  reprendre  sa  forme  primitive,  les  axes  font 
(ic  petites  oscillations  pendulaires.  Les  variations  des  axes  sont  périodiques  si 
les  périodes  des  composantes  sont  commensurables,  mais  ils  ne  peuvent  subir 
des  variations  finies,  avec  cette  même  loi  de  variabilité. 

Si  deux  couples  de  composantes  des  rotations  sont  nuls  et  les  deux  de 
l'autre  couple  sont  périodiques  et  de  même  période,  les  axes  oscillent  pério- 
diquement et  avec  cette  même  période.  Ce  théorème  renferme  comme  cas  par- 
ticulier l'autre  de  Riemann  :  «  Si  deux  couples  sont  nuls  et  l'autre  est  con- 
stant, la  forme  de  rdlipsoïde  est  aussi  constante.  » 

Bertini  {E .).  —  Sur  les  polyèdres  eulériens.  (89-132). 

D'abord  l'auteur  résume  quelques  propositions  données  par  M.  Jordan  [Re- 
cherches sur  les  polyèdi^es  {Journal  de  Crelle,  t.  6G,  p.  22)];  puis  il  se  pro- 
pose le  problème  de  la  classification  des  polyèdres  eulériens  par  la  considéra- 
tion de  deux  aspects  semblables  et  démontre  des  propriétés  importantes 
relatives  aux  cycles  d'éléments. 

Soient  A,  A,  deux  aspects  semblables  d'un  polyèdre  et  5,  l'élément  homo- 
logue de  Sj  s^  l'homologue  de  5,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  à  un  élément  s^ 
dont  l'homologue  est  s.  C'est  à  un  groupe  tel  que  s,  s^,  s^,  ...,  5„  que  l'auteur 
donne  le  nom  de  cycle.  Par  les  propriétés  des  cycles,  le  problème  de  la  classi- 
fication se  réduit  à  l'étude  de  cas  particuliers. 

Dans  un  appendice  est  donnée  la  solution  de  la  question  suivante  :  quelle  est 
la  manière  de  se  comporter  des  cycles  par  rapport  à  deux  aspects  semblables 
quelconques?  Les  aspects  fonda?ne?itaux  { ceux  par  rapport  auxquels  les  cycles 
sont  d'un  même  nombre  d'éléments,  à  l'exception  de  deux,  qui  peuvent  ne 
contenir  qu'un  élément)  constituent-ils  un  cas  particulier,  ou  bien  le  cas  gé- 
néral de  deux  aspects  semblables?  L'auteur  démontre  que  deux  aspects  sem- 
blables quelconques  sont  fondamentaux. 

A  ce  Mémoire  fut  décernée  exceptionnellement  une  médaille  d'argent. 

AscJiieri  {F.).  —   Sur  un  complexe  du  deuxième  degré.   (i33- 

i56). 

Ce  complexe  est  formé  par  les  droites  rencontrant  quatre  plans  donnés  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 

Tous  les  cônes  du  complexe  sont  circonscrits  au  tétraèdre  donné,  et  toutes 
les  courbes  du  complexe  sont  inscrites  dans  le  quadrilatère,  section  du  plan  de 
la  courbe  avec  le  tétraèdre.  Si  l'un  des  plans  est  à  l'infini,  les  cônes  passent  par 
l'origine,  et  les  courbes  sont  des  paraboles. 

Le  complexe  en  question  est  aussi  forme  par  les  droites  qui  font  un  angle 
droit  avec  leurs  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  quadrique.  Les  quatre 
plans  sont  alors  :  le  plan  de  l'infini  et  les  trois  plans  principaux  de  la  qua- 
drique. Le  complexe  est  le  même  pour  toute?  les  surfaces  dont  les  demi-axes 

satisfont  à  la  relation 

a  —  c  —  K{b  —  c), 
K  élanl  une  constante. 
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On  peut  en  re  complexe  isoler  des  séries  simplement  inTmics  de  droites,  cha- 
nino  constituant  une  développable  du  quatrième  ordre,  qui  a  pour  arcte  de 
rcl)r(>usstMncnt  une  cubi(juc  gauche. 

On  peut  môme  considérer  ce  complexe,  en  deux  manières  différentes,  comme 
lieu  des  intersections  de  deux  séries  homograpliitjucs  de  complexes  linéaires. 

Un  autre  complexe  du  deuxième  degré  est  formé  par  les  droites  (jui  ren- 
contrent deux  (juadriques  données  en  quatre  points  harmoniques. 

D'Arcais  (/^. )•  —  Dti  mouvement  sur  un  ellipsoïde  d'un  point 
soumis  à  l'action  de  forces  qui  ont  une  certaine  fonction  poten- 
tielle. (15^-192). 

La  fonction  potentielle  est  supposée  de  la  forme 

comme  dans  le  Mémoire  de  Ncumann  :  Be  problemate  quodam  mcchanico,  etc., 
{Journal  de  Crclle,  t.  56),  où  il  sagit  du  mouvement  sur  une  sphère.  L'auteur 
traite  le  cas  de  Fellipsoïde  à  trois  axes  et  de  l'ellipsoïde  de  révolution  en  fai- 
sant une  application  des  intégrales  abélicnncs. 

Pour  l'ellipsoïde  de  révolution,  la  fonction  potentielle  est  supposée  de  la 
forme 

En  supposant  que  M,  N  soient  les  coefficients  de  x"^  et  de  jk'+  -s'  dans  l'expres- 
sion qui  donne  la  fonction  potentielle  de  l'ellipsoïde  sur  les  points  de  sa  sur- 
face, on  est  dans  le  cas  d'un  point  qui  se  meut  sur  cette  surface  étant  soumis 
à  la  seule  action  newtonienne  de  l'ellipsoïde. 

RoitL  {A.).  —  Sur  les  mouvements  des  liquides.  (193-240,  3  pi.). 

Mouvement  d'une  colonne  liquide  dans  un  tuyau  cylindrique  sous  l'action  de 
la  gravité. 

S.  R. 


ATTI  DELLA  R.  AccADEMiA  DEi  LiNCEi.  In-4°,  4"  Série  (0- 

Rendiconti  (remplaçant  les  Transunti),  t.  I;  i884-i885. 

RespigJii  (L.).  —  Observations   de  la  comète  Wolf  1884,  faites 
au  cercle  méridien  de  l'Observatoire  du  Capitole.  (61). 

Tacchini  (P.).  —  Sur  les  observations  des  taches  et  des  facules 
solaires  faites  à  l'Observatoire  roval  du  CoUèj^e  Uomain  en  1  884- 

(60-67). 

Tacc/uni  (P.).  —  Sur  les  protubérances  livdro*iéniques  solaires 
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observées   à  r01)scrvatoire  royal  dn  Gollrc^o  Romain  en   1884. 

(io3-io5). 

Tonelli  (A,).   —   Sur  la  représentation  analytique  de  certaines 
fonctions  singulières.  (i24-i3o). 

Étant 

des  intervalles  séparés  et 

[9.(^),  ^,(^)],     [9.(^),  ^.(^)],     ...,     [?„(^),  ^„(^)] 

autant  de  couples  de  fonctions  connues  et  dcterininées  dans  ces  intervalles,  on 
peut  trouver  un  nombre  infini  d'expressions  anai3aiques  d'une  fonction /(a:) 
qui,  aux  points  rationnels  des  intervalles  donnés,  prend  respectivement  les  va- 
leurs de  9,,  9^,  ...,  cp„,  et  aux  points  irrationnels  celles  de  ^,,^^,  ...,(|'„,  tandis 
qu'en  tout  autre  point  elle  est  égale  à  o. 

L'auteur  donne  aussi  une  extension  de  ce  théorème  aux  cas  de  deux  et  de 
n  variables. 

Vaiiecek  [I.-S.  et  M.-N.).  —  Sur  la  génération  des  surfaces  et 
des  courbes  gauches  par  les  faisceaux  de  surfaces.  (i3o-i33). 

Le  moi  faisceau  indique  ici,  en  général,  un  système  de  surfaces  satisfaisant 
à  un  nombre  de  conditions  qui  n'est  pas  suffisant  pour  les  déterminer.  On  a  à 
considérer  la  dimension  et  Vindice  du  faisceau.  L'auteur  énonce,  sans  démon- 
stration, des  théorèmes  dont  nous  rapporterons  le  suivant  : 

«  Soit  donné  un  faisceau  (R)  de  l'ordre  /',  de  la  dimension  n  — i  et  d'indice 
/?i^,  et  des  courbes  de  l'ordre  /?j,  p^,  ...,/?„  respectivement.  A  ces  courbes  {p^), 
faisons  correspondre  des  faisceaux  de  la  première  dimension  (F^),  d'indices /w,, 
7«j,  ...,  m,^  et  des  ordres  /,,  /,,  ...,  /„.  Une  surface  R  du  faisceau  (R)  ren- 
contre les  courbes  en  (/>•)  points.  Faisons  correspondre  aux  points  d'intersec- 
tion de  p^  ceux  de  p^^  -  •  ■■>  Pn  ^^  réciproquement.  Ces  points  déterminent,  dans 
les  faisceaux  (F.),  des  surfaces  correspondantes.» 

En  faisant  varier  la  surface  R  du  faisceau  (R),  il  y  a  des  points  par  lesquels 
passent  à  la  fois  toutes  les  n  surfaces  correspondantes  et  leur  lieu  est  une  sur- 
face de  l'ordre 

5„  =  m,«;-F„M,.P,., 

où 

F    =  f  f  ...f  , 

M„  =  m, m,... /??,., 

En  prenant  le  faisceau  (R)  de  la  dimension  7i  —  2.  on  a,  au  lieu  d'une  sur- 
face, une  courbe  gauche  de  l'ordre 

n{n  —  i)    , 
c.  —  — — /'  />r  I'..  M.. P... 
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Cffssani  (P.).  —  l^cs  angles  des  espaces  linéaires.  (i-'l^J-i^T)). 

L'auloiir  se  base  sur  la  théorie  de  rorlliogonalil<':  des  espaces.  Il  commence 
par  établir  qu'il  y  a  /i -f- 1  droites  rencontrant  quatre  espaces  de  n  dimensions 
situés  arbitrairement  dans  un  espace  de  ■in-\-\  dimensions,  et  qu'il  y  en  a 
p  —  n  rencontrant  quatre  espaces  dont  deux  soient  de  n  dimensions  et  les  deux 
autres  de  p  —  n  —  i  dimensions,  et  tous  les  quatre  soient  situés  dans  un  espace 
de />  dimensions.  Il  aborde  ensuite  le  problème  de  la  détermination  des  an^^les 

Clia({ue  côté  d'un  angle  niininiiun  est  la  projection  orthogonale  de  l'autre  et 
le  plan  de  cet  angle  est  perpendiculaire  aux  deux  espace-;. 

Fraltuù  {G.).  —  Sur  un  théorème  de  Lagraiige.  (  1^6-1 4^)- 
Le  théorème  en  (|ucstion  revient  à  dire  que  la  congruence 

X'  —  DjK'  ^  ^  (  mod.  p  ), 

p  étant  premier  et  D  n'étant  pas  ^^  o  (  mod.  p),  est  résoluble.  L'auteur  détermine 
le    nombre    des    solutions  de   cette   congruence  et  trouve    (jue  ce    nornljre  est 

-     p  — I       )    '  (       )  étant  le  caractère  quadraticjue  do  1)  par  rapport  à  p.  Il  dé- 
montre ensuite  la  résolubilité  de  la  congruence 

X-  —  DjK'  ^^\{  mod.  p  ) , 

et  en  déduit  la  possibilité  de  l'autre, 

X'  —  Dy-  ^-  A  (  mod  yy  ). 

On  peut  résoudre  la  congruence 

Xx''  -^  2 Byx-  +  Cy-  ~  X  (  tnod p), 

lorsqu'on  n'a  pas  B-  —  4^0  =  o  (mod/?). 

Frattini  [G.).  —  Un  théorème  relatif  à  la  transformation  modu- 
.    laire  du  degré/?.  Note  I.  (142-147)- 

Deux  substitutions  S,  S'  du  groupe  modulaire  dilVérentes  de  l'unité  étant 
données,  on  peut  trouver  en  ce  groupe  deux  substitutions  T,,  1\  telles  que  l'on  ait 

(T7»ST,)(T2'STj=rS'. 

Il  ne  peut  y  avoir  d'exception  dans  les  cas  suivants  : 

S  parabolique,     S'  hyperbolique     et    p  =  [\n-\-i, 
S  parabolique,     S'  elliptique  et    p  =  ^n-\-Z, 

S  de  période  :.»,     S'  parabolitiue       et    p  =  f\n  -^-Z. 

Pour/?  =  4'î+  I  ^fï  peut  cependant  avoir  toujours 

(Tyisvt.)(tt1st.)  =  s'. 

De  même  pour/?  =  /i /^  +  3,  excepté  le  troisième  des  cas  indi(|ués  ci-dessus. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  \.  (Mai  188G.)  W.- 
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Une  substilulion  du  groupe  modulaire  est  appe\ée parabolique,  hyperbolique 
ou  elliptique  respectivement,  suivant  qu'un  clément  ou  deux  ne  sont  pas  dé- 
placés ou  que  tous  sont  déplacés. 

Blanchi  {L.).  —  Sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  de  Wein- 
garten. 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  un  théorème  que  M.  Weingarten  lui 
communiqua  en  octobre  1884,  relatif  à  l'existence  de  systèmes  triples  orthogo- 
naux de  surfaces  dont  un  système  est  formé  par  des  surfaces  ayant  une  même 
courbure  constante.  Il  établit  les  formules  fondamentales  de  ces  systèmes. 
L'élément  linéaire  de  l'espace  par  rapport  à  un  de  ces  systèmes  prend  la  forme 

ds''  =  cos=  G  du''  -H  sin^  6  dv"^  +  (  -^  )  dw^, 

que  M.  Darboux  a  établie  en  particulier  pour  les  systèmes  de  Ribaucour,  6  étant 
une  fonction  de  u,  Vf  w  qui  satisfait  aux  équations 

-T r—  =  sinO  cosQ, 

du'        dV 


\ 


d'^ 


du  \cos6  àudw 
d'b  cos6  d% 


cos6 


de 


ae    ô'^ 


àw 


sin8  dv  âvdw 
sin6  d9      d'Q 


âudvdvi' 


sinO  du  dvdw        cos6  dv  dudw 


A  chaque  solution  6  correspond  un  système  de  Weingarten. 

L'auteur  donne  une  méthode  pour  déduire  d'un  système  de  Weingarten  un 
nombre  infini  d'autres  systèmes  semblables.  La  construction  à  faire  est  celle 
qui  a  été  indiquée  par  lui  pour  la  surface  complémentaire  dans  sa  thèse  d'ha- 
bilitation {Annali  délia  R.  Scuola  Normale  superiore  di  Pisa,  Scienze  fisiche 
e  matematiche,  Vol.  II,  1879,  p.  285). 

Frattini  {G.).  —  Un  théorème  relatif  au  groupe  de  la  transforma- 
lion  modulaire  de  degré/?.  Note  II  (166-168). 

Démonstration  d'un  lemme  que  l'auteur  avait  énoncé  dans  la  Note  I. 

Respiglii  (L.).  —  Sur  les  observations  spectroscopiques  du  bord 
et  des  protubérances  solaires  faites  en  1881  et  1884  à  l'Obser- 
vatoire roval  du  Capitole.  (i'^4-i8i). 

TaccJiini  (P-)-  —  Sur  la  relation  entre  les  maxima  et  minima 
des  protubérances  solaires  et  les  maxima  et  minima  de  l'oscil- 
lation diurne  de  l'aimant  de  déclinaison.  (181-182). 

Besso  {D.).  —  Sur  une  classe  d'équations  difîérentiellcs  linéaires 
du  quatrième  ordre,  et  sur  l'éiquation  du  cinquième  ordre. 
Note  I  (183-186),  Note  II  ('233-23;). 


UKVUK    DKS   l'Uni.ICATIONS.  99 

L'équation  du  (iiiiiLriciiK;  onli-c 

9 10"  H-  !;  9'  a'"  H-  (  b  'f  "  +  t;  )  u"  -I-  ^  {ib  -  5  )  f  li  -!-  A  -^'^  a  =  o 

peut  être  ramenée  à  deux  équations  du  deuxième  ordre,  et  lorsrjue  f  est  le  carré 
d'une  fonction  entière  du  deuxième  degré,  on  peut,  en  général,  réduire  les  deux 
équations  du  deuxième  ordre  à  la  forme  hypergéométrique. 
Les  racines  de  l'écjuation 

%  U'  —  /|0  U'  Su  —  I    =:  0 

satisfont  à  une  équation  difTércntielIe  linéaire  du  quatrième  ordre  qu'on  peut 
ramener  à  deux  équations  liypergéométriqucs.  L'auteur  en  déduit  aussi  l'expres- 
sion des  racines  par  fonctions  hypergéométriques. 

Gomes  Teixeira  {F-)-  —  Sur  la  détermination  de  la  partie  algé- 
brique de  l'intégrale  des  fonctions  rationnelles.  (i8--i<S8). 

M.  Ilermite  {Cours  d'Analyse,  p.  263  et  suivantes)  a  donné  deux  méthodes 
pour  cette  détermination,  dont  la  seconde  est  indépendante  de  la  connaissance 
des  racines  du  dénominateur.  jNf.  Gomes  rend  la  première  aussi  de  ces  méthodes 
indépendante  de  cette  connaissance,  au  moyen  des  théorèmes  sur  les  fonctions 
symétriques  rationnelles. 

Ricco  {A.).  —  Résumé  des  observations  des  crépuscules  rouges. 
Note  I  (189-194),  Note  II  (230-233),  Note  III  (632-635). 

Ricco  {A.).  —  Sur  le  dernier  et  récent  maximum  des  taches  et 
protubérances  solaires.  (194-195). 

Garihaldi  i^P.-M.).  —  Sur  la  relation  entre  les  maxima  et  mi- 
nima  des  taches  solaires  et  les  maxima  et  minima  des  varia- 
tions déclinométriques  observées  à  Gênes,  (i  95-1 9-). 

TaccJiini  (P-)-  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  taches, 
facules,  protubérances  et  éruptions  solaires  observées  en  1884  a 
l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain.  (226-229). 

MillosevicJi  {E .).  —  Observations  de  la  nouvelle  petite  planète 
entre  Mars  et  Jupiter  f'S) ,  faites  à  l'Observatoire  roval  du  Col- 
lège  Romain.  (23o). 

Besso  (D.).  —  Sur  les  équations  à  trois  termes  et,  en  particulier, 
sur  celles  du  septième  degré.  (23'j-243). 

j\L>L  Rawson  et  Ilarley  ont  donné  une  méthode  pour  la  rerhorclie  de  l'équa- 
lion   didorcnliclle   linéaire    satisfaile    [)ar    les    r"'"'"-    [>uissanccs    des  racines  de 


loo 

l'équalion 
(a) 
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y  +r"'  —  ^ 
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71  et  m  étant  premiers  entre  eux  et  n  >-  m,  et  ils  montrent  qu'on  arrive  à  une 
équation  difTérentielle  linéaire  homogène  de  l'ordre  n. 

L'auteur  modifie  cette  méthode  de  manière  à  obtenir  directement,  pour  cer- 
taines valeurs  de  /■,  une  équation  de  Tordre  n  —  i. 

Les  équations  à  trois  termes  du  septième  degré  peuvent  élre  ramenées  à  l'une 
des  trois  formes  données  par  la  formule  (a)  pour  m  =  i,  m  =  2,  m  =c  3.  La 
première  appartient  à  une  classe  que  l'auteur  a  résolue  par  séries  hypergéo- 
métriques  [Sopra  una  classe  d'equazioni  triiiomie  (  Memorie  délia  R.  Ace.  clei 
Lincei,  Vol.  XI\)].  L'auteur  donne  ici  la  résolution  des  deux  autres  formes. 


j"  +y- 


X  =  o, 


y  +  r 


X 


BiancJii  {L.).  —  Sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  de  Wein- 
garten.  ('4/[3-246). 

Si,  pour  chaque  surface  pseudosphérique  à  courbure  constante  négative  d'un 
S3'stèrae  triple  orthogonal  de  Weingarten,  nous  construisons  la  surface  complé- 
mentaire par  rapport  à  un  système  convenable  de  géodétiques  parallèles,  nous 
aurons  un  système  de  pseudosphériques  appartenant  à  un  nouveau  système  de 
Weingarten.  Cette  transformation  est  appelée  par  l'auteur  transformation 
complémentaire.  Ce  résultat,  qui  est  une  conséquence  d'un  théorème  énoncé 
par  l'auteur  dans  la  Note  précédente  sur  ce  même  sujet,  est  généralisé  ici  au 
moyen  d'une  transformation  établie  par  M.  Biicklund  et  dont  la  transformation 
complémentaire  est  un  cas  particulier. 

Chaque  système  de  Weingarten  à  flexion  constante  se  change,  par  une  trans- 
formation de  Biicklund,  en  un  nouveau  système  de  cette  même  espèce. 

L'auteur  appelle  surfaces   hyper  cycliques  de   rayon  R  celles  où  la  flexion 

des  lignes  de  courbure  est  constante  et  =  —  •  Chaque  surface   hypercyclique 


de  rayon  R  appartient  à  un  système  de  Weingarten  à  flexion  constante 


R 


D'une  surface  hypercyclique  connue,  on  peut  déduire  un  nombre  doublement 
infini  de  nouvelles  surfaces  hypercycliques  en  intégrant  l'équation  à  diiïéren- 
tielles  idialcs 


do 


'^^   r  /  M    7 

-—  [i  +  cosa  cos(9  —  to  )\du 


sina    du 

^sin  9  cos9  —  sin  a  C0S9  sin 


coscr 


-\-  COSt)  sin  (0  -r-   — - 


dv. 


L'auteur  donne  la  construction  géométrique  pour  déduire  ces  surfaces  déri- 
vées de  la  primitive  S.  Il  suffit  de  conduire,  par  un  point  P  de  S,  un  segment 
PP^  =  cosc  à  angle  droit  sur  v  =  const.  et  incliné  de  l'angle  9  sur  u  =  const. 
Le  lieu  des  points  P,  est  une  des  surfaces  dérivées. 

Tacchiiù  (P.).  —  Sur  le  dernier  minimum  et  sur  le  dernier 
maximum  des  taclies  solaires  et  sur  les  actuels  grands  groupes 
de  laclu-s.  ('•>;")8-'>r) i ). 
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MilloseiHcli  (/i'.j.  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  entre 
INIars  et  Jupiter  ^47^,  faites  à  l'équalorial  do  o"',2.')  d'ouverture 
de  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain.  (a(is4j. 

Ai'zelà  (C).  —  Un  tbéorème  sur  les   séries  de  fonctions.  {261- 

267). 

00 

Si    2,^^,ii-^)  ^^^  ""C  série   de  fondions  ronver^enlc  en    lous  les  points  d'un 
1 
iuLcrvalle  b  —  a,  la  sointnc  des  irails,  en  chaque  [)oinL  rlesquels  pour  une  mêrnc 
valeur  de  n,  on  a  c'*\„(^)>-  1,  doit  a\oir  pour  liniit(i  /a'-vo  [jour  n  =  '^  . 

PincJierle  (S.).  —  Sur  une  fornude  de  .M.   Ilerniite.  (aôj-'^ÔH). 

M.  Weierstrass  [Zur  Fuiictionenlehre  { Monatsbericlite  der  herliii.  Akad., 
1880)]  construit  une  expression  en  forme  de  série  de  fonctions  rationnelles 
qui,  même  étant  une  fonction  d'une  variable  complexe  dans  le  sens  ordi- 
naire, représente  en  diverses  régions  du  plan  diverses  fonctions  données. 
M.  Ilermite  a  construit  une  expression  sous  la  forme  d'intégrale  définie,  qui  a 
CCS  mêmes  propriétés,  les  régions  du  plan  étant  déterminées  par  des  droites 
parallèles  à  l'axe  imaginaire.  Après  avoir  donné  ces  notices  historiques, 
iM.  Pincherle  trouve  une  expression  analogue  en  prciianl,  au  lieu  des  droites 
parallèles,  des  cercles  ayant  le  centre  à  l'origine. 

Padova  {E.).  —  Recherches  sur  l'équilibre  des  surfaces  flexibles 
et  inextensibles.  (269-2^4 )• 

L'auteur  prend  pour  lignes  coordonnées  sur  la  surface  deux  systèmes  ortho- 
gonaux de  lignes,  pour  lesquelles  on  a  seulement  des  tensions  normales,  sys- 
tèmes qui  existent  toujours,  quel  que  soit  le  système  de  forces  en  équilibre 
appliqué  à  la  surface. 

Si  les  courbes  h  =  const.  de  la  surface  donnée,  li  étant  la  courbure  moyenne 
•  au  point  [u,  v),  sont  géodétiquement  parallèles,  et  que  par  les  points  de  cette  sur- 
face nous  menions  des  droites  normales  à  une  surface  et  aux  courbes  h  —  const., 
la  surface  donnée  sera  en  équilibre  sous  l'action  de  forces  ayant  les  directions 
de  ces  droites,  et  pour  intensité 

cos  Y 

Un  autre  théorème,  démontré  aussi  par  l'auteur,  donne  le  moyen  de  con- 
struire un  nombre  infini  de  systèmes  de  forces  en  équilibre  sur  la  surface. 

Volteria  {V.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  flexibles  et 
inextensibles.  (274-27^)- 

En  deux  Notes,  publiées  dans  les  Transunti  de  cette  Académie  en  i88j,  sur 
l'équilibre  de  ces  surfaces,  l'auteur  avait  indiqut'  que  le  problème  de  la  recherche 
des    déplacements     infiniment     petits    d'une     >urfarc    tlcxiblc    et     inextensible 
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z  =  .z{x,  y),  revient  à  l'intégration  des  équations  à  dérivées  partielles 

()w  _       ÔTîJ  Oiv        dm 

dx  dq  dy  ~  dp 


(0 


étant  />=  -^1  cj  =^  y-et(v,  cî  étant  deu>L   fonctions  l'une  de  x,  y,  l'autre  de 

/?,  q  qu'il  appelait  fonctions  conjuguées.   Si  l'on  connaît  une  solution  particu- 
lière cv,,  TD^,  il  suffit  d'intégrer  l'équation  à  dérivées  partielles 


(2) 


ôUv 


4<'-'-'->3^] 


dz3. 


et  les  déplacements  sont  donnés  par 

ox  =  /(  (V  dp  -+-  m  dy), 
ôy  —  j{wdq  —  wdx), 

ÙZ  =  w. 

Il  avait  aussi  fait  remarquer  l'analogie  qu'il  y  a  entre  le  problème  de  l'équi- 
libre et  celui  de  la  déformation. 

Dans  la  présente  Note,  l'auteur  donne  pour  quelques  classes  de  surfaces  l'in- 
tégration de  l'équation  (2),  après  avoir  déterminé  une  solution  particulière  du 
système  (i). 

Les  surfaces  considérées  par  l'auteur  sont  celles  du  second  degré,  la  pseu- 
dosphère, les  hélicoïdes  de  M.  Dini  à  courbure  constante  et  les  conoïdes. 


Dans  le  cas  des  conoïdes  ;:=/(  —  1  >  on  a 


w^^^f')-Ç^'(^^ 


_v/7 


y 


Hf) 


6  et  ::;  étant  des  fonctions  arbitraires. 


Telxeira  (F\  Gomes).    —   Sur  l'intégrale  J  e^-^'f{x)clx.    (278- 
280). 

On  sait  que,  lorsque /(^•)  est  rationnelle,  on  a 

/e"Y(  x)dx  ^  &'■'■  0  (  ^ )  +  i: A  /  _îJ_  dx^ 

où  0(^7)  est  rationnelle.  L'auteur  fait  voir  que,  si  l'on  veut  seulement  la  pre- 
mière partie  e"'-''0(ûc),  il  n'est  pas  nécessaire  de  trouver  les  racines  du  dénomi- 
nateur de/(x).  La  méthode  a  encore  pour  fondement  les  propriétés  des  fonc- 
tions symétriques  comme  dans  l'autre  Note  du  même  auteur  que  nous  avons 
rencontrée  plus  haut. 

Frattini  (G.).  —  Sur  la   généraliou    des  groupes   d'opérations. 
Note  I  (281-28J),  Note  IJ  (455-456). 
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VoUcira  {V-)'  —  Inlro^ralion  de  (juelques  éfjualions  difTf'rrn- 
tiellcs  du  deuxl^'inc  ordre.  {?n.)\\-?x)C)) . 

Padova  (/'•)•  —  Recherches  sur  l'équllll)re  des  surfaces  flexibles 
et  inextensibles.  Note  II  (3o6-3o9). 

Sur  les  normales  à  une  surface  S  et  à  partir  de  cette  surface,  on  prend  «les 
segments  l  (jui  varient  avec  continuité  de  manière  (jue  le  lieu  des  extrêmité-s  soit 
une  autre  surface  S'.  L'auteur  trouve  les  «';<|ualions  d'é(|uilibre  pour  S'  exprimées 
par  /  et  par  des  quantités  qui  dépendent  directement  de  la  surface  S.  Ces  équa- 
tions se  réduisent  à  celles  de  M.  Beltrami  pour  /  =  o,  et  à  celles  de  >L  Jellett 
pour  une  autre  hypothèse  particulière.  Il  considère  enfin  le  cas  où  S  est  une 
sphère. 

BrioscJii  {F.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  hyperellip- 
liques  du  premier  ordre.  (3i5-3i8). 

Arzelà  (C).  —  Sur  l'intégrabilité  d'une  série  de  fonctions. 

00 

Soit  2^u^{jc)  une  série  convergente  pour  chaque  valeur  de  x  dans  l'inter- 

1 
valle  b  —  a.  Soient  a  et  s  deux  nombres  autant  petits  que  Ton  voudra,  et 
retranchons  de  l'intervalle  b  —  a  les  petits  traits  x,,  t.^,  ...,  t  en  nombre  fini 
et  dont  la  somme  soit  <  e.  On  dira  que  la  série  est  convergente  uniformément 
par  traits  en  général  si  pour  tout  nombre  donné  m,  il  existe  un  autre  nombre 
m^^m^  tel  que  pour  chaque  valeur  de  x  dans  l'intervalle  b  —  «,  excepté  tout 
au  plus  les  traits  x,  on  puisse  trouver  un  nombre  m  cc^mpris  entre  /?i,  et  m^ 
et  pour  lequel  soit  en  valeur  absolue 

K„.(^)<cr. 

Si  les  termes  u^^x)  sont  des  fonctions  intégrablcs  depuis  «jusqu'à  b^  et  que  la 

00 

fonction  2,  ^ni^)  soit  finie  et  <  L  en  chaque  point  x  de  cet  intervalle,  la  con- 

1 
dition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'intégrabilité  de  cette  série  est  qu'elle  soit 
convergente  uniformément  par  traits  en  général  dans  l'intervalle  considéré. 

L'auteur  déduit  ce  résultat  de  quelques  considérations  sur  une  fonction  de 
deux  variables,  donnée  dans  l'intervalle  b  —  a  sur  des  droites  j' =j)',  parallèles 
à  l'axe  des  x,  où  les  valeurs  j',  forment  un  groupe  ayant  une  limite  v„. 

Pittarelli  (G.).  —  Sur  la  Note  de  M.  Spottiswoode  :  Sur  les  in- 
variants et  les  cova riants  cV une  fonction  transformée  par 
une    substitution  quadratique.  Note   I   (327-33 1),    Note    II 

(374-380). 

>L  Pittarelli  applique  le  calcul  symbolique  à  cette  question  cl  obtient,  par 
celte  voie,  les  résultats  de  Spottiswoode,  en  en  rectifiant  trois  qui  n'étaient  pas 
exacts. 
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Besso  {D')'  —  Sur  quelques  propriétés  des  équations  linéaires 
homogènes  aux  différences  finies  du  deuxième  ordre.  (38i-383). 

Propriétés  analogues  à  celles  des  équations  différentielles  linéaires,  se  rap- 
portant au  produit  et  à  la  somme  des  puissances  semblables  de  plusieurs  solu- 
tions. 

Tacchini  [P.).  —  Sur  les  observations  solaires  faites  à  l'Observa- 
toire royal  du  Collège  Romain,   le  premier  trimestre  de  i885. 

(448-449)- 

Millosevich  {E.).  —  Observations  de  la  nouvelle  petite  planète 
entre  Mars  et  Jupiter  ^48^,  faites  à  l'Observatoire  roval  du  Col- 
lège Romain.  (458). 

Morghen  (A.).  —  Variations  produites  en  la  valeur  du  moment 
d'inertie  d'un  corps  par  la  distribution  irrégulière  de  la  matière. 
Note  ï  (469-474),  Note  II  (616-621). 

BrioscJii  {F.).  —  Sur  une  propriété  de  la  réduite  de  l'équation 
modulaire  du  huitième  degré.  Note  I  (5 1 4-5 16),  Note  II  (583- 
586). 

Cei^ruti  [V).  —  Sur  la  déformation  d'une  couche  isotrope  indé- 
finie, limitée  par  deux  plans  parallèles.  (521-522). 

Tacchini  {P-)-  —  Sur  le  grand  groupe  de  taches  actuellement 
visible  au  centre  du  disque  du  Soleil.  (528-529). 

Millosevich  {E .).  —  Sur  le  nombre  de  fois  que  les  petites  pla- 
nètes, entre  Mars  et  Jupiter,  ont  été  observées  en  opposition. 

(529-532). 

Arzelà  [C).  —  Sur  l'intégration  par  série.  Note  I  (532-53-), 
Note  II  (566-569). 

Soit /(a:,  y)  une  fonction  donnée  pour  les  valeurs  de  x  de  l'intervalle  b  —a 
et  sur  des  droites  jk  =JK,,  étant  jk^  un  groupe  de  points  qui  a  pour  point  limite 
y^.  La  condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  l'on  ait 

/      f{x,}\^)dx—\\n\     I      /'{x,'i\)dx. 
puur  U)utc  Niilciii- de  ot;  cnlrc  (ici  h  c>l  (|uc    lini     /      f{x.j%)dxio\V  une  Uwu- 
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lion  de  X  (inie  et  coiiLiniic  en  tout  point  <le  ec  niètrie  itilervalle.  Ce  tli<'*oi-èiue 
vient  compléter  les  résultats  de  la  Note  précédente  du  iiuiiie  auteur  :  Sur 
l'intégrabililë  des  séries  de  fonctions. 

Dans  la  INote  II,  l'auteur  applirpie  ces  résultats  aux  séries  en  posant 

n 

l 

1 

Nardacci  {E.).  —  Petit  traité  sur  les  divisions,  suivant  le  système 
de  l'abaque,  écrit  en  Italie  avant  le  xii®  siècle.  (563-566). 

PLZzetti{P.).  —  Sur  les  représentations  géographiques  conformes. 
Note  I  (599-6o5),  Note  II  (628-632). 

TaccJiini  (P-)-  —  La  couronne  solaire.  (609-610). 

Millosevich  {E .).  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  Barnard. 

(635). 

Arzelà  (C).  —  Sur  une  certaine  extension  d'un  théorème  relatif 
aux  séries  trigonométriques.  (63^-64o). 

D'une  proposition  établie  dans  sa  Note  :  Un  théorème  sur  les  séries  de  fonc- 
tions, l'auteur  déduit  le  théorème  suivant  dont  un  de  Neumann  est  un  cas 
particulier  : 

«  Si,  pour  chaque  point  x  d'un  intervalle  {ab),  la  condition 

lim  o{n)  /{ /ix)  =  o 

est  satisfaite, /(x)  étant  une  fonction  périodique,  on  aura  nécessairement 

lim  o{n)  =  0. 
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MATHEMATISCHE  ANNALEN  (  i  ). 

Tome  XXIII;  1884. 

Engel  {-F')'   —   Sur  la  théorie   des  transformations  de  contact. 

(,-44). 

§  1.  Les  transformations  de  contact  de  Lie  dans  le  plan. 

§  2.  Les  transformations  de  contact  d'ordre  supérieur  dans  le  plan. 

§  3.  Les  transformations  de  contact  de  Lie  dans  l'espace  à  /i  +1  dimensions, 

§  4.  Détermination  d'une  transformation  de  contact  du  premier  ordre  des  M„ 
dans  l'espace  R„+„t. 

Le  but  de  ces  recherches  est  d'établir  la  connexion  entre  les  transformations 
de  contact  et  les  transformations  de  point. 

Voss  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  généraux  de  points  et 
de  plans.  (45-8i). 

Une  équation  de  la  forme 

S(X^ — x-)=o,        ou        'Lp-dx-=o, 

où  les  7?,.  sont  des  fonctions  des  variables  x^,  x.,,  x^  fait  correspondre  de  la  fa- 
çon la  plus  générale,  à  chaque  point  de  l'espace,  un  plan  qui  passe  par  ce  point. 
L'auteur  montre  d'abord  comment  on  peut  déduire  de  celte  notion  une  série 
complète  de  propriétés  analogues  à  celles  dont  l'ensemble  constitue  la  théorie 
des  surfaces.  L'étude  de  la  correspondance  projective  conduit  à  la  notion  de  deux 
directions,  les  tangentes  d'inflexion  du  système,  à  la  notion  de  la  surface  fo- 
cale du  système  de  rayons  des  courbes  asymptotiques,  enfin,  à  la  notion  de  la 
surface  d'inflexion  du  système  de  points  et  de  plans.  L'auteur  étudie  ensuite  les 
cas  particuliers  et  spécialement  le  système  parabolique,  où  les  tangentes  d'in- 
flexion sont  confondues.  Enfin,  les  définitions  de  la  courbure  et  des  lignes  de 
courbure  du  système  de  points  et  de  plans  conduit  à  une  série  de  théorèmes 
dont  les  uns  coïncident  avec  les  théorèmes  correspondants  de  la  théorie  des  sur- 
faces, dont  les  autres  comprennent  ces  théorèmes  comme  cas  particuliers. 

RoJin[K.).  —  Etude  de  la  surface  de  Hesse  d'une  surface  donnée 
pour  les  points  multiples  et  les  courbes  multiples  de  cette  sur- 
face. (82-1 10). 

Lindemann  (/".).  —  Sur  la  représentation  par  des  figures  géo- 
métriques dans  l'espace  des  formes  binaires  et  de  leurs  cova- 
riants.  (i  i  1-142). 

L'auteur  a  donné  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1S77)  les  fonde- 
ments d'une  connexion  enlre  les  théories  des  formes  binaires  et  des  formes  Icr- 

(')  \ oh  Bulletin,  2'  série,  t.  \,  ?."  Partie,  p.  33. 
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naircs  al^'('l)riqncs.  Dans  le  présent  .Mômoirc,  il  flisculc  et  compare  avec  ses 
propres  recherches  les  résultats  contenus  dans  les  travaux  ultérieurs  de  M.M.  F. 
Mayer  et  Schlesinger,  puis,  sur  des  relations  entre  les  invariants  et  les  cova- 
riatits  de  formes  cubiques  en  nombre  quelconrjue,  il  fonde  la  solution  de  pro- 
blèmes liés  à  la  représentation  paramétrique  des  cubiques  gauches;  il  établit 
aussi,  et  cela  de  la  façon  la  plus  générale,  un  mode  de  passage  entre  les  formes 
binaires  et  les  formes  quaternaires. 

MeJimke  [R.).  —  Sur  la  détermination  des  moments  d'inertie  à 
l'aide  des  méthodes  de  Grassmann.  (i43-i5i). 

Stolz  (O.).  —  Sur  une  valeur  limite  relative  à  un  ensemble  in- 
fini de  points.  (i52-id6). 

Dans  la  définition  donnée  par  Riemann  de  l'intégrale  définie,  on  a  à  consi- 
dérer un  ensemble  de  points  qui  peuvent  être  enfermés  dans  un  nombre  fini 
d'intervalles  dont  la  somme  peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut.  On  est 
ainsi  amené  à  poser  la  question  suivante  :  Un  ensemble  de  points  étant  défini 
dans  un  intervalle,  y  a-t-il  une  limite  inférieure  déterminée  pour  la  somme  des 
intervalles  partiels  dans  lesquels  on  peut  enfermer  ces  points?  La  réponse  est 
affirmative  et  l'affirmation  s'étend  aux  cas  où  l'ensemble  est  situé  dans  un  plan 
ou  dans  l'espace. 

Voss  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  algé- 
briques du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  (iS^-iSo). 

Ces  recherches  ont  pour  point  de  départ  l'emploi  des  coordonnées  homogènes 
ou,  si  l'on  veut,  la  représentation  d'une  équation  difrércnticlie  par  un  con- 
nexe. C'est  la  forme  qu'avait  aussi  utilisée  M.  Darboux  dans  ses  recherches  sur 
la  théorie  des  équations  algébriques  {Bulletin,  1878).  La  théorie  des  polaires 
permet  d'étudier  les  propriétés  du  système,  la  courbe  de  Hesse  au  point  de  vue 
de  ses  singularités,  les  points  singuliers  du  système,  les  courbes  enveloppées 
par  les  tangentes  d'inflexion  et  les  droites  d'inflexion,  la  courbe  lieu  du  point 
double  de  la  conique  polaire,  la  courbe  lieu  du  point  d'intersection  des  droites 
d'inflexion  et  des  tangentes  d'inflexion.  Enfin,  relativement  aux  intégrales  algé- 
briques de  l'équation  difl"érentielle,  l'auteur  déduit  une  suite  de  propriétés  qui 
se  rapportent  aux  points  singuliers. 

Iless  (  W.).  —  Sur  la  flexion  et  la  torsion  d'un  barreau  élastique 
infiniment  mince  dont  une  extrémité  est  soumise  ù  l'action  d'un 
couple.  (181-21  2). 

Segre  (C.)  et  Loria  {G.)-  —  Sur  les  diff'érentes  espèces  de  com- 
plexes du  second  degré  des  droites  qui  coupent  harmonique- 
ment  deux  surfaces  du  second  ordre.  (21  3-243). 

Ilarnack  [Ax.).  —  Les  théorèmes  généraux  sur  la  connexion 
entre  une  fonction  d'une  variable  réelle  et  ses  dérivées.  (244- 

■J.H). 
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Note  sur  la  transformation   d'un  ensemble  linéaire  continu  en  un 
ensemble  discontinu.  (285-288). 

L'auteur  s'est  proposé  de  faire  une  exposition  systématique  et,  autant  que 
possible^  complète  des  propositions  que  l'on  doit  regarder  comme  fondamentales 
pour  l'application  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Il  y  a  été  conduit  par  l'é- 
tude des  propositions  qui  servent  pour  la  théorie  des  séries  de  Fourier,  pro- 
positions qu'il  a  réunies  dans  le  Bulletin,  t.  VI.  Mais  il  n'avait  pas  alors  eu 
égard  à  ce  que  le  ihéorème  fondamental  du  Calcul  intégral,  à  savoir 


r 


F'(^)  clx  —  F(^)  -f-  const., 
ainsi  que  le  théorème 


dy 


dy  =  F(x)  +  ÇaX  +  C, 


ne  restent  pas  toujours  vrais  quand  la  fonction  à  intégrer  devient  infinie  un 
nombre  infini  de  fois.  Il  devenait  ainsi  nécessaire  de  reviser  et  parfois  de  mo- 
difier les  démonstrations  antérieurement  données,  La  partie  du  travail  de  l'au- 
teur que  contient  ce  Volume  se  rapporte  aux  théorèmes  du  Calcul  différentiel. 
Les  quotients  différentiels  pris  en  avant  et  en  arrière  sont  étudiés  séparément. 
Pour  ces  quotients,  les  théorèmes  de  Rolle,  Dirichlet,  etc.,  sont  démontrés  sous 
les  suppositions  les  plus  générales  possibles.  Les  théorèmes  analogues  sont 
étudiés  pour  les  quotients  différentiels  seconds.  Il  s'agit  là  de  montrer  que  la 

valeur  du  quotient 

f{x  +  Ax)  —  2/(x)  -I-  f{x  —  ^x) 

Jx^  ' 

relatif  à  un  intervalle  fini,  est  comprise  à  l'intérieur  du  système  de  valeurs  que 
prend  pour  tous  les  points  de  l'intervalle  le  quotient  difiërentiel  second  et  de 
déterminer  sous  quelles  conditions  on  peut  conclure,  de  ce  que  le  quotient  dif- 
férentiel second  est  nul  en  tous  les  points  d'un  intervalle,  que  la  fonction  est 
linéaire.  Cette   dernière  recherche  est  étendue   au  cas  du   quotient  différentiel 


S  lu/ m  (B.).  —  Sur  les  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique. 

(28y-3io). 

L'auteur  développe  et  continue  dans  ce  travail  ses  recherches  antérieures,  il 
traite  en  particulier  des  figures  fermées  à  quatre,  cinq  et  six  côtés  formées  par 
ces  droites.  Dans  une  addition  à  son  Mémoire,  il  réunit  les  divers  modes  de  gé- 
nération de  la  surface  cubi(iue. 

Nœther  {M.).  —  Sur  le   moyen  d'effectuer  rationnellement  les 
opérations  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques.  (3i  i-358). 

Toutes  les  opérations  nécessaires  pour  obtenir  les  fonctions  algébriques  et  les 
nombres  qui  correspondent  à  une  équation  algébrique 
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peuvent  èLie  eflerliK'es  d'une  manière  rationnelle.  Par  la  déterminalion  de  la 
courbe  adjointe  à  y,  on  n'a  jamais  à  eonsidérer  que  des  groupes  déterminés 
de  points  singuliers.  Les  choses  se  présentent  de  même  par  la  décomposition 
rationnelle  de  la  résultante  de  /  et  de  sa  première  polaire. 

Pour  le  prouver  et  établir,  comme  pouvant  se  faire  au  moyen  d'opérations 
rationnelles,  cette  théorie  dos  fonctions  algébriques  que  l'auteur  a  développée 
avec  M.  Brill  dès  187.),  on  étal)lit  d'abord  quelques  théorèmes  généraux  sur 
l'élimination  entre  deux  formes  ternaires.  Ces  théorèmes,  appliqués  aux  sys- 
tèmes des  points  d'intersection  d'une  courbe  et  de  sa  première  polaire,  condui- 
sent à  la  décomposition  rationnelle  de  la  résultante  ainsi  qu'à  la  détermination 
rationnelle  de  l'espèce  et  de  la  courbe  adjointe.  La  dernière  Section  contient 
des  développements  ultérieurs  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  sur  le 
théorème  du  reste  en  particulier,  qui  résulte  des  propositions  relatives  à  l'éli- 
mination. 

]  oss   (A.).    —    Théorie  des  systèmes  algébriques  rationnels   de 
points  et  de  plans.  (359-410). 

§  1.  Le  système  algébrique  rationnel  de  points  et  de  plans. 
§  2.   Les  points  singuliers  du  système  et  les  nœuds  de  la  surface  focale. 
§  3.  A.  Surfaces  covariantes  du  système. 
§  5.  Relations  avec  la  géométrie  de  la  droite. 

§  6.  Système  de  rayons  du  second  ordre  et  de  la  troisième  classe. 
§  7.  Tangentes  singulières  du  système. 

§  8.  Application  du  principe  de  correspondance  à  la  détermination  des  singu- 
larités tangenticllcs. 
§  y.  Courbe  double  de  la  surface  covariantc  X. 

Rosanes  (J-)-  —  Extension  d'un  théorème  connu  aux  formes  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  (4i2-4i5). 

«  Si  l'invariant  harmonique  de  deux  formes  quadratiques  de  n  -\-  i  variables 
s'annule,  on  peut  trouver  sur  la  première  n  -i-  1  points  distincts  tels  que  deux 
quelconques  d'entre  eux  soient  conjugués  par  rapport  à  la  seconde.   » 

Rosanes  («/.)•  —  Remarque  sur  la  théorie  des  surfaces  du  second 
ordre  (4 1 6-4 18). 

Interprétation  géométrique  du  précédent  théorème  pour  certaines  formes  spé- 
ciales à  six  variables. 

Pascli  {M.).  —  Sur  la  théorie  de  la  collinéation  et  de  la  récipro- 
cité. (419-436). 

Scliur  {F-)'  —  Sur  la  construction  des  surfaces  du  //"""'  ordre. 

(437-4.'i6). 

Solution  générale  du  problème  suivant  : 

«  Par   -  (// -I- 1)  ( // H- 2)  («  H- 3  )  —  i    points,    faire    passer    une    surface    du 
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(/i  +  i)'^™*  ordre,  engendrée  par  un  faisceau  de  rayons  et  un  faisceau   de  sur- 
faces du  premier  ordre  réciproque  au  faisceau  de  rayons. 

Konig  (/. ).  —  Sur  une  propriété  des  séries  de  puissances.  (447" 

449)-  j 

Kônig  («/.).  —  Sur  les  conditions  de  légitimité  de  la  série  de 
Tajlor.  (45o-4^2). 

Cantor  (G.).  —  Sur  les  ensembles  infinis  linéaires.  (453-488). 

Suite  du  Mémoire  contenu  dans  le  tome  XXI. 

Parmi   les  théorèmes  démontrés  dans  ce  travail,  nous  citerons  les  suivants  : 

«  1.  Un  ensemble  de  points  contenu  dans  un  domaine  continu  à  n  dimen- 
sions ne  peut  pas  être  un  ensemble  parfait  quand  il  est  de  la  première  puis- 
sance. 

»  2.  Un  ensemble  réductible  est  de  la  première  puissance. 

»  3.  Si  la  première  dérivée  P(')  d'un  ensemble  P  est  de  la  première  puissance, 
P  est  réductible. 

»  4.  Si  la  première  dérivée  P(')  d'un  ensemble  P  est  d'une  puissance  supérieure 
à  la  première,  P(')  se  décompose  d'une  seule  manière  en  deux  ensembles  R  et 
S,  dont  le  second  S  est  un  ensemble  parfait,  et  le  premier  R  est  fini  ou  de  la 
première  puissance.  » 

L'auteur  définit  ensuite  le  contenu  ou  le  volume  d'un  ensemble  compris  dans 
un  espace  plan  à  n  dimensions;  cette  définition  a  déjà  été  donnée  sous  une 
forme  peut-être  plus  simple  dans  le  travail  de  M.  Harnack  {voir  les  Annalen, 
t.  XVII,  et  le  Mémoire  de  M.  Stolz,  Aiinalen,  t.  XXIII).  Le  théorème  le  plus 
général  démontré  par  M.  Cantor  est  le  suivant  : 

«  Si  P^'')  désigne  un  ensemble  dérivé  de  l'ensemble  P,  le  contenu  de  P(*)  coïn- 
cide avec  le  contenu  de  P.  » 

Dans  la  dernière  Section,  l'auteur  prouve  que  tous  les  [ensembles  parfaits  ont 
une  même  puissance  et  donne  une  extension  de  la  démonstration  du  théorème 
suivant  : 

«  La  puissance  d'un  continuum  linéaire  dépasse  la  puissance  des  ensembles 
dénombrables.  » 

IVeber  [II.).  —  Sur  le  groupe  de  Galois  de  l'équation  du  vingt- 
huitième  degré  dont  dépend  la  détermination  des  tangentes 
doubles  à  une  courbe  du  quatrième  ordre.  (489-5o3). 

Konig  (J.)'  —  Sur  l'intégration  des  systèmes  hamiltoniens  et  des 
équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre.  (5o4-5i9)- 

Le  théorème  qui  suit  caractérise  la  nouvelle  méthode  proposée  pour  Tinlégra- 
tion  d'un  système  hamiltonicn  ou  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  : 
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«  Pour  rintéf;ialic)u  complète  d'un  syslèuic  hamiltonicn  du  '2{n  —  ij'*«»«  ordre, 
il  suffit  travoir  une  intéj,'rale  première  de  certains  systèmes  hamilloniens  dont 
les  ordres  respectifs  sont  2/1 —  2,  2/1  —  4,  ...,  ^\,  2;  les  intégrations  ultérieures 
se  ramènent  à  des  quadratures. 

La  même  méthode,  comme  l'auteur  le  montre  à  la  fin,  permet  de  traiter  un 
système  général  du  /i'*"»  ordre. 

Konig  {J')'  —  Sur  l'intégration  de  systèmes  simultanés  d'équa- 
tions aux  dérivées   partielles  à  plusieurs  fonctions  inconnues. 

(520-526). 

Etude  du  système  dans  le  cas  de  V inté g rabilité  illimitée. 

Raffy  {L.).  —  Détermination  du  genre  d'une  courbe  algébrique. 

(527-538). 

(Voir  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  i883.) 

Klein  {F.).  —  Sur  la  réduction  de  Téquation  générale  du  second 
degré  entre  des  coordonnées  de  droites  à  la  forme  canonique. 

(539-578). 

Dissertation  (Bonn,  1868). 

§  1.  Sur  les  coordonnées  de  droites  en  général. 

§  2.  Transformation  des  coordonnées  de  droites  qui  correspond  à  un  change- 
ment du  tétraèdre  de  référence. 

§  3.  Sur  les  complexes  de  droites  en  général. 

§  4.  Réduction  de  l'équation  du  second  degré  entre  des  coordonnées  de 
droites  à  la  forme  canonique. 

§  5.  Signification  géométrique  de  la  réduction  à  la  forme  canonique,  en  par- 
ticulier dans  le  cas  où  tous  les  diviseurs  élémentaires  sont  linéaires  et  distincts. 

Lie  (S.)  et  Klein  (F.).  —  Sur  les  courbes  asymptotiques  de  la 
surface  du  quatrième  degré  de  Kummer  à  seize  points  doubles. 
(379-586). 

{Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  décembre  1870.) 

Klein  {F.).  —  Sur  certaines  équations  difiérentielles  du  troisième 
ordre.  (SS^-agG). 

L'auteur  traite  de  l'intégrale  de  l'équation  dillérentielle 


I  2  \  T,   / 


du  point  de  vue  général  que  voici  : 

Parlant  d'une  fonction  linéaire  arbitraire,  on  aboutit   à  l'intégrale  de  léqua- 
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tion  diiïércnlielle  eu  la  composant  une  infinité  de  fois  au  moyen  de  transforma- 
tions linéaires  infinitésimales  déterminées  par  l'équation  différentielle.  Dans 
une  Addition  à  ce  travail,  les  résultats  en  sont  comparés  aux  recherches  de 
INIM.  Prym,  Poincaré  et  de  Riemann. 

Thieme  (//•)•  —  Sur  ce  problème  :  Construire  tous  les  éléments 
d'un  groupe  à  q  termes  de  formes  binaires,  lorsque  q  de  ces 
formes  sont  données.  (  597-598 ). 

Sturm  {R')-  —  Note  sur  la  Table  des  divers  modes  de  génération 
d'une  surface  cubique  [Math.  Ann.,  t.  XXIII,  p.  3o8).  (599). 

Meissel.  —  Sur  quelques  fautes  de  la  Table  de  facteurs  de  Biir- 
ckhardt.  (600).  Ax.  H. 


MÉMOIRES  DE  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
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TomeXLIII;  1880- 1882. 

Catalan  {E.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  moindres  carrés. 

(42  pages). 

Simplifications  diverses  de  la  méthode  de  Gauss,  dans  la  formation  des  équa- 
tions normales.  Voici  quelques  remarques  de  Fauteur  qu'il  convient  de  signaler. 
Si  l'on  déduit  de  m  équations  linéaires  entre  n  inconnues  (m  =  n,  m'>n,  m<Cn), 
n  équations  linéaires  par  la  méthode  des  moindres  carréS;  puis  que  l'on  élimine 
l'une  des  inconnues  entre  la  première  de  ces  équations  et  les  autres,  on  trouve 
le  même  résultat  que  si  l'on  élimine  cette  inconnue  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles entre  les  m  équations  primitives,  puis  que  des-m{rn — i)  équations  résul- 
tantes on  forme,  entre  les  autres  inconnues,  les  (  n  —  i)  équations  linéaires,  par  la 
méthode  des  moindres  carrés. 

Si  la  somme  des  carrés  des  erreurs  véritables  est  un  minimum,  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  virtuelles  est  aussi  un  minimum.  L'auteur  appelle 
erreurs  virtuelles  les  quantités 

«,»^  — a,«v,,     a^w^  —  a^w^,    a^w^—a^v.^,     ... 

<x',,  vVj,  tVj,  (V.,  étant  les  erreurs  données  par  les  équations  linéaires  considérées 
dans  la  théorie  des  moindres  carrés,  a,,  a^,  a,,  ...  les  coefficients  de  l'une  des 


(')   Voir  Ihillclii),  '.!"  série,  tome  III.  s'  Partie,  p.  36-3{). 


è 


v^  ^  Yol^J^ 
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iiiroiiniios.  Le  produit  do  doux  sommes  de  iN  carrés  (nornhifs  ou  polynômes 
(Mi(icrs)  esL  égal  à  la  somme  de  i  H- ^  N  (  N  —  i)  carrés  (nombres  ou  polynôines 
entiers).  Une  somme  de  N^  carrés  est  le  produit  de  la  somme  de  N  carrés,  par 
N'  carrés,  par  N"  carrés  et  N'=  lN(N  — i),  N"=  -JN'(N'  — i),  .... 

Si  la  dernière  des  équations  réduites  de  Gauss  donne,  pour  le  dénominateur 
de  la  dernière- inconnue  gardée,  une  certaine  somme  de  carrés,  le  minimum  de 
la  somme  des  carrés  des  erreurs  ne  contiendra,  en  dénominateur,  que  cette 
somme  de  carrés. 

Van  de r  MensbruggJie  (G.).   —  Ktiidcs  sur  les  variations  d'é- 
nergie  potentielle    des   surfaces    liquides.    Premier   Mémoire. 

(39  pages). 

Premier  Mémoire.  —  1.  Énergie  potentielle  d'une  surface  liquide  soit  libre, 
soit  en  contact  avec  un  solide  ou  un  autre  liquide.  Principe  général  concernant 
l'accroissement  d'une  surface  liquide.  2.  Vérifications  expérimentales  :  1°  Cas 
des  lames  liquides  libres,  planes  ou  courbes.  2"  Cas  des  lames  liquides  à  une 
seule  face  libre.  Le  principe  est  :  «  Si  la  couche  superficielle  d'un  liquide 
augmente  ou  qu'elle  devienne  le  siège  d'une  énergie  potentielle  qu'elle  ne  pos- 
sédait pas  d'abord,  il  y  a  refroidissement  et  la  tension  est  plus  grande  que  pi  i- 
mitivement;  au  contraire,  si  la  couche  superficielle  diminue  ou  bien  que  son 
énergie  potentielle  disparaisse  par  la  superposition  d'une  couche  nouvelle,  il  v 
a  échaulTement  et  la  tension  est  moindre  que  d'abord  ». 

Folie  (F.)  et  Le  Paige  (C).  —  Mémoire  sur  les  équations  du 
troisième  ordre.  Première  Partie.  (43  pages). 

Au  point  de  vue  analytique,  la  théorie  des  coniques  considérées  comme  inter- 
section de  faisceaux  projectifs  est  équivalente  à  l'étude  des  jH-opriétés  des 
fonctions  homogènes  linéaires  à  deux  séries  de  deux  variables.  La  théorie  des 
courbes  du  troisième  ordre  dépend,  de  la  même  manière,  de  l'étude  des  fonctions 
analogues  à  trois  séries  de  variables.  Mais,  tandis  que  la  théorie  des  coniques, 
basée  sur  la  théorie  des  formes  ou  fonctions  bilincaircs,  a  fait  l'objet  de  tra- 
vaux qui  ne  laissent,  pour  ainsi  dire,  rien  à  désirer,  on  n'a  pas,  jusqu'à  présent, 
étudié,  avec  le  soin  qu'elle  mérite,  la  théorie  analytique  des  courbes  du  troi- 
sième ordre,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  invariantologiques  des  formes 
trilinéaires. 

MM.  Folie  et  Le  Paige,  que  la  découverte  des  rapports  anharmoniques  d'ordre 
supérieur  semblait  devoir  conduire  naturellement  à  cette  étude  des  courbes  du 
troisième  ordre  en  général,  l'ont,  en  effet,  entreprise  et  le  Mémoire  soumis  à 
l'Académie  en  contient  les  premiers  Chapitres. 

Dans  le  premier,  intitulé  homographie,  les  auteurs  abordent  l'étude  de  trois 
séries  de  points  situés  sur  une  droite  et  dont  les  coordonnées  sont  liées  entre 
elles  par  une  relation  linéaire /=  o,  en  cherchant  d'abord  les  covariants  de/, 
par  les  méthodes  de  Clebsch  et  Gordan.  Ils  donnent  ensuite  l'interprétation 
géométrique  de  ces  covariants  et  trouvent  ainsi  des  propriétés  qui  sont  une 
introduction  naturelle  au  Chapitre  suivant,  et  ils  démontrent  l'existence  de 
points  doubles  dans  les  séries  de  points  appelées  par  eux  homographies  de 
troisième  ordre  et  de  troisième  classe. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  ■?."  %év'\Q,  t.  \.  (Juin  iSSli.)  H. S 
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Le  Chapitre  II  est  consacré  à  l'étude  des  involutions  du  troisième  ordre. 
Les  auteurs  retrouvent  ici  et  développent  diverses  recherches  de  l'un  d'entre 
eux,  sur  les  involutions  d'ordre  supérieur  et  les  rattachent,  d'une  part  à  l'étude 
de  l'homographie  exposée  dans  le  Chapitre  précédent,  de  l'autre  à  celle  de  cer- 
tains invariants  absolus,  qui  sont  les  rapports  anharmoniques  du  troisième 
ordre.  Les  nombreux  théorèmes  sur  les  involutions  de  troisième  ordre  et  de 
troisième  classe  donnés  dans  ce  Chapitre,  sont  les  uns  analogues  à  ceux  que 
l'on  rencontre  dans  l'involution  ordinaire,  les  autres,  beaucoup  plus  compliqués 
tant  dans  leur  énoncé  que  dans  leur  expression  analytique,  où  l'on  doit  recourir 
à  toutes  les  ressources  de  la  théorie  des  invariants  et  covariants  des  formes 
considérées. 

Le  Chapitre  III  est  une  étude  du  rapport  anharmonique  du  troisième  ordre. 
Le  rapport  anharmonique  du  troisième  ordre,  au  point  de  vue  analytique,  est  le 
quotient  du  produit  de  trois  différences  entre  les  six  racines  d'une  équation  du 
sixième  ordre,  par  le  produit  de  trois  autres  de  ces  différences.  Il  y  a  quinze  de  ces 
produits  et,  par  suite,  deux  cent  dix  de  ces  quotients,  inverses  l'un  de  l'autre  deux 
à  deux.  Il  existe  de  nombreuses  relations  entre  les  produits;  les  auteurs  font 
connaître  les  plus  simples  et  les  plus  belles,  et  parviennent  ainsi  à  exprimer  les 
quinze  produits  au  moyen  de  quatre  seulement  et  les  deux  cent  dix  rapports 
anharmoniques  sont  ramenés  à  trois  seulement.  Ils  cherchent  ensuite  l'équation 
du  quinzième  degré  qui  a  pour  racines  les  quinze  produits  et  ils  y  parvien- 
nent assez  rapidement,  malgré  l'extrême  complication  de  la  question,  en  s'ai- 
dant  des  résultats,  classiques  déjà,  du  P.  Joubert,  sur  l'équation  du  sixième 
degré.  L'équation  du  quinzième  degré  trouvée,  on  imagine  aisément  un  procédé 
pour  en  déduire  celle  du  deux  cent  dixième  degré  qui  a  pour  racines  les  rap- 
ports anharmoniques  du  troisième  ordre;  nouante  de  ceux-ci,  au  fond,  se  ré- 
duisent à  des  rapports  anharmoniques  ordinaires  ou  du  second  ordre.  On  en 
conclut  que  l'équation  du  deux  cent  dixième  ordre  est  le  produit  d'une  équation 
du  quatre-vingt-dixième  ordre,  donnant  ces  rapports  du  second  ordre,  et  d'une 
du  cent  vingtième,  donnant  ceux  qui  sont  réellement  du  troisième  ordre.  Le 
discriminant  de  l'équation  du  quinzième  ordre  jouit  de  propriétés  remar- 
quables, qui  sont  ensuite  exposées  en  recourant  encore  à  quelques  résultats  du 
P.  Joubert.  Il  contient,  comme  facteur  octuple,  l'invariant  gauche  de  la  forme 
qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équation  du  sixième  degré  considérée  au 
début  du  Chapitre;  comme  facteur  triple  le  discriminant  de  cette  fonction; 
enfin  un  dernier  facteur  qui,  égalé  à  zéro,  exprime  que  quatre  des  six  points- 
racines  de  l'équation  du  sixième  degré  sont  conjugués  harmoniques.  Le  discri- 
minant de  l'équation,  qui  a  pour  racines,  outre  les  quinze  produits,  les  quinze 
produits  pris  en  signe  contraire,  contient,  outre  les  trois  mêmes  facteurs  élevés 
respectivement  aux  puissances  i6,  9.7  et  2,  un  autre  facteur,  à  la  quatrième 
puissance,  qui  est  tel  qu'égalé  à  zéro  il  exprime  la  condition  pour  que  les 
points-racines  soient  en  évolution.  Le  Mémoire  se  termine  par  des  considéra- 
tions, fragmentaires  vraisemblablement,  sur  les  points  conjugués  harmoniques 
représentés  par  les  six  racines  d'une  équation  du  sixième  degré. 

Catalan   {E.).  —  Note  sur  la  quadrature  des  courbes  parabo- 
liques. (9  pages). 

Démonstration   très    simple   (\c   la    formule   de  Gauss  pour   les  quadratures 
approchées. 
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C(iLalaii{E .).  —  NoLc sur  les  ConcLions  \„  (!(.•  l.c'^ciHlrL'.  (  i o  [)ages). 

Complcmcnl  (riin  Mémoire  sur  le  mcrnn  sujet,  publie';  auLétieurcinent  dans  le 
lornc  XXXI  des  INIérrioircs  in-8"  de  l'Académie. 

Catalan  {I^ -)•  —  Mémoire  sur  une  suite  de  polynômes  entiers  et 
sur  quelques  intégrales  définies.  (4o  pages). 

r^'autcur  considère  des  polynômes  T  très  analogues  aux  polynômes  X„  et 
définis  par  les  relations 

iP  -\-  O'.PX  -+-  ?>PX'  H-  .  .  . 

^n  =   ; r-r '         x  =  tli  -\-  x), 

T,,  =  {x-x)P+'y^,ii-{-t)P-\ 

Il  en  trouve   la    fonction   génératrice,  s'en  sert  pour  obtenir  la  valeur  de  plu- 
sieurs intégrales  définies  et  maintes  relations  sur  les  nombres  de  liernouUi. 

Ilirn  (G.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  relation  qui  existe 
entre  la  résistance  de  l'air  et  sa  température.  Conséquences  phy- 
siques et  philosophiques.  (91  pages). 

Melsens,  Folie  {F.)  et  Van  der  Mensbrugghe  {G.).  —  Rapports 
sur  ce  Mémoire.  Rulletins  de  l'Académie  de  Belgique.  (3)  II. 

(225-257). 

M.  Hirn  expose  deux  séries  d'expériences  qui  tendent  à  prouver  que  la  résis- 
tance que  les  gaz  offrent  au  mouvement  des  corps  est  indépendante  de  la  tem- 
pérature de  ces  gaz,  ce  qui  semble  incompatible  avec  la  tiiéorie  cinétique  des 
gaz,  d'après  l'auteur.  Il  croit  pouvoir  en  conclure  aussi  que  la  doctrine  qui 
admet  l'existence  de  la  force  comme  un  élément  spécifique  de  l'Univers  est  par 
là  fortifiée.  M.  Folie  n'admet  pas  que  la  théorie  cinétique  des  gaz  soit  renversée 
par  les  expériences  de  M.  Hirn,  et  n'admet  pas,  non  plus,  les  conséquences 
philosophiques  de  l'auteur  relatives  à  la  force. 

Tome  XLIV;  1882. 

Catalan  {E.).  —  Sur  les  fonctions  X„  de  Legendre.  Second 
Mémoire.    (P.  I-II  et  1-102). 

Ce  Mémoire,  qui  fait  suite  à  ceux  qui  sont  analysés  plus  haut,  est  impossible 
à  analyser  à  cause  du  grand  nombre  (plus  de  deux  cents)  de  formules  plus  ou 
moins  compliquées  et  dont  beaucoup  sont  nouvelles,  qu'il  renferme.  Voici  celles 
que  l'auteur  signale  particulièrement  : 


f 


A  H-  Bv/ —  I  cos^ 

=  0, 


(  B  —  ksj  —  I  cosar)' 
/        dx  I      diù  cosysj X —s/ x"^ —\  çostù\=  iT,. 
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!5i  a  et  V  sonl  des  racines  de  — ^  =  o,  on  a 


/  /  —  2' ^-> 

.y_i     4/1 — 2zx-hz^  I  — ^ 
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=    >  X. 
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P.  M. 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez  (i). 

Tome  XLVII  {1^  série)  ;  janvier  à  juin  1879. 

Van  der  Mensbrugghe  et  Folie  {F.).  —  Rapports  sur  le  Mémoire 
intitulé  :  De  l^origine  et  de  V étahUssenient  des  mouvements 
astronomiques,  2*"  Partie.  (4-i5). 

Analyse  critique  du  Mémoire. 


(')    Voir  Bulletin,  2'"  série,  l.  III,  2''  Partie,  p.   i3.|-i38. 
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Delarge  {F.).  —  Note  sur  le  tclc[)liono,  applifjuc  dans  le  voisi- 
nage des  lignes  télégraphiques  ordinaires.  (34-47)- 

Maus,  —  llapporl  sur  celle  Note.  (ir)-2i). 

Gérard  {A.).  —  (Compteur  à  secondes  servant  à  contrôler  la 
vitesse  des  moteurs  de  M.  Valisse.  (47-49)- 

Maus.  —  Rapport  sur  celle  Note.  (21-25). 

Niesten  {L.).  —  Recherches  sur  les  couleurs  des  étoiles  doubles. 
(50-69). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (25-27). 

Les  composantes  d'un  système  physique  de  deux  étoiles  passent  par  les 
mêmes  variations  de  teintes,  en  général,  à  partir  du  périastre  où  elles  sont 
blanches  le  plus  souvent.  Dans  les  systèmes  purement  optiques,  la  moins  écla- 
tante des  deux  étoiles  est  souvent  bleuâtre. 

Saltel.  —  Sur  un  paradoxe  mathématique  et  sur  un  nouveau 
caractère  de  décomposition  dû  à  la  présence  des  lignes  multiples. 

(184-210). 

Le  paradoxe  est  celui-ci  :  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  l'espace 
semblent  vérifier  les  équations  d'un  lieu,  bien  que,  d'après  sa  délinition,  il  se 
compose  de  lignes  ou  de  surfaces. 

Criils  (L.).  —  Note  sur  le  système  stellaire  4oo'  Eridan.  (233- 
235). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  cette  Note.  (229). 

Houzeau  et  Montigny.  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de  M.  l'abbé 
Spée  intitulé  :  Sur  le  déplacement  des  raies  des  spectres  des 
étoiles.  (3 1 8-324). 

M.  Houzeau  fait  remarquer  que  la  plupart  des  observateurs  admettent  le  dé- 
placement, tandis  que  INI.  Spée  le  nie  en  se  fondant  sur  certaines  considérations 
théoriques.  M.  Montigny  analyse  des  recherches  d'Arago  sur  une  question  ana- 
logue. 

Houzeau.  —  Rapport  sur   un   Mémoire  de  ]M.    O.   \  an  Krtborn 
intitulé  :   Observations  de   la  planète  Mars  faites  pendant 
I  V opposition  de  1877.  (325). 
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Van  der  MensbruggJie  (G.).  —  Nouvelles  applications  de  l'é- 
nergie potentielle  des  surfaces  liquides.  (326-346). 

Cause  principale  de  la  perte  de  charge  des  jets  d'eau.  Origine  de  l'énergie  de 
mouvement  acquise  par  les  vagues  de  la  mer.  Cause  de  la  production  des  mas- 
carets à  l'embouchure  de  certains  fleuves. 

Plateau  (J.).  —  Un  petit  paradoxe.  (346-348). 

Réalisation  d'une  sorte  de  mouvement  perpétuel,  en  supprimant  les  résistances 
au  moyen  d'une  force  toujours  présente  (un  cours  d'eau,  par  exemple). 

Mansion  (P.).  —  Sur  l'élimination,  2^  Note.  ( 532-54 1). 

Catalan  {E ,)  et  Folie  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (490)- 
Voir  plus  bas  l'analyse  de  ce  travail. 

Montigny  {Ch.).  —  Sur  la  prédominance  de  la  couleur  bleue  dans 
les  observations  de  scintillation,  aux  approches  et  sous  l'in- 
fluence de  la  pluie.  (^55-766). 

Tome  XLVIII;  juillet  à  décembre  1879. 

Spring  (JV.)  et  Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Rapports  sur 
un  Mémoire  de  M.  P.  de  Heen,  intitulé  :  De  la  dilatabilité  des 
solutions  salines  et  de  quelques  liquides  organiques.  (4- 16). 

Le  produit  du  coefficient  de  dilatation  des  liquides  organiques,  appartenant  à 
une  série  homologue,  par  sa  température  d'ébullition,  est  constant. 

Montigny  {Ch.^.  —  Notice  sur  la  scintillation  de  l'étoile  princi- 
pale de  Y  d'Andromède  dans  ses  rapports  avec  la  couleur  de 
cette  étoile.  (22-37). 

Plateau  (J-)-  —  Un  mot  sur  l'irradiation.  (37-41). 

Folie  (F.)  et  Le  Paige  (C.).  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs 
aux  surfaces  d'ordre  supérieur.  (4i-44)- 

Applications  aux  surfaces  du  second  et  du  troisième  degré  de  la  notion  du 
rapport  anharmonique  généralisée. 

Catalan  (F.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Mouvements 
relatifs  de  tous  les  astres  du  système  solaire,  par  M.  Souillarl. 

(96-102). 

Analyse  du  Mémoire. 
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Plaleau  {J.).  —  Sur  la  viscosité  siiperficieilo  des  liquides.  (loG- 

i'^.8). 

Kxamcn  des  crili(|ucs  de  la  llicorie  de  M.  Plateau,  publiées  en  1878,  dans  le 
Nuovo  Cimento, 

Montigny  {Cli.).    —  Noie   sur  des  arcs-en-ciel    surnuméraires, 
(343-346). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).    —  Sur  quelques  phénomènes  cu- 
rieux observés  à  la  surface  des  liquides  en  mouvement.  (346- 

359). 

Nouvelles  applications  des  principes  de  l'auteur  sur  les  chanf,'emenls  d'énergie 
potentielle  en  énergie  actuelle  ou  inversement,  quand  la  surface  libre  d'un 
liquide  diminue  ou  augmente. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  l'élimination  (Bulletin  de  Belgique^  (2), 
XLVI,   (899-908);  XLVII,  (532-540;   XLVllI),   (463-472; 

473-490). 

Mansion  (P-).  —  Théorie  a  posteriori  de  l'élimination  entre 
deux  équations  algébriques,  XL VIII.  (491-026). 

Catalan  {E.)   et   Folie   {F.).    —  Rapports   sur  ces   Mémoires, 
Ib.,  t.XLVI,  p.  880-881;  XLVII,  p.  49o;XLVIII,  p.  445-452. 

Comparez  aussi  les  trois  Notes  de  M.  Mansion. 

Sur  l'élimination  (  Comptes  rendus,  t.  LXXXVII,  975-978).  —  On  rational 
functional  déterminants  [Messenger  of  Mathematics,  (2),  t.  IX,  p.  So-Sa]. 
—  On  the  equality  of  Sylvester's  and   Cauchy's  éliminants  {Ib.,  p.  Go-GS). 

Les  trois  dernières  Notes  sont  des  extraits  des  deux  premiers  Mémoires,  dont 
les  Rapports  de  M,  Catalan  sont  des  analyses  succinctes.  Il  suffira  donc  àx: 
résumer  les  deux  premiers. 

Premier  Mémoire.  ' —  Ce  premier  Mémoire  est  un  exposé  a  priori  de  la 
théorie  de  , l'élimination,  soit  par  la  méthode  de  Sylvester,  soit  par  colle  de 
Cauchy,  en  profitant  d'une  idée  nouvelle,  dont  voici  l'exposé  pour  deux  éipiations 

fx  =  a^-^-'a^x  +. .  .4-  a.x'  =  o,        gx  =  6,-i-  h^x  -{-  O^x'  -f-  b^x^  =  o, 

ayant  deux  racines  a,  ^  communes.  Dans  cette  hypothèse,  on  aura 


(M) 


I     /a 

'     /? 

1          <y  y 
1         ,.,    J. 

•   i^^i 

I     a/a 
I      ai,'- a 


I      a-^-a 
1     ?'g^ 
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Entre  ces  relations,  on  pourra  éliminer 


I      a 

I      a^ 

1      a' 

I      a^ 

I       0(^ 

I      P 
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I     p^ 
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1      P3 
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r      p^ 

j 

I      ^^ 

et  trouver  une  des  conditions  nécessaires  pour  que  ces  deux  équations  aient 
deux  racines  communes.  On  trouve  de  même  les  autres  conditions  nécessaires. 
Réunissant  ces  diverses  conditions  nécessaires,  on  trouve  qu'on  les  exprime 
toutes  en  égalant  à  zéro  un  certain  déterminant  rectangulaire.  II  en  est  de 
même  dans  le  cas  où  l'on  a  recours  à  la  méthode  de  Cauchy.  Réciproquement, 
si  un  certain  déterminant  rectangulaire  est  nul,  dans  l'une  ou  l'autre  méthode, 
les  équations  ont  deux  ou  plusieurs  racines  égales.  La  considération  des  expres- 
sions (M)  permet  de  transformer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  trou- 
vées, en  d'autres  données  pour  la  première  fois,  mais  non  démontrées  par  Rouché, 
quand  on  emploie  la  méthode  de  Cauchy.  On  transforme  de  même  les  conditions 
dans  le  cas  de  la  méthode  de  Sylvester.  Enfin  la  considération  des  mêmes 
expressions  (M)  donne,  encore  une  fois,  dans  l'une  et  l'autre  méthode,  l'équa- 
tion aux  racines  communes,  les  équations  aux  racines  non  communes,  et  l'équa- 
tion aux  racines  communes  et  non  communes.  L'idée  nouvelle  contenue  dans 
ce  premier  Mémoire  permet  d'ailleurs  d'étudier  les  cas  où  les  racines  communes 
sont  égales. 

Second  Mémoire.  —  Le  second  Mémoire  est  une  théorie  a  posteriori  de 
l'élimination  où  sont  démontrées  les  belles  propositions  trouvées  par  Rouché, 
en  rendant  rigoureux  son  procédé  d'exposition  et  en  en  poussant  les  consé- 
quences plus  loin.  Pour  cela,  on  est  forcé  d'abord  de  se  borner  à  l'étude  de 
deux  équations  de  même  degré.  Un  artifice  de  calcul  très  simple  permet  d'étendre 
ensuite  ces  diverses  propositions  au  cas  de  deux  équations  quelconques.  Enfin, 
en  renversant  l'ordre  habituellement  suivi  pour  écrire  les  lignes  de  l'éliminant 
de  Sylvester  qui  contiennent  les  coefficients  de  la  première  équation  donnée, 
l'auteur  prouve  que  cet  éliminant  est  égal  à  celui  de  Cauchy,  qu'il  en  est  de 
même  de  leurs  mineurs  principaux,  que,  par  suite,  on  peut  (comme  on  l'a  d'ail- 
leurs vu  dans  la  théorie  a  priori)  démontrer,  dans  la  méthode  de  Sylvester, 
des  propositions  équivalentes  à  celles  de  Rouché,  relativement  à  la  méthode  de 
Cauchy.  Le  Mémoire  contient  à  la  fin,  un  peu  comme  hors  d'œuvre,  une  dé- 
monstration très  simple  d'un  beau  théorème  de  Falk  sur  lequel  on  peut  baser 
un  exposé  complet  de  |la  théorie  de  l'élimination,  plus  élémentaire  que  tous 
ceux  qui  sont  usités  jusqu'à  présent  [voir  P.  Mansion,  Déterminants,  4*  édi- 
tion, Paris,  Gauthier-Villars,   p.  70  et  suivantes   (*)]. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  inti- 
tulé :  De  l'influence  de  la  forme  des  niasses  sur  leur  attrac- 
tion dans  le  cas  d'une  loi  quelconque  d'attraction,  pourvu 
toutefois  que  V attraction  diminue  indéfiniment  quand  la 
distance  augmente j^dJcÇi.  Lagrange.  (453-454). 


(')  Los  cinq  idoles  sur  l'élimination,  dont  les  deux  premières  sont  publiées  avec 
c|uclques  additions,  sont  réunies  en  une  brochure  de  80  pages  (Paris,  (lauthier- 
Villars,  iSS^). 
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Le  Paige  (C).  —  Note  sur  certains  combinants  des  formes  algé- 
briques binaires.  (53o-54o). 

Folie  (F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (^Go-^^ij. 

L'auteur,  après  un  liisLoriquo  où  il  indique  les  points  de  contact  de  ses 
recherches  antérieures  avec  celles  de  divers  f(éomètres,  rattache  l'invariant 
d'involution  aux  invariants  (au)",  dans  le  cas  de  n  impair.  Il  prouve,  pour  les 
divers  ordres,  que  si  la  condition  d'involutirjn  entre  {n  ~-  i)  formes  est  remplie, 
il  existe  entre  ces  formes  une  relation  linéaire  dont  il  détei'inine  les  coefficients. 
Dans  le  cas  des  formes  paires,  il  étend  à  2n  formes  d'ordre  a/i  un  théorème 
connu  seulement  pour  n  =  i. 

Folie  et  Ilouzeau.  —  Rapports  sur  une  Note  intitulée  :  Descrip- 
tion dhin  régulateur  elliptique  isochrone,  par  M.  J.  Van  Reys- 
selberghe.  ( 587-090 ). 

Folie  et  Van  der  Mensbrugglie.  —  Rapports  sur  le  concours 
relatif  à  l'étude  de  la  torsion.  (594-600). 

Critique  du  Mémoire  envoyé  à  l'Académie  en  réponse  à  la  question. 

Valérius.  —  Sur  les  variations  du  calorique  spécifique  de  l'acide 
carbonique  aux  hautes  températures.  (6oi-6o4). 

Niesten.  —  Note  sur  la  tache  rouge  observée  sur  la  planète  Jupiter 
pendant  les  oppositions  de  1878  et  de  1879.  (6o4-6i8, 
I  planche). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (590-J92). 

La  tache  rouge  est  peut-être  périodique;  sa  période  serait,  si  cette  conjecture 
est  vraie,  égale  à  une  demi-révolution  de  Jupiter. 

Terhy  {F.).  —  Études  sur  la  planète  Mars  (12*^  Notice).  Tableau 
synonjmique  des  dénominations  données  aux  taches  de  la  pla- 
nète. (619-631). 

Ilouzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (592-594). 

Saltel  (L.).  —  Historique  et  développement  d'une  méthode  pour 
déterminer  toutes  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  défini 
par  k  équations  algébriques  contenant  A — i  paramètres  arbi- 
traires. (682). 

Le  titre  de  ce  travail  en  indique  suffisamment  l'objet.   Il  complète  cl  précise 
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les  travaux  antérieurs  de  l'auteur.  Il  contient  une  petite  Note  intéressante  sur 
l'histoire  de  la  transformation  arguésienne. 

Houzeau.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  à  l'appui  des  remarquables 
observations  de  M.  Schiaparelli  sur  la  planète  Mars,  parF.  Terby. 

(720-726). 

Liagre.  —  Rapport  sur  le  concours  quinqtiennal  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques.  (835). 

Exposé  sommaire  des  travaux  relatifs  aux  Sciences  mathématiques  ou  phy- 
siques publiés  en  Belgique  en  1874,  i8-5,  1876,  1877,  1878. 

Tome  XLIX,  janvier  à  juin  1880. 

Weyr  {Em.).  —  Remarques  sur  l'existence  de  l'évolution  dans 
les  courbes  du  troisième  ordre  et  de  la  quatrième  classe.  (7-8). 

Trois  points  d'une  courbe  plane  rationnelle  du  troisième  ordre  situés  en  ligne 
droite  et  leurs  points  tangentiels  également  situés  en  ligne  droite  sont  six 
points  en  évolution  sur  la  courbe. 

Van  Bysselberghe  (F.).  —  Description  d'un  régulateur  ellip- 
tique isochrone  dont  on  peut  faire  varier,  à  volonté,  la  vitesse 
de  régime.  (9-24). 

Fieçez  {Cit.).  —  Recherches  sur  l'intensité  relative  des  raies 
spectrales  de  l'hydrogène  et  de  Fazote,  en  rapport  avec  la  con- 
stitution des  nébuleuses.  (107-113). 

Houzeau  et  S  tas.  —  Rapports  sur  ce  Mémoire.  (88-91). 

Huggins  (  W.).  —  Lettre  sur  ce  Mémoire.  (266-267). 

Dépendance  entre  la  visibilité  des  raies  et  l'intensité  lumineuse  de  Timagc, 
pour  l'hydrogène  et  l'azote.  Conséquence  :  il  est  probable  qu'un  élément  connu 
existe  dans  un  corps  céleste  quand  on  a  constaté  dans  le  spectre  la  présence 
d'une  raie  appartenant  à  cet  élément. 

Le  Paige  {C).  —  Note  sur  certains  covariants  des  formes  algé- 
briques binaires,  (i  i3-i25). 

Folie  [F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (91-92). 

Le  carré   du  covariaiit  \{a,   h /)  a'i^^  //î-^*  . . .  /.ï^'   de  {n  -  /.  )  fornio 

d'ordre  pair  (im|)air)  a"-,  b[[ ,   /.','•  cï-l   une  fonclion  <iuadratiquc  (linéaircl 
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(les  covariuiiLs 

Pour  k  =  o,  (m  retrouve  un  théorème  de  Kosancs. 

Folie  [F.),  Calalaii{E.)  et  Tilly  {J.-lM.  de).  —  Rapports  sur  lo 
Mémoire  intitulé  :  Jlistorique  et  raétJiode  de  détermination  de 
toutes  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  défini  par  le  équa- 
tions algébriques  contenant  k  —  i  paramètres  arbitraires. 

(149-171). 

Discussion  sur  le  Principe  de  la  théorie  des  Faisceaux  de  iMM.  Folie  et 
Le  Paige. 

Terby  (F.).  — Aspect  de  la  planète  Mars  pendant  l'opposition 
de  1879  et  observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter  et  des 
taches  de  Vénus.  (201-217  et  cinq  planches). 

Ilouzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (17.3-174). 

Spée.  —  Sur  la  raie  dite  de  l'hélium.  (379). 

Ilouzeau.  — Rapport  sur  ce  Mémoire.  (3ii-3i2). 

Van  der  MensbruggJie{G.).  —  Sur  l'application  du  second  prin- 
cipe de  Thermodynamique  aux  variations  d'énergie  potentielle 
des  surfaces  liquides.  (620-627). 

Complément  rectificatif  du  Mémoire  inséré  au  t.  XLVIII,  p.  3j4  et  suivantes. 

Tome  L,  juillet  à  décembre  1880. 

Fievez  (C).  —  Recherches  sur  le  spectre  du  magnésium  en  rap- 
port avec  la  constitution  du  Soleil.  (91-98). 

Houzeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (78-79). 

Le  Paige  {€.).  —  Sur  la  représentation  géométrique  des  covarianls 
d'une  forme  biquadratique.  (ii5-i2i). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Du  rôle  de  la  surface  libre  de 
l'eau  dans  l'économie  de  la  nature.  (i55-i57). 

Analyse  d'un  travail  adressé  en  1879  à  rAssocialion  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences,  où  l'auteur  résume  ou  complèle  [jlusieurs  de  ses  Mémoires 
antérieurs. 
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Montigny  {Ch.).  —  De  l'influence  des  liquides  sur  le  son  des 
timbres  sonores  qui  les  contiennent  et  qui  sont  plongés  dans 
ces  liquides.  (idS-i^o). 

La  rapidité  des  vibrations  d'un  corps  sonore  est  notablement  diminuée  par 
l'effet  d'un  milieu  liquide  avec  lequel  ses  parois  sont  en  contact  et  cette  dimi- 
nution est  plus  sensible  quand  ce  contact  est  établi  des  deux  côtés  de  la  paroi 
du  corps  vibrant  que  lorsqu'il  existe  d'un  seul  côté. 

Adan.  —  Sur  la  compensation  d'une  chaîne  de  triangles  géodé- 
siques.  (260-265). 

Montigny  (Ch.).  —  Note  sur  l'application  du  diapasorj  à  l'étude 
de  la  propagation  du  son  et  des  mouvements  vibratoires  dans 
les  liquides.  (3oo-3o7). 

Catalan  (£'.),  Tiily  {J.-M.  de)  ei  Folie  {F.).  —  Rapport  sur  un 
Mémoire  de  concours. 

Analyse  et  critique  d'un  Mémoire  couronné  sur  les  surfaces  classoïdes  ou  à 
courbure  moyenne  nulle.  L'auteur  est  M.  Ribaucour. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Voyages  et  métamorphoses  d'une 
gouttelette  d'eau.  (423-447)- 

Exposé,  sans  calcul,  de  la  plupart  des  recherches  de  l'auteur  sur  la  théorie 
thermodynamique  des  liquides. 

Troisième  série.  Tomel,  janvier  à  juin  1881. 

Adan  {F.).  —  Sur  la  jonction  géodésique  exécutée  entre  l'Es- 
pagne et  l'Algérie.  (8-21). 

Adan  (F.).  —  Sur  la  détermination  de  la  longitude  de  Karéma. 

(75-79)- 

Le  Paige  (C).  —  Note  sur  la  théorie  des  polaires.  (i34-i38). 

Tilly  (de).  —  Rapport  sur  cette  Note.  (73-74)- 

Dans  cette  Note,  l'auteur  montre  les  relations  existant  entre  la  théorie  des 
polaires  successives  des  courbes  et  la  théorie  des  involutions  d'ordre  n. 

Exemple  :  Si  par  un  point  ou  mène  une  transversale  rencontrant  une  courbe 
C„  d'ordre  n  en  n  points  et  la  première  polaire  en  {n  —  i)  points,  chacun  de  ces 
derniers,  considérés  comme  {n  —  i)"p''^,  forme,  avec  le  point  donné,  un  groupe  de 
n  points  ronjugnés,  harmoniques  des  n  intersections  c\c  \a  transversale  avec  C„. 
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Montignj  {Cil.).  —  13e  l'intensiLc  (J(;  la  scintillation  j)endant  les 
aurores  boréales.  (.>>3i-:>.5(>). 

Van  der  Mensbi'iigglie  {G.).  —  Sur  une  [)r()[)riété  générale  des 
lames  liquides  en  mouvement.  ('.486-3o8). 

Explication  de  divers  faits  au  moyen  du  principe  suivant  :  Si  une  nnasse 
liquide  est  transformée,  par  une  force  quclcon(|uc,  en  une  lame  de  plus  en  plus 
mince,  à  mesure  que  cette  force  agit  plus  longtemps,  le  travail  résistant,  déve- 
loppé par  l'accroissement  d'énergie  potentielle  du  liquide,  augmente  en  raison 
directe  de  la  valeur  de  T  (énergie  potentielle  par  unité  de  surface)  appartenant 
à  la  surface  liquide  au  moment  considéré  et  en  raison  inverse  de  l'épaisseur  de 
la  lame  au  même  instant. 

Delbœuf  {J.).  —  La  liberté  et  ses  effets  mécaniques.  (463-479)- 

L'auteur  regarde  l'homme  comme  une  force  analogue  aux  forces  de  la  nature, 
mais  agissant  au  moment  où  elle  veut. 

Le  Paige  (C).  —  Note  sur  certains  covariants.  (490-499)- 

Folie  (F.).  —  Rapport  sur  cette  Note.  (461-462). 

L  Le  déterminant  fonctionnel  de  (2A"  +  i)  formes  binaires  dont  l'ordre  est 
supérieur  à  aA"  est  une  fonction  linéaire  des  (ik-hi)  formes,  les  coefficients 
étant  des  sommes  de  produits  de  covariants  linéo-linéaires  des  formes  prises 
deux  à  deux. 

IL  Le  carré  du  déterminant  fonctionnel  de  2  k  formes  binaires,  dont  l'ordre 
est  supérieur  à  (2  A'  —  i),  est  une  fonction  quadratique  de  ces  formes,  les  coeffi- 
cients étant  des  déterminants  dont  les  éléments  sont  des  covariants  linéo- 
linéaires  des  formes  prises  deux  à  deux. 

Folie  (F.  )  et  Le  Paige  (C.  ).  —  Note  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre.  (61 1-6 1 3). 

Résumé  d'un  Mémoire  étendu  sur  ces  courbes,  qui  sera  publié  ultérieurement. 

Tome  II;  juillet  à  décembre  i883. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  formes  binaires  à  plusieurs  séries  de 
variables.  (4o-53). 

Folie  (F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (5-6). 

L'auteur  emploie  directement  la  notation  symbolique  pour  les  formes  à  plu- 
sieurs séries  de  variables,  au  lieu  de  calculer  un  système  binaire  réduit,  comme 
le  fait  Glebsch.  Il  peut  d'ailleurs,  grâce  à  cette  méthode,  soumettre  les  divers 
groupes  de  variables  à  des  substitutions  différentes.  Il  établit,  dans   le  cas  des 
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formes  trilincaires,   deux   formes  canoniques,  qui  lui  permettent   d'étudier  ces 
formes  avec  assez  de  facilité.  La  méthode  s'applique  aux  formes   plurilinéaires. 

Adan{E.).  — Latitude  en  voyage.  Procédé  graphique,  (i  12-127). 

Folie  {F.).  —  A  propos  de  la  détermination  de  la  latitude.  (^S;- 
263). 

Le  premier  auteur  donne  une  méthode  graphique  très  simple  pour  calculer 
rapidement  la  latitude  d'un  lieu  ;  le  second  montre  que  le  procédé  de  Bessel 
est  plus  sur  et  plus  simple  encore  si  l'on  se  sert  de  Tables  de  lignes  trigonomé- 
triques  naturelles. 

Folie  (F.).  —  Sur  la  cause  probable  des  variations  de  latitude  et 
du  magnétisme  terrestre.  (453-458). 

Cette  cause  est  peut-être  l'oscillation  de  l'écorce  solide  autour  de  son  noyau 
fluide  et  le  frottement  de  l'un  contre  l'autre. 

Van  der  Mensbrugghe.  —  Remarques  sur  les  phénomènes  élec- 
triques qui  accompagnent  les  variations  d'énergie  potentielle  du 
mercure. 

Conséquences  nouvelles  des  principes  thermodynamiques  de  l'auteur. 

Folie  {F.).  —  Histoire  de  l'Astronomie  en  Belgique.   (661-678). 

Il  n'y  a  pas  eu  d'observations  astronomiques  en  Belgique  avant  le  xix«  siècle, 
peu  d'auteurs  écrivant  sur  l'Astronomie  (Fromond  et  les  deux  Van  Laensberghe). 
Maintenant,  au  contraire,  outre  l'observatoire  royal  de  Bruxelles,  il  y  a  plu- 
sieurs observatoires  privés  et  beaucoup  d'auteurs  ont  traité  de  sujets  astrono- 
miques ou  géodésiques  :  Adolphe  Quetelet,  Ernest  Quetelet,  Ilouzeau,  Meyer, 
Schaar,  Mailly,  Montigny,  Terby,  de  Boe,  Van  Ertborn,  Van  Monckhoven, 
Van  Tricht,  Delsaux,  Spée,  Pirmez  (et  M.  Folie  lui-même). 

Tome  III,  janvier  à  juin  1882. 

Folie  (F.)  et  Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Rapports  sur  le 
Mémoire   intitulé   :    Exposition   critique  de  la    méthode   de 
Wronski  pour   la  résolution  des  problèmes   de    Mécanique 
céleste;  par  M.  G.  Lagrange.  (5-i3). 

Analyse  de  ce  Mémoire.  Suivant  l'auteur  et  les  rapporteurs,  la  méthode  de 
Wronski  est  plus  générale  que  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. Elle  en  difl"cre  par  l'introduction  de  nouveaux  paramètres  variables, 
notamment  de  la  vitesse  moyenne  (v  entre  les  vitesses  extrêmes  sur  la  conique 
variable,  et  un  choix  nouveau  de  coordonnées.  Les  forces  composantes  considé- 
rées sont  la  force  radiale  V\   la  force  tangcntiellc  T  cl    la   force  normale  P  au 
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plan  (le  l'orhilc.  La  iiu'lliode  consisl»;  à  passcrr  de  la  relation  (tdl  -  -  iv  cl-^ 
(G  clanL  la  gravilalioii  ),  (lui  est  rôijualion  (liHt-nMilicllc  d'une  conique,  dans  le 
cas  où  <v  est  consLanl,.  à  la  IrajecLoire  réelle,  dans  laquelle  w  varie  sous  l'in- 
(lucnce  des  forces  F,  T,  1'.  La  supériorité  de  la  méthode  de  W'ronski  sur  les 
autres  réside  surtout  dans  l'introduction  d'une  masse  fictive  variable,  au  lieu 
de  la  masse  constante  à  laquelle  est  duc  la  force  centripète,  dans  les  méthodes 
ordinaires.  La  coni([uc  décrite  sous  l'influence  de  cette  masse  fictive  coïncide 
mieux  avec  la  trajectoire  réelle,  résultat  qui  ne  semble  pas  avoir  ét<;  aperçu 
par  Wronski  lui-même. 

Folie  {F.).  —  Sur  un  critéi^lum  astronomique  certain  de  l'cxis- 
lence   d'une  couche  iluide  à  l'inlérieur  de  l'écorce  terrestre. 

(20-23). 

Folie  (F.).  —  Existence  et  grandeur  de  la  prccession  et  de  la 
nutation  diurne,  dans  l'hypotlièsc  d'une  terre  solide.  (yScj- 
753). 

Contrairement  à  l'assertion  de  Laplace,  il  y  a  une  précession  et  une  nutation 
diurne  appréciables  dont  la  valeur  est  plus  grande,  s'il  y  a  une  couche  fluide  h 
l'intérieur  du  globe. 

Adaii  {F.).  —  Quelques  mots  sur  une  métiiodede  détermination 
de  la  latitude.  (69-74)- 

Folie  (F.).  —  Un  mot  encore  sur  la  détermination  de  la  latitude. 

(35o-352). 

M,  Folie  défend,  contre  M.  Adan  qui  propose  un  procédé  graphique,  une 
méthode  de  Besscl. 

Delbœuf  (J.).  —  Déterminisme  et  liberté.  La  liberté  démontrée 
•   par  la  Mécanique.  (i45-i65). 

L'auteur  croit  pouvoir  concilier  le  déterminisme  avec  la  liberté,  en  admettant 
que  les  êtres  libres  peuvent  suspendre  leur  action. 

Weyr  [Em.).  —  Sur  les  surfaces  d'involution.  (472-485). 
Folie  (F.).  —  Rapport.  (460-461). 

Applications  nouvelles  des  méthodes  de  l'auteur  pour  étudier  à  la  fois  les 
involutions  et  les  courbes  d'ordre  supérieur. 

Teixeira  (G.).  —  Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre.  (486-498). 

L'auteur   cherche   les   trois   conditions  pour  que  ré((ua(ion  an\  dérivées  par- 
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lielles  Ar  +  B5  +  G^  +  D  =  o  ait  une  intégrale  de  la  forme 

f{x,y,  z,  p,  q)=  9  {x,y), 

o  étant  une  fonction  arbitraire.  Quand  ces  conditions  subsistent  et  même  dans 
d'autres  cas,  il  réduit  l'intégration  à  celle  de  deux  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles,  indépendantes  l'une  de  l'autre. 

Mansion  (P-)-  —  Principe  fondamental  relatif  au  contact  de  deux 
surfaces  qui  ont  une  génératrice  commune.  ('-53-'j6o). 

Catalan  {E.).  —  Rapport.  (716-717). 

Deux  surfaces  engendrées  par  une  courbe  d'espèce  donnée,  et  dont  les  équa- 
tions contiennent  (/i-hi)  paramètres,  ont  un  contact  d'ordre  k,  le  long  d'une 
génératrice  commune  si  elles  jouissent  de  cette  propriété  en  n  points  de  la 
génératrice  commune. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  une  représentation  géométrique  de  deux 
transformations  uniformes.  (760-762). 

Folie  {P')'  — Rapport.  (717). 

Représentation  géométrique  simple  d'une  transformation  d'ordre  5  ou  6,  à 
l'aide  de  cubiques. 

Tome  IV;  juillet  à  décembre  1882. 

Le  Paige  [C).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre.  (334-344)- 
Folie  (F.),  —  Rapport.  (3oi-3o2). 

Si  par  un  point  d'une  cubique  on  mène  les  rayons  aux  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  tous  les  autres  points  de  la  courbe,  on  obtient  une  involu- 
tion  biquadratique  du  premier  rang  définie  par  une  équation  de  la  forme 

a^-h'hiaa')  a%  +  a^-  =  o. 

Ce  théorème  permet  de  démontrer  une  foule  de  propriétés  des  cubiques,  par- 
ticulièrement celles  qui  se  rapportent  à  leurs  points  d'inflexion,  qui  semblaient 
échapper  aux  méthodes  antérieures  de  l'auteur. 

Le  Paige  {C).    —  Sur  quelques  transformations  géométriques 
uniformes.  (4 1 5-430* 
Démonstration  et  complément  des  résultats  indiqués  dans  le  Tome  précédent. 

Genocchi  (A.).  —  Sur  les  fonctions  de  M.  Prvm  et  de  M.  Her- 
mite.  (438-45i). 
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Les  deux  fonrlions  i\r,  !\L  Hennilc 


IX  X-r-l  I.A{X-h2)  J  ^^       '        Ja 


dv. 


qui  deviennent  celles  de  AL  Prytn  pour  a  =  \,  ont  déjà  clé  rencontrées,  flans  le 
cas  où  a  est  réel,  pur  Lcgendrc  {Fonctions  elliplifjues,  II,  5o2).  Lllcs  peuvent 
se  mettre  sous  diverses  autres  forrrics  assez,  intéressantes,  mais  loiif^ues  à  Irans- 
crire,  sauf  la  suiv.'inte  : 

Si  X  est  entier,  on  prend,  pour  définition  de  l'(x),  la  liniile  de  I' (x -f- e),  pour 

s  =  (). 

Tome  V,  janvier  à  juin  i883. 

Le  Paige  (C).    —  Sur  l'hoiTiographie  du   troisième  ordre.  (85- 
1 1  2). 

Folie  (F.).  —  Rapport.  (35-3()). 

Tillv  (J.  de).  —  Sur  le  théorème  de  GKasIes  relatif  aux  axes  cen- 
traux. (4oi-4o^^). 

Complément  de  la  démonstration  donnée  dans  le  même  Recueil,  t.  \\\V,  ?.\-3o. 

Folie  (F.).  —  Aux  lecteurs  des  Annali  di  Alalemalica .  (606- 
609). 

Réponse  à  certaines  critiques  de  M.  Véronèse. 
Le  Paige  (C).  —  Sur  les  surfaces  du  second  ordre.  (61  S-f)'?.;")). 
Folie  (F.).  —  Rapport.  (592-593). 

Construction  d'une  surface  du  second  ordre  déterminée  par  neuf  points,  par 
une  méthode  extrêmement  siinpic  qui  donne  autant  de  groupes  de  six  points 
que  l'on  veut  de  la  surface,  ces  points  ('lanl  situés  sur  un  plan. 

Ronkar  (F.).  —  Essai  de  détermination  du  rapport  A  :  G  des 
moments  d'inertie  principaux  du  sj)li(''roïde  lerreslre.  (-()8- 
8o5). 

Folie  (F.).  —  Rapport.  (6()()-()o5). 

Cette  détermination  est  faite   en   partant  de  deux  hypothèses    sur    la   loi    de 
densité   des  couches  terrestres,   celle  do  Laplace  et  celle  de   M.   Lipschitz.  Les 
Bull,  des  Sciences  niatlicin.,  ■>."  série,  t.  \.  (Juin  iSSd.)  R.^ 
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résultats  trouves  s'approchent  lieaucoup  de  celui  que  Poisson  a  tiré  de  la  théorie 
de  la  précession,  surtout  en  prenant  pour  la  valeur  de  l'aplatissement  celle  qui 
est  donnée  par  Faye  jg^V;^- 


Tome  VI;  juillet  à  décembre  i883. 

Catalan  {E.).  —  Théorèmes  d'Arithmétique  et  d'Algèbre.  (34- 

264-265). 

Extrait  d'un  Mémoire  publié  par  l'Académie  pontificale  des  Nuovi  Lincei. 

Folie  {F.).  —  Note  lue  à  l'Académie  ou  présentant  les  deux  pre- 
mières parties  de  la  théorie  des  mouvements  diurne,  annuel  et 
séculaire  de  l'axe  du  monde.  (i34-ï38). 

Analyse  d'un  .Mémoire  publié  en  18S4  par  l'Académie. 

Catalan  {E.)s  Tilly  [de)  et  Mansion  {P.)-  —  Rapport  sur  un 
concours.  (81 4-832). 

Examen  critique  d'un  Mémoire  relatif  au  dernier  théorème  de  Fermât. 

Jamet  {V .\  —  Généralisation  d'une  propriété  des  surfaces  du 
deuxième  ordre.  (885-8g4)- 

Catalan  {F.).  —  Rapport.  (833-836). 

Solution  du  problème  suivant  :  Une  surface  S  est  coupée  par  un  plan  P  con- 
tenant une  droite  fixe  D.  En  chaque  point  de  la  section  C,  on  mène  le  plan  T 
tangent  à  S.  Comment  doit-on  prendre  cette  surface  S  pour  que  les  plans  T 
concourent  en  un  même  point  M  et  que  le  lieu  de  M  soit  une  droite  A.  L'auteur 
prouve  que  D  et  A  sont  réciproques  et  il  ramène  la  détermination  des  lignes 
asymptotiques  de  S  aux  quadratures. 

Ilouzeau  (J.-C).  —  Note  sur  la  parallaxe  du  Soleil,  déduite  des 
observations  micrométriques  faites  aux  stations  belges,  pendant 
le  passage  de  Vénus  du  6  décembre  1882,  à  l'aide  d'héliomètres 
d'une  construction  particulière.  (839-842). 

Valeur  trouvée  8",90'j  rr  0,084. 
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MÉMOIRES  couronnés  et  autres  Mémoires  jjubliés  par  l'Académie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-ArLs  de  Helgique.  —  Ojlleclion  in-S". 
Bruxelles,  F.  Hayez  ('). 

Tome  XXVIIi;  juillet  iSjS. 
Ne  contionl  aucun  Mémoire  de  Malliématiqucs  pures  du  applifiuées. 

Tome  XXIX  ;  juin  187g. 

Adan  {E.).  —  Attractions  locales.  Correclion  des  élémenLs  de 
Tellipsoïde  oscillateur.  (3i  pages  et  i  planche). 

Adan  {E.).  —  Comparaison  entre  les  coordonnées  réelles  et  les 
coordonnées  théoriques  d'un  lieu  de  la  Terre,  l^éviation  ellip- 
soïdale. (16  pages). 

Adan  (E.).  —  Mémoire  sur  l'ellipsoïde  unique,  (10  pages). 

Le  but  de  l'auteur  est  de  corriger  les  éléments  de  Tellipsoïde  terrestre  géodé- 
siques  de  manière  à  faire  coïncider  les  résultats  des  calculs  géodésiques  avec  la 
détermination  directe  des  coordonnées  astronomiques,  pour  un  lieu  donné. 

Les  coordonnées  géodésiques  diirèrcnt  des  astronomiques  non  seulement 
parce  que  celles-ci  sont  influencées  par  les  causes  locales,  mais  aussi  parce  que 
celles-là  dépendent  de  IVIlipsnïHo  osculaleur  admis  pour  faire  les  calculs  dans 
chaque  pays  partir n lier. 

]  .an  Reysselberglie  {F.).  —  Note  sur  les  oscillations  du  littoral 
belge.  (18  pages  et  i  carte). 

Le  littoral  belge,  à  partir  d'Ostcnde,  a  baissé  depuis  un  siècle.  Cela  peut 
avoir  influé  sur  les  coordonnées  géographiques  d'un  mémo  repère. 

Tome  XXX;  janvier   1880. 

Spée.   —  Sur   le    déplacement  des  raies  du   spectre   des  étoiles. 

(i5  pages). 

Contre  la  thèse  de  Doppler. 


(')  \ ou  Bulletin.  1^  série,  t.  IL    î'  I^artie.  p.  jjo-j5i 
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Tome  XXXI;  septembre  1881. 

Catalan  {E.).  —  Mémoire  sur  les  fonctions  X,,  de  Legendre.  (1- 
64). 

Développement  d'une  Note  publiée  dans  le  Recueil  de  V Association  française 
pour  l'avancement  des  Sciences.  Voici  quelques-unes  des  innombrables  for- 
mules établies  par  M.  Catalan  :  1°  Les  indices  a,  Jâ,  y  satisfaisant,  de  toutes  les 
manières  possibles,  à  la  condition  a  -h  ^  -I-  y  =  w, 

^,  ^    ^      r^  COS^W  COSnw  û?(0 

'  "  J^     (:r^  sin^w -H  cos^w)"+» 

R(«  -h  6 y/—  I  )  désignant  la  partie  réelle  a  de  «  4-  b\J—  \. 

/•  +  ! 

3°  /        X„  log(n- .r)  <:/.r  =  (— 1)"-' 

2/?.-f-i  r^''      x„ 
4°  ^"  =  — : —  /         ,        

2        J  _  1      ^  I  —  IZX  -\-  z 


n\n  -\-\) 
^'         -    dx 


Le  Mémoire  contient  168  formules  numérotées. 

Tome  XXXII;  janvier  1881.  Tome  XXXIII;  septembre  1889.. 
Ne  contiennent  aucun  Mémoire  de  Mathématiques. 

Tomes  XXXÏV  et  XXXV;  août  i883. 

Mailly  (^Ed.).  —  Histoire  de  l'Académie  impériale  et  ro}ale  des 
Sciences  et  Belles-Lettres  de  Bruxelles.  (720  et  4^8  pages). 

L'ancienne  Académie  de  Rruxelles   a   subsisté  du  12  janvier  au  21    mai   179^. 
Le  présent  Ouvrage  en  est  une  histoire  très  complète,  où  l'on  trouve  des  ren- 
seignements exacts  sur  les  rares  mathématiciens  belges,  ou  habitant  la  Belgique, 
à  la    fin   du  siècle  passé  :    Bournons,    Ghiesbrecht,    de    Marcy,    de    Nieuport, 
'  Scheriïer,  Van  Swindcn,  de  Zach. 
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BULLIiTlN  DE  LA  Société  Matiiématiquk  de  France. 

Tome  XII;  i8«4  («). 

DOcagne.  —  Sur  révaluation  grapliiqiic  des  momcnls  d'incrlic 
des  aires  |)lanes.  (:>i-2-). 

jyOcagne.  —  Etude  géométrique  de  la  distribution  des  eflorts 
autour  d'un  point  dans  une  poutre  rectangulaire  et  dans  un 
massif  de  terre.  (27-36). 

David.  —  Sur  une  transformation  d(;  l'équalion  linéaire  d'un 
ordre  quelconque.  (36-43). 

Soit 

d"y       n{n  —  i)  ^  d'^'y 
dx"  2  !  dx"-' 

n(n  —  \){n  —  •>)      d"-^y        n(n  —  \)  {n  —  .>)  {n  —  3)  ^  cl"-*  v 

■+■   rr, ^  —. -H   n *^  ~i -t-  .  .  .  =  o  , 

M  dx"-'  \\  dx'-' 

une  équation  linéaire,  dont  ou  a  fait  disparaître  le  second  terme  (par  une  qua- 
drature). 
Si  l'on  pose 

dz  d' z  d  z  dK>  ,  a, 

'  '       dx         '       2  !  dx'         '       3  !  dx'  dx  «, 

on  change  l'équation  proposée  en  une  autre  de  même  l'orme 

d"u        n(n  —  x)^  d"-'  a 
dz"   ^         2!  '  dz'^-' 

n{n  —  I ) ( «  —  2  )       rf"^' u        n  (  n  —  ^)  i n  —  ?>)       d'*-* a  _ 

"^  3! ^«^i^-^  V-  ^"rf^^'"^----^' 

dont  les  coefficients  B^,  C^,  E^  sont  déterminés  par  des  relations  assez  simples 

/?.-+-!  /  a': 


K  = 


Ces  relations  ont  mis  l'auteur  sur  la  voie  de  deux   invariants  de  l'équation 
différentielle  : 

^ITz-'^'-"-'    Vdx      ' 


0 


a  -L.  i     "       .)    dz'  dz  \        ,1  ^i     *      b  dx^         dx         ) 


(')  Voir  Bulletin,  IX^,  5. 
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dont  le  premier  a  été  signalé  par  M.  Laguerrc  pour  les  équations  du  troisième 
ordre. 
En     particularisant    de    diverses   manières    la    fonction    indéterminée    -^  ? 

INI.  David   obtient  ou  retrouve  plusieurs    résultats  dont   voici  les  plus   remar- 
quables : 

1°  Dans  l'équation  linéaire  du  /i'^"'' ordre,  on  peut  faire  disparaître  le  deuxième 
et  le  troisième  terme  par  des  quadratures  et  par  la  résolution  d'une  équation 
linéaire  du  second  ordre  (Laguerre)  ; 

2°  L'équation  linéaire  du  troisième  ordre  se  ramène  par  des  quadratures  à  la 
forme 

d^  +2F(^)—  +[F'(c)  -\-\yc^  0     (Laguerre); 

3°  L'équation  du  quatrième  ordre  a  la  forme 

„„   d'il  /od\^,        .1  \<^^"        /9'ro        f>  ^'K,\ 


d' u 
dz' 


Picard.    —    Sur   un   groupe   de   transformations  des    points   de 
l'espace  situés  du  même  côté  d'un  plan.  (43-47). 

On  sait  que,  par  une  substitution  f^,  -^^ — -^  j  à  coefficients  entiers  et  réels 

et  au  déterminant  i,  à  chaque  point  z  situé  au-dessus  de  l'axe  des  quantités 
réelles  correspond  un  point  situé  au-dessus  de  cet  axe  et,  en  général,  par  une 
substitution  du  groupe,  un  point  et  un  seul  situé  dans  le  triangle  fonda- 
mental. 

Ce  théorème  est  étroitement  lié  à  la  question  de  la  réduction  des  formes 
binaires  définies.  En  substituant  à  l'étude  de  ces  formes  celle  des  formes  qua- 
dratiques à  indéterminées  conjuguées,  M.  Picard  est  conduit  à  envisager  la 
substitution 


(S) 


,  _  ca„  ( a7J7„ -F  j'-)  +  adr  -f-  c^,.^-„  +  db^^ 
~   cc^  (  xx^  H-  y)  ■+-  dc^  X  -4-  f/,  cx^  +  c/rf,. 

,    ,  ,        aa^  (  XX ^  +  r ')  +  ^<^n X  -F  6„ ax.+  bb, 

X  Jc^  +  r-=  — -. — "^ — -r^ -f^ TT 

ce  { XX  +>'■')-+-  de  X  ^  d^cx^-h  dd^ 


oîi  X  est  complexe,  y  réel  et  positif,  a,  b,  c,  d  complexes  («t/  —  ^c  =  i)  et  où 
les  quantités  affectées  de  l'indice  o  sont  les  conjuguées  des  quantités  corres- 
pondantes sans  indice.  A  chaque  point  (^,  r,,  î^)  situé  au-dessus  du  plan  des  ^Tj 
correspond,  si  Ton  pose 

une  seule  valeur  de  x  et  une  seule  de  jk,  et  réciproquement.  A  la  substitution 
(S)  correspond  ainsi  une  transformation  du  point  en  question  en  un  autre 
point  du  demi-espace  (comparer  le  Mémoire  de  M.  Poincaré  sur  les  groupes 
kleinécns).  Si,  de  plus,  a,  b,  c,  d  sont  des  entiers  complexes,  le  groupe  (S) 
sera  discontinu  pour  tout  point  du  demi-espace  non  situé  dans  le  plan  des  ^t,. 
Son  polyèdre  fondamental  est  limité  par  les  quatre  plans  ;—  \.  \— — \. 
f\  =  \i  Tj  =  — ^  et  extérieur  à  la  sphère  '%' -\-  ff-f-  1^-=  i. 
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l*icard.    —    Sur   la    (oiiik;  des  intégrales   <l<;.s  «Wjiialion^  'lillV'i'cii- 
tiellc'S  du   prciiiici-  ordic.   (  ^<S-;h  i. 


SoiL  IV'qualion  flillV'iciil  icilc 


du 


(loiiL  le  second  membre  est  nue  fonction  lioloniorplie  flans  le  voisina;^!'  des 
valeurs  u  =  o,  c  =  o,  et  qui  s'annule  pour  ces  valeurs,  en  sorte  que  le  eoellicient 
tlill'érentiel  devient  indéterminé. 

L'équation  admet  une  infinité  d'intéj^rales  s'annulant  pour  ;;  —  o  et  se  prt'- 
scntant  sous  forine  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  z 
et  de  z''-\  où  b  est  le  second  coefficient  du  développement  de 

f{u,  z)  —  az  -r-  bu  ~. .  . . 

Ce  résultat,  établi  simultanément  par  MM.  IMcard  et  iNjincaré,  suppose  la 
partie  réelle  de  b  positive  et  supérieure  à  i,  hypothèse  (jui  ne  restreint  pas  la 
j^énéralité.  M.  Picard  complète  cette  proposition  en  montrant  que  l'on  obtient 
ainsi  toutes  les  intégrales  qui  s'annulent  pour  ^  ==  o. 

RaJJ'y.  —  Sur  les  transformations  invariantes  des  difi'érentielles 
elliptiques.  (  Si-^i). 


Si,  f{x)  représentant  une  fonction  rationnelle  et  \/\\{x)  un  radical  ellip- 
li((ue,  il  existe  une  fonction  y  vérifiant  à  la  fois  les  deux  t'((uations 


cette  fonction  sera  dite  fournir  une  transfornialion  invariante  de  la    difieren- 

.  ,,      f{x)clx 
tielle  ^ — 

L'auteur  démontre  d'abord  que  toute  différentielle  elliptique  susceptible  d'une 
transformation  invariante  s'intègre  en  termes  finis;  puis  il  indi([ue  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  différentielle  elliptique  ailmelte 
une  pareille  transformation.    Il  détermine  les  transformalions   invai-ianles  du 

premier  ordre.   Il  prouve  qu'étant  donné  le  radical  y'\K{x)   il  existe   toujours 

une  infinité  de  fractions   rationnelles  f{x)  de  chaciue  degré  telles  que  la  ilifTé- 

f  i  X  )  clx 
rentielle  admette  une  transformation  invariante  du  premier  ordre;  et 

s/)X{x) 
il  fait  connaître  le  type  qui  contient  toutes  ces  fractions  /(.r). 

Comme  application  on  retrouve  certains  résultats  connus  concernant  les 
intégrales  pseudo-elliptiques,  et  on  les  généralise  facilement.  Kn  terminant, 
M.  Rafl'y  remarque  que  toute  transformation  (au  sens  de  Jacobi  ),  effectuée  sur 
une  différentielle  elliptique  susceptible  d'une  transformation  invariante,  donne 
une  différentielle  elliptique  également  susceptible  d'une  transformation  inva- 
riante. De  là  résulte  la  généralisation  des  trois  cas  de  réiluction  des  intégrales 
ellipti((ucs,  signalés  par  M.  Hermite  dans  son  Mémoire  Sur  une  forniulc 
(l'Euler  {Journal  de  Liouiif/c,  iS<So). 
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Lemoine.   —  Quelques  propriétés  des  parallèles  et  des  antl pa- 
rallèles aux  côtés  d'un  triangle.  (^2-^8). 

D'Ocagne.  —  Sur  une  série  à  loi  alternée.  (78-90). 

L'auteur  déduit  l'expression  explicite  du  terme  général  de  la  série  définie  par 
les  deux  formules  de  récurrence 

a,  [5,  Y,  0  et  le  premier  terme  Ug  étant  quelconques.  Si  l'on  désigne  par 
R(-|  le  reste  de  la  division  de  k  par  2,  par  k(-)  la  partie  entière  du 
quotient,  on  aura 


U, 


ay  —  I 


Dans  le  cas  particulier  où  a  =  y  —  2,  p  —  o,  5  =  —  i,  U^  =  i,  cette  formule 
permet  à  l'auteur  d'exprimer  les  coordonnées  des  sommets  des  triangles  inscrits 
les  uns  dans  les  autres,  de  telle  sorte  que  les  sommets  de  chaque  triangle  coïn- 
cident avec  les  milieux  des  côtés  du  précédent. 

L'auteur  calcule  ensuite  la  somme  S  =  Ug+  U,4-. .  .-l- U^..  Elle  croît  indéfi- 

,  -S  S(i+a)  +  ;3(n-y) 

niment  avec  A',  mais  —  a  pour  limite ■ — ^ ~  • 

k  :>(i— ay) 

Taniiery  (/^.).  —  Note  sur  la  théorie  des  ensembles.  (90-96). 

Démonstration  de  cette  proposition,  admise  par  .AL  Cantor  :  La  puissance 
de  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  de  o  ci  \  n'est  autre  que  celle  de  la 
seconde  classe  de  nombres. 

A  l'expression  d'ensemble  à  n  dimensions  (terminologie  de  AL  Cantor) 
jM.  p.  Tannery  substitue  celle  d'ensemble  à  11  entrées.  Chaque  entrée  sera  dé- 
terminée complètement  et  dans  un  sens  unique  par  son  rang  m,  variant  de  i 
à  n  inclusivement;  elle  sera  considérée  comme  se  faisant  suivant  une  certaine 
suite  de  nombres  définis  sans  ambiguïté.  Le  nombre  oj„,  des  éléments  de  cette 
suite  pour  la  /i'^"*  entrée  est  l'expression  de  cette  entrée. 

Si  l'on  considère  un  ensemble  fini  d'éléments  classés  dans  une  pareille  table  à 
n  entrées,  dont  les  extensions  w  (supposées  égales)  sont  finies  et  connues,  le 
nombre  de  ces  éléments  ou  la  puissance  de  leur  ensemble  sera  le  produit  w". 

Si  0)  croît  indéfiniment,  de  manière  à  représenter  la  puissance  de  la  série  des 
nombres  entiers  positifs,  n  étant  déterminé,  o>"  reste  de  la  première  puissance. 
Il  n'en  est  plus  de  même,  si  en  même  temps  l'entier  positif  n  croit  au  delà  de 
toute  limite;  on  parvient  ainsi  à  la  conception  d'un  ensemble  dont  la  puissance, 
supérieure  à  la  première,  pourra  correspondre  au  synibolc  w"'.  0\\  |)cut  aussi 
dépasser  la  première  puissance,  en  laissant  à  l'extension  des  entrées  une  valeur 
fixe  a,  tandis  que  Ton  fait  croître  n  indéfiniment;  on  arrive  ainsi  à  un  autre 
symbole  a"',  qui  sera  de  la  seconde  puissance;  car,  dans  Tordre  d'idées  oii  l'on 
s'est  placé,  il  ne  peut  y  avoir  d'autre  puissance  intermédiaire  entre  celle  de  (■> 
rt  celle  (le  a". 
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Il  rcslc  à  proiivci-  (ju'il  y  a  bien  là  deux  puissances  difl'<-rcnles;  c'est  ce  que 
fait  M.  P.  'J'anncry,  en  montrant  ((iic  l'cnsenihlc  des  nombres  réels  compris 
entre  o  et  i  est  de  la  nirmc  puissance  (pie  a"'.  Le  symbole  oj"  ne  conduit  pas  à 
la  conception  d'une  puissance  supérieure. 

Goiirsat.  —  Sur  l'intc^ralion  de  (juchjiins  équations  linéaires  au 
moyen  de  fonctions  doublement  |M'riodiques.  (|)6-i  i^)* 

Soit  une  équation  linéaire 

(')  F(y)  =  o, 

d'ordre  m  à  coefficients  rationnels  et  à  intégrales  régulières,  admettant  comme 
points  de  ramification  pour  l'intégrale  générale  Jes  points  a,,  «^,  ...,  a  et  le 
pointa;  ■=  go,  qui  par  liypotlièsc  est  un  véritable  point  critique.  On  suppose  que 
les  racines  des  diverses  équations  déterminantes  fondamentales  relatives  aux 
points  critiques  «,,  «_,,  ...,  «,^,  oo  soient  commensurables;  que  l'intégrale  géné- 
rale ne  contienne  aucun  logarithme  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points; 
que  les  racines  d'une  même  équation  fondamentale  soient  réduites  à  leur  plus 
petit  dénominateur  commun  (m^.  pour  a-  et  n  pour  x  -^^  »  ).  Si  les  nombres 
/»,,  m^,  .. .,  m^  vérifient  la  relation 


t 

I 

I 



+  . , 

.  .  -I-   

+  -  =  p 

/M, 

1)1^ 

n 

on  sait  que  l'équation  différentielle 


i--i- 


dx  1  -  —  1  -  — 

aura  pour  intégrale  générale  une  fonction  uniforme /(^),  rationnelle,  sim- 
plement périodique  ou  doublement  périodique.  Supposons-la  doublement  pério- 
dique. Par  le  changement  de  variables  —f{z),  l'équation  (i)  se  transforme  en 
une  équation  à  coefficients  doublement  périodiques,  dont  l'intégrale  générale 
est  aussi  une  fonction  de  z  uniforme  dans  tout  le  plan  et  peut  alors,  en  vertu 
du  théorème  de  iM.  Picard,  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  6. 

L'application  de  la  méthode  précédente  permet  à  M.  Goursat  d'énuniérer  les- 
é((uations  linéaires  qui  correspondent  aux  quatre  types  bien  connus  d'éiiuations 
binômes  auxquels  se  ramènent,  par  une  substitution  linéaire,  toutes  les  équa- 
tions de  la  forme  (  i>  )  dont  l'intégrale  est  uniforme  et  doublement  périodique. 
Signalons  l'équation  du  troisième  ordre 

1   xHx  —  i)^  -~-  -h  \\x  -h  \\{x  --  \)\xUx—  i)  ^-r^ 
I  ax'  dx' 

^■'^  ■       -^-\Ç,x{x  —  v)-^\)x-\-\i{\  —  x)\x{x-\)-^ 

—  [  Fj;-(  J7  —  i)  -\-  lix{x  —  \)  -r-  II  j:  -T-  K( x-  —  i)]^)'  —  o, 

où  11  est  un  paramètre  arbitraire  cl  où  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  K.  I',  II,  K 

sont  choisis  di',   façon  à  donner  aux   racines  des  équations   dclerminanles  ton- 
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daiiienlalcs  les  valeurs 


ni,     7M  +  TT'      //i  +  -)      pour  X  —  o, 


//,         /i   -h  r,  '         /i    +    -5        pour  07  —  1, 

o  o 


p,      p  -\-  ^1      p  -\-  -^      pour  X  ^  X  , 

les  /n,  n,  p  étant  des  entiers  quelconques,  mais  dont  la  somme  est  nulle. 
Si  l'on  fait  x  =  f{z),  f{z)  étant  une  intégrale  de  l'équation  binôme 

:dï)  =.^-^-(^-0-, 

y  sera  une  fonction  uniforme  de  z,  exprimable,  quel  que  soit  h,  au  moyen  des 
fonctions  0. 

M.  Goursat  fait  ressortir  les  analogies  de  l'équation  de  Laiiié  et  de  l'équation 
(3),  dont  il  étudie  l'intégration  avec  détails. 

D^OcagJie.    —    Sur  la  droite  moyenne  d'un  système  de  droites 
quelconques  situées  dans  un  plan,  (i  i4-i23). 

Poincaré.   —  Sur  la   réduction  des  intégrales  abéliennes.  (124- 

■  43). 

L'auteur  se  propose  de  démontrer  deux  théorèmes  de  M.  Weierstrass,  énoncés 
dans  un  Mémoire  de  INI""*  Kowalevsky  : 

Si  l'on  envisage  un  système  de  p  intégrales  abéliennes  de  rang  p,  parmi  les- 
quelles il  y  en  a  une  susceptible  d'être  réduite  aux  intégrales  elliptiques,  et  si 
l'on  considère  également  la  fonction  0  correspondante  : 

1°  Cette  fonction  0  à  p  variables  peut  être  changée,  par  une  transformation 
d'ordre  A-,  dans  le  produit  d'une  fonction  0  à  une  variable  et  d'une  fonction  0 
a  p  —  I  variables  ; 

2°  Elle  peut  également  par  une  transformation  linéaire,  c'est-à-dire  du 
premier  ordre,  être  amenée  à  une  forme  telle  que,  le  Tableau  des  périodes  s'é- 
crivant 


I     0 
o      I 


0       T, 
O        T 


T,_^., 


avec  les  conditions  habituelles 


"^aS  —  "^.Sk' 


SOI  oui 


la  période  T,^  soit  commcnsurable,  et  que   les   périodes  t,^,   t,.,  ..., 
nulles. 

INI.  Poincaré  généralise  le  premier  de  ces  théorèmes,  en  supposant  <|ue  a  des 
p  intégrales  abéliennes  sont  susceptibles  d'être  réduites  au  rang  ;j. ;  alors  la 
fonction  0  à  p  variables  peut  être  changée,  par  une  transformation  d'ordre  /i, 
dans  le  produit  d'une  fonction  0  à  ;j.  variables  et  d'une  fonction  0  à  p  —  ;j.  va- 
riables. 


llliVUh:   I)i:S    PUBLICATlOxNS.  i39 

Le  second  ihi-orùrnc  csl  «■f,'al(;menL  susccptihle  de  généralisation  (dans  la 
Mièine  liy|)Olliès(;  ).  On  peut  clniisii-  l»;  syslèine  normal  des  ()(*riodes,  de  laron 
([lie  les  [X  premières  intégrales  nornifiles,  (pii  correspondent  à  ce  système,  soient 
précisément  [x  des  intégrales  rédnctihles.  Dans  ces  ;x  intc'-grales  normales,  les 
périodes  de  rang  2  ;x -{- 2,  •.>.\i.-t-\,  j  ;x  +  6,  ...,  2[>  —  "?.,  jp  sont  nulles;  de  piu->, 
il  y  a  des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers  : 

1°  Entre  les  périodes  de    rang  2|x  +  i,  ::,  '\,  (i,   ....   ?  ;x,  3,  5,  7,  . . ,,  2;x  —  i  ; 
2°  Entre  les  périodes  de  rang  2{x  +  3,  4»  '>>  •••>  ■*  l-"-?  ^>  7>  •••>  -'!■'•  —  '' 
.)"  Entre  les  périodes  de  rang  2jx-h.'),  <>,  8,   ....   ia,  7,  «(,  .-.,  .2 ;x  —  i; 

[x-i°  Entre  les  périodes  de  rang  4  [J-  —  •'>,  '^  |J-  —  -i»  ^  ;-••,  :^  ;x  —  1  ; 
jx"  Entre  les  périodes  de  rang  [\)x  —  i  et  \\x. 

Dans  le  Tableau  des  périodes,  la  période  de  rang  .>X  est  supposée  occuper  la 
)^icmc  colonne,  la  période  de  rang  :>À  — i  la  (p-H  a)'"'""  colonne. 

Picard.  —  Remarque  sur  la  rédticlioii  des  intégrales  ahéliennes 
aux  intégrales  elliptiques.  (i53-i55). 

Du  second  théorème  de  M.  Weierstrass,  cité  dans  la  xNote  précédente,  il 
résulte  en  particulier  que  dans  le  cas  où,  pour  une  courbe  du  second  genre,  il 
y  a  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  ayant  seulement  deux  périodes, 
on  peut  toujours,  par  une  transformation  du  premier  degré,  obtenir  un  système 
d'intégrales  abéliennes  ayant  pour  Tableau  des  périodes 

0  I      Cl       -  > 
A' 

1  0     -     (j , 

A 

où  [x  est  un  des  entiers  1,2,  . . .,  A"  —  i. 

INI.  Picard  avait,  en  1881,  déterminé  ce  Tableau  de  la  manière  la  plus  précise 
(|ue  voici 

(  o    ,     G    ^, 
(  '    "    D    *^' 

il  montre  actuellement  que  l'on  peut,  par  une   transformation  du  premier 
degré,  passer  du  premier  Tableau  au  second. 

Lemoine.  —  Sur  les  nombres  pseudo-symétriques.  (i55-iG-). 

TcJiebicheff.  —  Sur  les  fractions  algébriques  qui  représentent 
approximativement  la  racine  carrée  d'une  variable  comprise 
entre  les  limites  données.  (i()7-i()8). 

l/autcur   détermine   les   fractions   rationnelles  dun   degré  donné  (jui    ropré- 

senteut  avec  le   plus  de   précision  i  x  enlrc  x  —  -  <  i  cl  x  ~  ay  \.   Pour  le 
*  *  a 
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dcarc  I,  la  frucLion  csl  de  la  foriiic p->  où  A  est  racine  de  l'équalion 

k'  —  6 A-  —  4  ( rt  +  -")  A-  —  3  =  o. 

On  en  conclut  la  valeur  approchée  de  \/x  entre  deux  limites  quelconques. 
D^Ocagiie.  —  Sur  certaines  figures  minima.  (168-177). 

Lebon.  —  Sur  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  d^ori- 
gine  de  l'ombre  portée  sur  lui-même  par  un  cylindre  ou  un 
cône  creux.  (177-179). 

Tcliebicheff.  —  Sur  la  transformation  du  mouvement  rolatoire 
en  mouvement  sur  certaines  lignes,  à  l'aide  de  systèmes  articulés. 
(179-187). 

Tome  XIII;  i885. 

AppelL  —  Sur  une  méthode  élémentaire  pour  obtenir  les  déve- 
loppements en  série  trigonométrique  des  fonctions  elliptiques. 

(i3-i8). 

Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  A„,  par  la  relation 


K-Ki)  _y 


\      TT  /      /  _    . 

=   >  A„e"'-. 


Chassant  le  dénominateur  et  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 
de  e'"^,  on  a 

pour  toutes  les   valeurs  de  [x  et  v  dont  la  somme  est  n.   Faisant  v  =  /i  —  [jl  et 
profitant  de  la  relation  A_„=  A,p  il  vient 

^.  =  1 

Kn  faisant  successivement  11  —  o,  i,  2,  ...,  on  a  une  infinité  d'équations  pour 

déterminer  les  coefficients  A^,  A,,   Pour  en  tirer  ces  coefficients,  M.  Appell 

fait  d'abord  /i  =  o,  1,  :2,  . . .,  m.  Les  équations  proposées  sont  du  type 

cos/?>.  =  A  cos/?a  +  B  cos/;6 +. .+ L  cos/;/,         (p  =  o,  i,  a,  ...,/;0- 

On  en  conclut 

_  (  cos X  —  cos b). . .{ ces X  —  cos / ) 

(cosrt  —  cos 6). .  .(cosrt  —  cos/) 
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bi  1  on  pose  w  —    — j- — »  on  retombe  sur  les  erju.'itions  (r)  en  fiii'^îint 

A  =  A,„         li=_oA,r/,         G=2A//S         ...,         L  .-  (_  ,)- A„.7"'--, 
X  =  T,        a  =  o,         0=0),        c  ■=  2  0),         . . .,        /  —  mil). 

On  forme  ainsi  l'expression  de  A,^,  (jui.  en  tenant  compte  des  identités 
cosvo)  -f- 1  (i  +  a^'^y 


COS  [JLO)  —  COS  VO)  ^  (  I  —  /y'I*-'-^'  )  (  I  —  fj'.'--  ''  ) 

COS  VO)  -f-  I  _  (  I  _f_  ^av  )2 

COSVW  —  COSIXO)  ~   (i — rj^''-'i^){i — q^'+'i^)* 

se  transforme  en  la  suivante  : 


i*-  I  _}_  gï[^     V  =  //t  —  (X  V  ^  //;  -+-  (J, 

V  =  1  V  =  1 

Si  l'on  fait  m  =  x  et  que  l'on  pose 


on  retrouve  la  formule  de  Jacobi 

Poincaré.  —  Remarques  sur  l'emploi  de  la  méthode  précédente. 

(19-27)- 

Dans  quel  cas  peut-on  légitimement  employer  la  méthode  de  M.  Appell  pour 
résoudre  une  infinité  d'équations  linéaires  à  une  infinité  d'inconnues,  c'est- 
à-dire  prendre  jn  de  ces  équations,  n'y  conserver  que  les  m  premières  inconnues, 
calculer  leurs  valeurs  et  faire  croître  m  indéfiniment? 

Pour  répondre  à  cette  question,  !M.  Poincaré  envisage  d'abord  le  système 
homogène 

(0        A^ajH- A.aJ-t-...-HA„«2-l-...  =  o,     (/)  =  o,  i,  2,  . . .,  ad  inf.  ), 

où  les  nombres  connus  a,,  a.^,  ...  vérifient  les  conditions 

l«,H-,  l>l«„K        lim|aj^oo. 

Il    forme   la   fonction   /{x),  holomorphc  et  de  genre  zéro,  qui  admet  pour 

/xi'  dx 
-r:r, — T  prise  le  long  d'un  cercle   qui   a 
F  (a?) 

pour  centre   l'origine  et  un   rayon  variable  compris  entre  |  a„  |  et  |  «„^,  |  ;  on 
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suppose  que  J      tend  vers  zéro,  quel  que  soit/?,  pour  n  =  x.  Soit 

—  Cf.- 


A  = 


I ^  M  I 


a../ 


I 


le  résidu  de  — pour  x  —  a,.  L'hypothèse  précédente  peut  s'écrire 

F(x) 

2:A,a/;  =  o, 

de  sorte  que  les  A^  sont  une  solution  du  système  (i).  C'est  bien  celle  à  laquelle 
conduirait  la  méthode  de  M.  Appel).  Mais  elle  n'est  pas  unique;  les  quantités 
k.a^,  A^af,  ..,,  par  exemple,  satisfont  également  aux  équations  (i).  Il  est  dif- 
ficile d'exprimer  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations;  M.  Poincaré 
donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante  à  laquelle  elle  doit  satisfaire. 

II  y  a   des  cas  où  la  solution  obtenue  par  la  méthode  de  M.  Appel!  n'existe 
pas.  Ainsi  pour  «„=  (/?  —-^Y '!'--,  d'où 


les  résidus  de  7^7 — :  '  savoir 


F{x)  =  cosv/^, 


A„  =  ±(2/i  — Or, 


ne  donnent  pas  une  solution  des  équations  (i),  car  la  série  2A„  n'est  pas  con- 
vergente. 

Reprenant  les  équations  mêmes  traitées  par  M.  Appell,  M.  Poincaré  montre 
que  la  solution  trouvée  par  ce  géomètre  y  satisfait  effectivement.  Il  existe  une 
infinité  d'autres  solutions,  mais  il  n'y  en  a  qu'une,  celle  de  M.  Appell,  qui 
conduise  à  un  développement  convergent  de  SA.j^ei". 

Weill.  —  Sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  quatre  carrés. 
(28-34). 

Démonstration  directe  d'un  théorème  dû  à  Jacobi,  qui  l'a  déduit  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  : 

N  étant  un  entier  impair,  le  nombre  des  décompositions  de  4  N  en  une  somme 
de  quatre  carrés  tous  impairs  est  double  du  nombre  des  décompositions  de  N 
en  quatre  carrés. 

INI.  Weill  établit  aussi  la  proportion  suivante  : 

N  étant  un  entier  non  multiple  de  trois,  si  les  deux  nombres  N  et  3N  n'ad- 
mettent l'un  et  l'autre  que  des  décompositions  en  quatre  carrés  positifs  non 
nuls  et  distincts,  le  nombre  des  décompositions  de  3N  est  double  du  nombre 
des  décompositions  de  N. 

Marchand.  —  Méthode  pour  mener  les  plans  tangents  aux  sur- 
faces gauches.  (34-4^)- 

Sur  la  génératrice  AB  prenons  trois  points  1\I,,  INI,,  M3  où  le  plan  langent  est 
connu,  et  projetons-les  en  ;;?,,  /«^,  /»,  sur  un  plan  arbitraire,  mais  non  pa- 
rallèle  à   AIî.  Sur  le  plan   de   projection    par  /»,,  /;?,   inenons  des  parallèles  à 
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riioiizontalc  du  j)Iiin  tanjîcnl  on  M^.  pîir  ni ^  des  parallèles  aux  iiori/onlales  des 
plans  tangents  en  M,,  .M^.  Joij^nons  les  points  I,  ^,  I,  j,  où  les  deux  droites  du 
second  roupie  roupent  relies  du  preniicr;  i"  la  droite  I,  j,  I,,  est  j)arallrle  à  la 
tiare  sui-  le  pian  de  projeclion  (in  pian  tanj^cnt  à  Tinlini  à  la  surface  gauclic 
suivant  AB;  '.>."  eiio  coupe  la  projection  de  la  f^i'iiératricc  AH  au  [)oint  où  se 
projette  le  point  de  contact  tiu  pian  tancent  normal  au  pian  de  projection. 

On  ol)tient  ainsi,  en  faisant  varier  le  pian  de  |)rojectron,  la  solution  générale 
du  problème  des  plans  tan?;cnts  aux  surl'aces  gauches,  (|uand  sur  une  généra- 
trice trois  plans  tangents  sont  connus. 

llumhert.  —  Sur  les  courbes  unicursales.  (49-^^4  ^^  ^9"9''^)' 

Une  courbe  unicursalc  de  degré  n  est  représentée,  en  coordonnées  homogènes, 
par  des  équations  de  la  forme 

'  x^~  a^t"-^  rt,  i'-'  H- . . . , 

(  ^3  —  c„  t"  4-  c,  r—'  -t- 

M.  Humbert  résout  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  Étant  donnée  une  courbe  de  degré  n  représentée  par  les  équations  (i). 
former  l'équation  de  cette  courbe  et  celle  des  adjointes  de  degrés  n  —  :>  et  «  —  i  ; 

2"  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  courbe  re- 
présentée par  des  équations  de  la  forme  (i)  ne  soit  pas  de  degré  «,  et  exprimer 
ces  conditions  en  fonction   des  coefficients  qui  figurent  dans  les  équations  (i). 

Appell.  —  Sur  la  chaînette  sphérique.  ((ij-'ji). 

Il  s'agit  de  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  posé  sur  la  surface 
d'une  sphère  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement.  Si  l'on  prend  la  ver- 
ticale pour  axé  des  z,  on  peut  exprimer  les  coordonnées  rectangulaires  x  et  j' 
en  fonction  uniforme  d'un  paramètre  u,  de  la  manière  suivante  : 

r.    -  ~\\{u  —  u.  )  H  (  u. —  «'.,  ) 

•^  '  \l{u  —  x)  II  (a  —  [i) 

H,  R,,  G,  a,  p,  u^,  u,,  u\,  u^  désignant  des  constantes.  M.  Ilcrmite  avait  déjà 
montré  {Journal  de  Crelle,  t.  85)  que  les  coordonnées  rectangulaires  de  l'ex- 
trémité d'un  pendule  sphérique  sont  exprimables  en  fonclion  uniforme  du 
temps  à  l'aide  des  fonctions  B. 

D^Ocagne.  —  Sur  les  isomélriqucs  d'une  droite  par  rapport   à 
certains  systèmes  de  courbes  planes.  (71-83). 

Étant  donné  un  système  G  de  courbes  planes,  on  considère  des  courbes  K 
telles  que  les  arcs  de  ces  courbes  compris  entre  deux  quelconques  des  courbes 
du  système  G  soient  tous  égaux  entre  eux  :  on  dira  que  les  courbes  K  sont 
des    trajectoires  isométriciues  du  système  G.  On  peut  se  donner  arbitrairement 
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une  des  courbes  K;  l'auteur  se  borne  aux  cas  où  cette  courbe  se  réduit  à  une 
droite  x  =  a. 

Soit  alors  F(j7,  y,  >.)  =  o  l'équation  du  systènne  C.  L'ordonnée  h  du  point 
oîi  l'une  des  courbes  C  coupe  la  droite  x  ■=  a  est  donnée  par  l'équation 

F  (a,  h,  "k)  =  o. 

Éliminant  "k  entre  ces  deux  équations,  on  a 

h^  '^ix,y),        dh  =  9;^  dx  -+-  9 ' .  dy, 
d'où 

(?;^-)(iy+^'p>;i-^(?'i-o=o- 

Cette  équation  du  premier  ordre  et  du  second  degré  montre  qu'il  existe  deux 
systèmes  d'isométriques  répondant  à  la  droite  donnée.  M.  d'Ocagne  intègre 
cette  équation  dans  divers  cas. 

Lorsque  le  système  C  se  réduit  à  des  droites  concourantes,  x  et  j'  s'expriment 
en  fonction  uniforme  d'un  paramètre  n  au  moyen  des  fonctions  a'  et  p  de 
M.  Weierstrass,  de  la  manière  suivante  : 


X  = 


\/p{u) 


^à^y        y^x[\/p^u)-j-xp{u)]. 


Lorsque  les  courbes  C  sont  des  hyperboles  équilatères  de  mêmes  asymptotes 
dont  l'une  est  parallèle  à  la  droite  donnée,  on  a 

C  +  au  _  a  p'  (u)  —  {C  -i-  au)  p{u) 


Vpïu)  VPiiO 

Humbert.  —  Sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre.  (gS- 

119)- 

Sélivanoff.    —   Sur   la   recherche   des   diviseurs    des    fonctions 
entières,  (i  ig-iSi). 

L'auteur  montre  sur  divers  exemples  l'avantage  qu'offre  la  considération  des 
congruences  pour  trouver  les  diviseurs  de  divers  degrés  d'un  polynôme  à  coef- 
ficients entiers  y"( a;).  On  connaît  le  nombre  des  fonctions  irréductibles  suivant 
un  module  premier,  et  il  est  facile  de  les  former.  Par  rapport  au  module  2,  il 
n'y  a  qu'une  fonction  irréductible  du  second  degré 

a?'  +  ;Z7  H-  I , 
et  deux  du  troisième 

X^  -^  X^-hly     x^-\-  x-\--i. 

Pour  le  module  3,  on  a  trois  fonctions  du  second  degré 

X-  -v-  X  +  \,      X^  —  X  —  I ,      X'^-\-  X  —  I ,     . 
et  huit  du  troisième 

x^- — X  —  I,    x^ — x-\-i,    x^+x'^ — I,    a;' — x^-\-i, 

X' — X'-\-X+\,      X^-hX" —  X-r-i,      X^ — X- — X  —  I,      X"- -\- X^ ->r  X  —  I, 
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En  divisant  /{.x)  par  ces  fonctions,  on  rcconnail  quels  sont  les  diviseurs 
dc/(a7)  du  second  et  du  troisième  def^rr  par  rapport  auv  modules'^  et  '.i. 

Starkoff.  —  Sur  la  résolution   des  piohlrrnes  j^éomélriques  par 
le  calcul  des  varialions.  (i3'2-i/|3). 

Parmi  les  prol)lèmcs  de  variations  qui  ont  pour  objet  la  rcclierche  des 
courbes,  il  y  en  a  qui  ne  peuvent  être  r«''Solus  qu'en  prenant  l'arc  s  pour  va- 
riable indépendante.  Pour  n'introduire  dans  la  représentation  analyli<|ue  que 
des  relations  géométriquement  possibles  entre  l'arc  s  et  les  coordonnées,  on 

doc        (.ly 
suppose  habituellement  les  dérivées  — -  et  -y-  liées  par  la  relation 


(  dx\^       [dyy 


Cette  condition  trop  restrictive  revient  à  éliminer  de  la  solution  les  lignes 
brisées  composées  de  segments  droits  ou  courbes. 

[lumbert.  —  Sur  la  détermination  des  axes  de  l'indicatrice  en  un 
point  d'une  surface  du  second  ordre.  (i/[2-i4-^). 

Soient,  dans  un  plan  principal,  D,  et  D^  les  perpendiculaires  menées  par  le 
centre  aux  deux  plans  de  section  circulaire  normaux  au  plan  principal  con- 
sidéré. Si  l'on  désigne  par  P  un  plan  quelconque,  par  p  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  ce  plan  du  centre  de  la  surface,  par  ni^,  ni.^  les  points  où 
ce  plan  coupe  les  droites  D,,  D^,  les  axes  de  la  section  déterminée  par  le  plan 
P  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  droites  /?m,,  pm^- 

Goursat.    —   Sur  la  réduction   des  intégrales    elliptiques.    (i43- 
162). 

Voici  les  conclusions  de  ce  travail  : 

1°  Il  existe  une  infinité  de  pol3n(Jmes  d'un  degré  donné  supérieur  à  (juatre, 
tels  qu'en  choisissant  convenablement  un  polynôme  /, (O  1  intégrale  hyper- 
elliptique 

J    v^Q(Ô 

se  réduise,  par  une  substitution  rationnelle,  à  une  intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce;  le  degré  de  cette  substitution  peut  être  aussi  grand  qu'on  le 
voudra. 

2"  Les  seules  substitutions  rationnelles  conduisant  d'une  intégrale  hypcrcllip- 
tique  à  une  autre  intégrale  hyperelliptique  de  même  genre  sont  les  substitutions 
linéaires. 

3°  Il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  types  de  substitutions  rationnelles  con- 
duisant d'une  intégrale  hyperelliptique  de  genre  p—  i  à  une  intégrale  hyper- 
elliptique  de  genre  q  —  i  ('/>/?)• 

4°  Les  coefficients  d'un  type  réductible  de  genre  q — i,  ramené  à  la  forme 
normale,  dépendent  au  plus  de  q  —  i  paramètres  arbitraires. 

Bull,  des  Sciences  lyiathém.,  .2'  série,  1.  \.  (luillci   iSSf).)  \\.\i\ 


i46  SECONDE   PARTIE. 

Entre  autres  résultats,  M.  Goursat  montre  que,  si  une  intégrale  hyperellip- 
tiquc  de  première  espèce  est  réductible  à  un  genre  moindre  par  une  transfor- 
mation du  second  degré,  ses  points  de  ramification  sont  liés  deux  à  deux  par 
une  même  relation  d'involution  et  réciproquement. 

Poincaré.  —  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les  formes. 

(162-194). 

Etant  donnée  une  forme  à  coefficients  entiers,  trouver  des  valeurs  entièi-es 
qui,  mises  à  la  place  des  variables,  rendent  la  forme  égale  à  un  nombre  entier 
donné. 

Complètement  résolu  pour  les  formes  quadratiques  binaires,  ce  problème  est 
loin  de  l'être  pour  les  formes  plus  compliquées.  Dans  la  première  Partie  de 
son  Mémoire,  seule  publiée  actuellement,  M.  Poincaré  enseigne  à  représenter 
un  nombre  entier  par  une  forme  binaire  de  degré  quelconque.  Il  ramène  le 
problème,  dont  la  solution  est  d'ailleurs  connue  plus  ou  moins  explicitement 
dans  les  travaux  d'Eiscnstein,  de  MM.  Hermite,  Kummer,  Dedekind,  aux  deux 
questions  suivantes  : 

1°  Former  tous  les  idéaux  de  norme  donnée  (terminologie  de  M.  Dedekind); 
2°  Reconnaître  si  deux  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires  sont  équi- 
valentes. 

De  ces  deux  questions,  dont  la  deuxième  a  été  épuisée  par  M.  Hermite,  la 
première  seule  restait  à  traiter. 

Perrin.  —  Sur  Téquation  indéterminée  x^-]-y^  =  z^.  (194-197). 

Démonstration  nouvelle  de  l'impossibilité  de  résoudre  cette  équation  en 
nombres  entiers. 

ChrysLal.  —  Sur  le  problème  de  la  construction  du  cercle  mi- 
nimum renfermant  n  points  donnés  d'un  plan.  (198-200). 

HabicJi.  —  Sur  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes  qui  ren- 
contrent les  tangentes  d'une  troisième  courbe  sous  des  angles 
liés  par  une  relation  donnée.  (201-204)- 

D'Ocagne.  —  Sur  les  courbes  polaires  réciproques  homologiques. 
(204-206). 
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Tiii-:  QUARTERLY  JOURNAL  of  pire  and  applied  .Matiiematics  P  ). 

Tomn  XX;   1884. 

Legoux  {A.).  —  Sur  une  famille  de  surfaces  algébriques.  Consi- 
dérations sur  les  surfaces  orthogonales  et  homofocales.  (1-12). 

L'auteur  dcmoiUre,  par  des  calculs  tn's  élégants  et  très  symétriques,  d'inté- 
ressantes propriétés  de  la  famille  de  surfaces  représentées  par  l'équation 

U  =  x"-y^zi  11^  +  Atv'  =  0, 
où 

tv  =  ax  -[-  by  -\-  cz  -\-  du,        e=:a+^-+-Y  +  o, 

et  où  A*  représente  un  paramètre  variable.  Le  lieu  des  lignes  paraboliques  de 
ces  surfaces  est  un  cône  imaginaire  du  second  degré;  les  caractéristiques  du 
système  sont  (i,  3,  3),  d'après  les  notations  de  Chasles;  les  trois  points  de  con- 
tact d'un  plan  quelconque  avec  les  trois  surfaces  du  système  tangentes  à  ce  plan 
forment  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  section  du  cône 
imaginaire  par  ce  plan.  Du  système  précédent  on  déduit  par  le  principe  de 
dualité  un  nouveau  système  dont  les  caractéristiques  sont  (3,  3,  1);  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  passant  par  un  même  point  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  conique  imaginaire.  Si  cette  conique  se  réduit  au  cercle  imagi- 
naire de  l'infini,  on  a  un  système  algébrique  triplement  orthogonal. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  surfaces  n'ont  pas  d'enveloppe.  L'auteur  indique 
un  exemple  en  quelque  sorte  inverse  du  précédent. 

Warreii  (J.-W.).  —  Un  théorème  général  concernant  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide.  (i3-i8). 

Si  un  polygone  gauche  rigide,  ayant  tous  ses  angles  droits  et  un  nombre 
pair  de  côtés  glisse  le  long  de  ces  côtés,  pris  de  deux  en  deux,  d'une  longueur 
égale  au  double  de  ce  côté  et  tourne  en  même  temps  autour  de  ce  côté  d'un 
angle  égal  au  double  de  l'angle  formé  par  les  deux  côtés  adjacents,  la  position 
finale  de  ce  polygone  coïncide  avec  la  position  initiale.  De  ce  théorème,  qui 
est  presque  évident  si  l'on  remarque  que  le  polygone  mobile  reste  dans  toutes 
SCS  positions  symétrique  d'un  polygone  fixe,  égal  au  premier,  par  rapport  à  un 
de  ses  côtés,  l'auteur  déduit  certaines  propriétés  connues  du  mouvement  fini 
d'un  corps  solide,  de  l'axe  central,  des  axes  conjugués,  de  la  composition  des 
mouvements  finis. 

Stuart  (G.-IL).  —  Multiplication  complexe  des  fonctions  ellipti- 
ques. (i8-56). 

On  sait  que  les  fonctions  elliptiques  snf-,  k),  cn(-,  ÂKIii  (- ,  A  )  s'cx- 
(')  \oir  Bulletin,  IX^,  ii^|. 
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priment  ralionnellcment  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  de  u  de  même 
module  k  lorsque  a  est  l'inverse  d'un  nombre  entier.  Si  le  module  A"  est 
quelconque,  la  condition  précédente  est  nécessaire;  mais,  pour  des  valeurs  par- 
ticulières du  module,  a  peut  avoir  d'autres  valeurs.  En  particulier  si  le  module 
est  réel  et  inférieur  à  l'unité,  on  a  les  conditions 


K         V       * 


I  i     .K' 

a  -^      k 


r,  r',  5  étant  des  nombres  entiers.  Ces  nombres  peuvent  être  pairs  ou  impairs; 
ce  qui  fait  en  tout  huit  cas  à  examiner.  L'auteur  donne  les  formules  de  la  mul- 
tiplication complexe  dans  chacun  de  ces  huit  cas;  pour  retrouver  les  formules 
de  la  multiplication  ordinaire,  il  suffit  de  faire  /•' =  5  =  o.  INI,  Stuart  indique 
en  terminant  comment  on  peut  trouver  les  valeurs  du  module,  telles  que 


K        y    n 


m  et  n  étant  des  nombres  entiers,  et  il  donne  les  valeurs  de  ce  module  pour  les 
valeurs  les  plus  simples  de  ffi  et  de  n. 

Tucker  (/?.).  —  Un  groupe  de  cercles.  (57-09). 

Karl  Pearson,  —  Sur  le  mouvement  des  sphères  et  des  ellipsoïdes 
dans  un  milieu  fluide.  (60-80). 

Dans  ce  premier  Mémoire,  l'auteur  étudie  le  mouvement  des  corps  sphériques, 
sujet  qui  a  déjà  donné  lieu  aux  recherches  de  INI.  Bjerknes.  Voici  comment  il 
pose  le  problème  :  étant  données  s  sphères  de  rayons  constants,  de  distances  mu- 
tuelles très  grandes  par  rapport  à  ces  rayons,  animées  de  vitesses  ^,,  q^,  . . .,  ^,, 
et  admettant  qu'il  y  a  un  potentiel  de  vitesses,  il  s'agit  de  trouver  une  fonc- 
tion *I>,  vérifiant  l'équation  connue  du  potentiel,  nulle  à    l'infini  et  satisfaisant 

à  l'équation  — —  =  ç.,cos{q  ,  n  ),    à   la    surface   de   la  jr^°"'  sphère.  L'auteur 

obtient  l'expression  de  (p  en  regardant  comme  négligeables  les  quatrièmes  puis- 
sances des  rapports  des  rayons  aux  distances.  De  la  valeur  de  *I>  on  déduit 
l'énergie  cinétique  totale  du  système,  qui  se  compose  de  deux  sortes  de  termes  ; 
les  premiers,  indépendants  de  l'action  mutuelle  des  sphères  les  unes  sur  les 
autres,  montrent  que  chaque  sphère  se  meut  comme  si  sa  masse  s'était  accrue 
de  la  moitié  de  son  volume  de  fluide;  les  autres  ternies  proviennent  de  l'action 
mutuelle  des  sphères.  Le  terme  qui  représente  l'action  apparente  de  deux 
sphères  l'une  sur  l'autre  est  identique  au  potentiel  mutuel  de  deux  molécules 
magnétiques  placées  aux  centres  des  deux  sphères,  de  moments  et  de  directions 
convenables  ;  d'où  le  nom  A' hydromagnétisnie  proposé  par  le  professeur 
Bjerknes.  M.  Pearson  montre  ensuite,  au  moyen  des  é(iuations  de  Lagrange, 
comment  l'action  mutuelle  des  deux  sphères  produit  une  attraction  ou  une  ré- 
pulsion apparente  entre  les  deux  sphères. 

L'auteur  étudie  en  second  lieu  le  cas  où  les  sphères  se  dilatent  ou  se  contrac- 
tent pendant  le  mouvement.  L'expression  de  l'énergie  cinétique  totale  se  trouve 
compliquée  de  nouveaux  termes,  (|ui  doivent  également  donner  lieu  à  des  at- 
tractions ou  à  des  ré|)ulsions  apparentes. 
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Glaisher  (J.-iy.-f..).  —  Sur  les  rcprcsentalions  d'un  nombre 
comme  une  somme  de  quatre  carrés  im[)airs,  ou  comme  une 
somme  de  deux  carrés  pairs  et  de  deux  carrés  impairs.  (80-9G). 

L'auteur  énonce  un  certain  nombre  do  llicorènies  concernant  la  décomposi- 
tion d'un  nombre  entier  en  une  somme  de  (juatre  carrés;  il  introduit  les  fonc- 
tions numériques  /(/i),  E{n),  ^{n)  qui  se  présentent  aussi  dans  le  Mémoire 
suivant. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  la  fonction  '/(n).  (97-166). 

Soit  n  un  nombre  entier  impair,  et  considérons  toutes  les  décompositions  de 
ce  nombre  en  une  somme  de  deux  carrés 

n  =  ai  -h  o^  =  a^  -h  02  =  •  •  -, 

où  les  a  sont  impairs.  M.  Glaisher  définit  x(^)  i^^mmc  la  somme  suivante 

cette  somme  étant  étendue  à  toutes  les  décompositions  de  n.  Si  n  est  un  carré 
parfait  a%  on  devra  supprimer  le  facteur  2  devant  a.  En  employant  les  défini- 
tions de  Gauss,  on  peut  dire  aussi  que  y{ri)  est  la  somme  des  nombres  pre- 
miers complexes  dont  la  norme  est  égale  à  n.  Les  premiers  paragraphes  sont 
consacrés  à  l'exposition  des  principales  propriétés  de  cette  fonction  numérique; 
ces  propriétés  résultent  des  formules  suivantes  ;  si  p  et  q  sont  premiers  entre 
eux,  on  a 

par  suite,  si  l'on  suppose  n  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  n  =  a'^b^c': . . ., 

x(/0-y.(«'Ox(^-')z(cv).... 

On  ramène  ainsi  le  calcul  de  y  («)  au  cas  où  n  est  une  puissance  d'ua  nombre 
premier.  Si  j»  est  un  nombre  premier  de  la  forme  ^m-i-3,  on  a  en  général 
X(/^"'~')  =  ^^  X(P'")  ~  ( — !)'*/?"•  Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
4m +  1,7?  admet,  comme  l'on  sait,  une  seule  décomposition  de  la  forme 

p  ~  a'-h  b% 
où  a  est  impair.  On  a  alors 

,       ,       (« +  «6)»+"— (rt  —  16)"+' 

si  n  est  pair,  et  la   même  expression  multipliée  par  ( — 1)-  si    n   est 

impair.  L'auteur  considère  en  outre  les  autres  fonctions  numériques  E(«), 
'^{n),  E,(/i),  "X(/0;  I^(/0  est  égal  à  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  n  de 
la  forme  f\ni  +  i  sur  le  nombre  des  diviseurs  de  la  forme  \ni  -+-  3.  Ou  peut  dire 
aussi,  lors(|ue  n  est  impair,  (]ue  l'>(/0  est  égal  au  iioiiibre  des  nombres  premiers 
dont  la  norme  est  égale  à  /i;ce  qui  établit  un  lien  remaniuable  entre  cette 
fonction  iiuméritiue  et  la  ronelion  /  (/?);  4'('0  désigne  la  somme  des  diviseurs 
de  //.,  Iv, (/?)  r(>\(ès  (le  la  domine  des  carrés  de  ces  di\iseurs  de  la  forme  '\ni  -4-1 
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sur  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  la  forme  ^m  -h  3.  Enfin  'k{n)  repré- 
sente la  somme  des  carrés  des  nombres  premiers  qui  ont  n  pour  norme.  Toutes 
ces  fonctions  se  présentent  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques   quand   on 

2K 

développe  les  quantités  \/^,  \/A'p,  ^fip,  p\/f^'fi'p,  où  p=  —  >  suivant  les  puis- 
sances de  q.  En  comparant  les  diverses  expressions  de  {/k,  sjk',  \/kp,  \/k' p, . . ., 
l'auteur  est  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  formules,  qu'il  serait  difficile 
d'analyser.  Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  aux  élégantes  formules  de  M.  Glaisher 
et  aux  Tables  numériques  qui  accompagnent  son  Mémoire. 

Tucker  (B.).  —  Sur  l'axe  du  synunedian-point  dans  un  système 
de  triangles.  (167-169). 

Les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  aux  milieux  des 
hauteurs  correspondantes  passent  par  un  même  point,  qui  est  le  point  de  con- 
cours des  symmédianes  {symmedlaii-point).  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle 
ABC,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  opposés,  on  forme  un  nouveau  triangle 
A'B'C,  et,  en  opérant  ainsi  successivement,  on  a  une  suite  indéfinie  de  triangles. 
Le  lieu  des  symtnedian-points  de  tous  ces  triangles  est  une  ligne  droite,  qui 
passe  aussi  par  un  certain  nombre  d'autres  points  remarquables. 

JVarren  (/.-jTf  .).  —  Corollaires  des  équations  difTérentielles  de 
la  Trigonométrie  sphérique.  (170-178). 

Application  des  équations  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphérique  à 
l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide,  sans  avoir  recours  à  des  décomposi- 
tions de  vitesse. 

RusseU  {R').  —  Sur  les  équations  différentielles  qui  appartien- 
nent à  la  classe 


dx  dy 


iU.)«       (U,)" 


+  =0, 


ou 


('79-84). 


\]x={a,  b,  c,  d,  e,  .  ..){x,  1)' 


Cette  équation  ne  change  pas  de  forme  quand  on  cficctuc  sur  toutes  les  va- 
riables une  même  substitution  linéaire.  L'auteur  appliijuc  cette  remarque  à 
l'intégration  de  l'équation  d'Euler,  à  la  solution  d'une  question  proposée  par 
le  capitaine  Mac-Mahon  {Educational  Times,  i883)  et  d'une  question  analogue. 

Karl  Pearson.  —  Sur  le  mouvement  des  sphères  et  des  ellipsoïdes 
dans  un  milieu  lluide.  (184-211). 

Extension  des  résultais  obtenus  dans  un  Mémoire  précédent  au  mouvement 
des  ellipsoïdes,  en  supposant:  1°  que  les  ellipsoïdes  n'ont  pas  de  mouvement  de 
rotation;  2°  (jue  les  distances  mutuelles  sont  très  grandes  par  rapport  aux  di- 
mensions linéaires;  3"  (ju'il  existe  un  potentiel  de  vitesses. 
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Cayley.  —  Un  ihcorèmc  relatif  aux  [)éninvarianl.s.  (2 12-21 3). 

Caj'lcy.  —  Sur  ra|)[)licalion  conforme  du  cercle  sur  la  j)aral)olc. 

(  2l3-220). 

M,  Schwarz  a  montré  {Journal  de  Crelle,  t.  70)  qu'on  pouvait  faire  corres- 
pondre les  points  du  ccrcAc  x'' -[- y'^  =  i  aux  ptMuts  de  la  parabole ^^  =  '|(i  —  x) 

par  l'équation  y/x'  -\-  iy'  —  tang  -^  \Jx  -t-  iy,  (|ui  définit  un  mode  de  transfor- 
mation où  les  angles  se  conservent.  M.  Cayley  étudie  ce  mode  de  transforma- 
tion et  en  indique  des  propriétés  intéressantes.  Les  courbes  transformées  des 
cercles  concentricpies  au  premier  et  des  rayons  sont  des  courbes  transcenflantcs; 
mais  les  paraboles  confocales  à.  la  première  ont,  pour  transformées  dans  le  plan 
du  cercle,  un  système  confocal  de  limaçons. 

Sliiart  [G. -II.).  —  Multiplication  complexe  des  fouclious  ellipli- 
ques.  (22i-:433). 

Résumé  des  formules  obtenues  dans  un  Mémoire  antérieur. 

Basset  (^A.-B.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  liquide  à  Tiulérieur  et 
autour  de  certains  cylindres  quartiques  et  d'autres  c\lindres. 

(234-200). 

L'auteur  s'est  proposé  d'obtenir  les  fonctions  de  courant  ducs  au  mouvement 
de  translation  ou  de  rotation  d'un  cylindre  à  l'intérieur  d'un  liquide.  Il  examine 
successivement  les  cylindres  ayant  pour  bases  des  limaçons  cllii)tiqucs  ou  hyper- 
boliques, c'est-à-dire  les  transformées  des  coniques  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, le  pôle  de  transformation  étant  un  foyer,  les  cylindres  ayant  pour 
bases  des  lemniscatcs,  ou  des  courbes  dont  l'équation  polaire  est   de    la  forme 

/•"=:  2C"COS/^0. 

Coates   (C.-V.).    —   Des  fonctions  de  Bessel   du    secoud  ordre. 

(250-260). 

Lannor  (J.).  —  Sur  la  symétrie  hydro-ciuélique.  (2()i-2()j). 

L'énergie  cinétique  totale  d'un  corps  solide  qui  se  meut  sans  frottement  dans 
un  fluide  indéfini  et  incompressible  a  pour  expression  une  fornie  (|ua(lr.ai<|ue 
homogène  des  six  composantes  de  la  vitesse  et  comprend  par  consé(iuent  vingt 
et  un  coefficients.  Cette  expression  se  simpli!i(>  dans  certains  cas,  remarqués 
par  KirchliofF,  où  l'on  peut  (Iire(|ue  le  solide  présente  le  caractère  d'un  solide  de 
révolution  ou  d'une  sphère.  M.  Larmor  est  amené  à  considérer  une  nouvelle 
espèce  de  symétrie  qu'il  appelle  hélicoïdale,  d'après  la  forme  que  prend  l'ex- 
pression de  l'énergie  einéli(iue.  Les  hélicoïdes  ùotropiques  de  Sir  W  .  Thomson 
sont  les  solides  qui  possèdent  la  syniélvie  hélicoïdale  par  rapport  à  deux  axes, 
qui  doivent  se  rencontrer. 
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Bussell{B.).  —  Sur  l'équation  difTérentielle 
dx  dy  dz  dw 

v/û^     \/Vy     v/Uc     v/Uc. 


ou 


(265-270). 


l]x=  (a,  b,c,d,  e){x,  —  -iy 


Soient  ce,  y,   z,   (v   les  racines    de   V, ^  {a',  b',  c' ,  d' ,  e'){t,  i)*=  0   et   soit 

U(=(or,  b,  c,  d,  e){t,  i)*;  en  égalant  à  zéro  la  condition  pour  que  XU^^- jj-Vj 

soit  un  carré  parfait  et  remplaçant  a',  b',  c',  d',  e'  par  leurs  expressions  en 

x,  y,  z,  w,  on  a  une  solution  de  l'équation  précédente.   Si  dans  cette  solution 

on  regarde  w  comme  une  constante  arbitraire,  on  obtient  l'intégrale  générale  de 

l'équation 

dx         dy  dz 

V/U,  S/^y  /U, 

Booth  (IV.).    —  Note   sur  la  forme  canonique  de   Sylvester  des 
formes  binaires  de  degré  2/1 —  i.  (270-273). 

On  sait  que  toute  forme  binaire  de  degré  impair  2/i  —  i  peut  en  général 
être  mise  sous  la  forme  d'une  somme  de  Ji  puissances  des  racines  du  détermi- 
nant canonique  de  Sylvester.  Ce  théorème  est  en  défaut  si  ces  n  racines  ne  sont 
pas  toutes  distinctes.  M.  Booth  examine  ce  qui  a  lieu  pour  une  forme  du  cin- 
quième ordre,  lorsque  le  déterminant  canonique  a  une  racine  double;  dans  ce 
cas,  la  forme  proposée  peut  être  ramenée  à  la  forme  de  Jerrard 

ax'-h  bexy'-hfj'^ 

par  une  substitution  linéaire.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  ex- 
primée par  l'évanouissement  de  l'invariant  L.  Si  le  déterminant  canonique  est 
un  cube  parfait,  la  forme  du  cinquième  ordre  aura  une  racine  triple.  Des  faits 
analogues  se  présentent  pour  les  formes  du  septième  ordre. 

Jcffery  [H.-M.).  —  Sur  les  courbes  planes  de  quatrième   classe 
avec  un  fojer  triple  et  un  foyer  singulier.  (273-3o5). 

Sylvester  {J  .-J.).  —  Sur  l'équation  quadratique  unilatérale  à  trois 
termes  en  matrices  du  second  ordre.  (3o5-3i2). 

Glaisher{J.-W.-L.).  —  Sur  les  quantités  K,  E,  J,  G,  K',  E',  J',  G' 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (3i3-36i). 

Soient  K,  E,  K',  E'  les  intégrales  définies  de  Jacobi.  M.  Glaisher  pose 

J  =  K  —  E,        J'  ::^  K'  —  E',        G  =  E  —  h''K,        G'  =  E'  —  k' K' ; 

ces  huit  (luantités  se  présentent  concurremment  thuis  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  L'auteur  s'est  proposé  de  résumer  les  principales  formules,  relatives 
à  ces  fonctions,  (|ui  peuvent  être  utiles.  Il  donne  successivement  leurs  expres- 
sions au  moyen  d'intégrales  définies,  les  relations  entre  ces  fonctions  et  leurs 
carrés,  les   é(|ua(ions  dilTércntieiles  qu'elles  vérifient,  leurs  développements  en 
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séries  et  leurs   expressions  comme  ({uotienls  de  séries  entières  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  de  «y,  

Mac-Mahon  [P. -A.).    —   Los   opérateurs   dans    la    théorie   des 
péninvariants.  (362-364). 

Dans  un  numéro  récent  du  Quarterly  Journal  (octobre  )88^),  M.  Cayley  a 
indicjué  un  symbole  d'opération  qui,  api)li(|ué  à  un  invariant  de  degré  5  et  de 
poids  w,  conduit  à  un  invariant  de  même  degré  o  et  de  poids  tv  +  i.  M.  Mac- 
iMahon  fait  connaître  deux  séries  de  généralisations  pour  les  opérateurs  de 
M.  Cayley. 

Mac-MaJion  (^P.-A.).  —  {]n  nouveau  théorème  dans  la  théorie 
des  fonctions  symétriques.  (365-369). 

Soit  (A:X[x...)Ia  fonction  symétrique  Sa*  J3^  y!*. , .  des  racines  de  l'équation 

a^  X"-  —  a,  a?'*-'  +  a^ x""-^  —  . . .  =  o. 
On  peut  l'écrire 

(A->.:x...)=T,-i-T,_.+  T,_,  +  ..., 

où  Tj.  désigne  la  somme  des  termes  de  degré  k  dans  la  fonction  symétrique. 
Ce  terme  T^  s'obtient  très  aisément;  il  est  égal  à  a,''-''(X[x. . .),,  l'indice  i   indi- 
quant que  la  fonction  a  été  rendue  homogène  par  l'introduction  d'une  puissance 
convenable  de  a^  et  qu'on  a  augmenté  tous  les  suffixes  d'une  unité. 
iM.  Mac-Mahon  donne  d'abord  une  démonstration  de  ce  théorème   et  montre 

ensuite  comment  on  peut  calculer  les  autres  termes  1V_,,  T^.^,   Le  calcul 

peut  se  faire  séparément  pour  les  termes  de  chaque  degré. 

Roberts  Samuel,  —  Note  sur  les  diviseurs  des  nombres  et  les 
produits  de  facteurs.  (370-878). 

M.  Roberts  remarque  que  la  formule 

'^{m)  —  4'(m  —  i)  —  '^{ni  —  1)  -h  ^{m  —  5)  -\- . . .  =0, 

oij  '^{m)  désigne  la  somme  des  diviseurs  de  ni,  s'obtient  de  la  manière  la  plus, 
simple  en  appliquant  la  règle  de  Newton  pour  déterminer  la  somme  des  puis- 
sances —  m'^™*'^  des  racines  d'une  équation  à  la  série  d'Euler 

/*  =  00 

Y^{i-  q^)  =1  —  g  -  q^-^  q'-^  q^-q^'—  .... 

l'  +  i 

Cette  remarque  ingénieuse  peut  être  le  point  de  départ  d'une  méthode  géné- 
rale pour  trouver  une  foule  de  relations  arithmétiques  analogues.  L'auteur  l'ap- 
plique à  deux  exemples  tirés  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Russell  (/?.).  —  Une  transformation  des  intégrales  elliptiques  et 
son  application  à  la  Trigonométrie  sphérique.  (378-383). 
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JOURNAL   DE  MATHÉMATIQUES   spéciales,    publié   sous   la   direclion    de 

MM.  BOURGET,   DE  LoNGCIIAMPS  Ct  VazEILLE  (1). 

1^  série,  t.  I;  1882. 

Mansion  {P-)-  —  Théorème  de  Taylor.  (i5-i6). 

Landry  {F.).  —  Théorème  d'Arithmétique.  (16-17). 

Longchamps  (G.  de).  —  Courbes  diamétrales  et  transversales 
réciproques.  (20-28). 

Lieu  du  milieu  du  segment  déterminé  par  deux  courbes  fixes,  sur  les  tan- 
gentes d'une  troisième  courbe.  Construction  de  la  tangente  en  un  point  du  lieu. 

Boquel  (J.).  —  Etude  sur  les  coordonnées  trilinéalres  et  leurs 
applications.  (38-43;  59-64;  89-92;  i34-i39;  181-180;  272- 
283). 

Exposé  des  premiers  cléments  de  cetle  théorie  classique. 

Longchamps  (G.  de).  —  Construction  de  l'ellipse  et  de  l'hjpcr- 
bole,  point  par  point,  au  moyen  d'une  équerre;  transformation 
réciproque.    (49-53^   77-82;   97-103;    1 21-126;    i45-i49;   i93- 

195). 

M.  de  Longchamps  appelle  transformés  l'un  de  Vautre  deux  points  alignes 
sur  un  point  fixe  O,  et  dont  la  distance  est  vue  d'un  autre  point  fixe  0',soiis  un 
angle  droit.  L'auteur  trouve  une  grande  analogie  entre  sa  transformation  et 
l'inversion,  et  cela  s'explique.  M.  de  Longchamps  rattache,  avec  beaucoup  de 
raison,  sa  transformation  à  celles  de  Magnus,  mais,  en  précisant  davantage,  nous 
croyons  qu'il  y  a  un  certain  intérêt  à  la  rapprocher  de  Vinvolution  quadrique 
de  Hirst.  Ilirst  regarde  comme  transformés  l'un  de  l'autre  deux  points  alignés 
sur  un  point  fixe  O',  et  conjugués  par  rapport  à  une  ((uadrique  Q.  M.  Darboux 
a  remarqué  que  cette  transformation  est  l'expression  projcctivc  de  l'inversion. 
Le  seul  cas  exceptionnel  est  celui  où  Q  est  un  cône;  mais  alors,  en  prenant  ce 


(')  Vax  iS(S;},  le  journal  publié  par  M.  lîourgct  a  été  scindé  on  deux  journaux 
consacrés  respectivement  aux  Mathématiques  du  programme  de  la  classe  d'élé- 
mentaires, et  à  celles  de  spéciales.  Nous  rendrons  compte  tout  d'abord  de  ce  der- 
nier journal.  Nous  ne  parlerons  que  des  travaux  originaux,  ayant  un  intérêt 
scientifique  ou  pédagogique,  et  nous  laisserons  de  côté  les  nombreuses  questions 
pi-oposécs  ou  résolues  et,  généralement,  tous  les  sujets  (rcxorcicc  qui  ne  préscn 
lent  d'aulre  intérêt  (pie  leur  utilité  pour  les  élèves 
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cône  pour  un  cône  isotrope,  on  reconnaît  que  la  transformation  de  Hirst  devient 
celle  de  M.  de  Longcharnps,  le  point  O'  étant  le  sommet  du  cône.  Ainsi,  la 
transformation  de  I\I.  de  Lon;,'(;liamps  est  une  forme  métrique  de  celle  de  Ilirst, 
dans  ce  cas  exceptionnel  où  cette  dernière  ne  dérive  pas  de  l'inversion.  Les 
analogies  s'expli({uent  donc,  et  leur  explication  ajoute  un  nouvel  intérêt  à  cette 
transformation. 

La  transformée  d'une  droite  est  naturellement  une  conique;  de  là  une  c<m- 
struction  de  l'ellipse  à  l'aide  de  ré([ucrre  seulement. 

Picqiiet.  —  Qtiartique  à  point  double.  (73-77). 

Génération  de  la  courbe  par  un  faisceau  de  coniques  et  un  couple  involutif 
de  droites,  liés  homographiquement. 

Petit.  —  Construction  d'une  conique  au  moyen  d'une  équerre, 
connaissant  les  deux  extrémités  d'une  corde  normale  et  deux 
autres  points.  (io3-io5). 

Application  de  la  transformation  de  ^L  de  Longchamps,  dont  il  a  été  déjà 
question  ci-dessus. 

Kœhler.  —  Étude  sur  l'équation  et  la  forme  binaire  du  quatrième 
degré.  (io5-ii2;  1 49-1 55;  197-202;  217-222). 

Représentation  géométrique  d'une  forme  binaire  par  les  points  d'une  droite; 
invariants  et  co.variants,  leur  interprétation  géométrique;  méthode  de  Ferrari; 
résolvante,  sa  représentation  à  l'aide  des  invariants,  discussion,  équation  aux 
rapports  anliarmoniques  des  quatre  points  représentatifs  de  la  forme;  forme 
canonique. 

TValecki.  —  Condition  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 
équation.  (169-170). 

Soit  — 9(^)  le  reste  de  la  division  de  f{x)  par  sa  dérivée  f{x);  si  l'on 
suppose  qxxQ  f{x)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  simples  et  que  son  premier 
terme  soit  positif,  il  doit  en  être  de  même  pour  9(^7);  de  plus,  les  racines  de 
cp(^)  séparent  celles  de/'(,r). 

Ce  théorème  se  déduit  facilement  de  celui  de  Rollc;  l'auteur  en  tire  les  con 
ditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  de  f{x).  Celte  proposition  peut  être  gé- 
néralisée. 

Longchamps  (C.  dc\  —  Résolution  algébrique  de  l'équation  du 
quatrième  degré.  (  i  70-  1 77). 

Si  l'on  groupe  les  points  représentatifs  des  racines  d'une  é(|uiili(Mi  du  (|tia- 
trième  degré,  en  deux  couples  de  points,  ces  doux  couidcs  délinissent  nue  in- 
volution;  on  tombe  ainsi  sur  trois  involutions  ililférentes,  d'après  les  combi- 
naisons que  Ion  peut  faire  avec  les  racines,  et  une  résolvante  se  présente  ainsi 
naturellement.  L'auteur  montre  que  l'on  peut  passer  de  celle  résolvante  à  celles 
de  Lagrange  et  de  Ferrari  par  des  transformations  homographiqucs.  Les  noms 
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de  MM.  Hermitc,  Darboux,  Mathieu  sont  cités,  avec  justice;  mais,  dans  un 
pareil  sujet,  vouloir  faire  des  citations  complètes,  ce  serait  se  condamner  à 
écrire  plusieurs  pages  de  l'histoire  des  Mathématiques. 

Lucas  {E .).  —  Récréations  mathématiques.  (177). 
Extrait  de  l'Ouvrage  si  justement  apprécié  de  M.  E.  Lucas. 

Chasles.  —  Notes  sur  le  principe  de  correspondance.  Sur  la  dé- 
termination du  nombre  des  points  d'intersection  de  deux 
courbes  qui  sont  à  distances  finies.  (222-223;  241-249;   205- 

272). 

Extraits  des  Comptes  rendus. 

Tome  II;  i883. 

Lemoine.  —  Etude  sur  de  nouveaux  points  remarquables  du  plan 
d'un  triangle,  (p.  3-6;  20-33;  49-32). 

Travail  intéressant,  qui  a  son  point  de  départ  'dans  la  recherche  d'un  point 
tel  qu'en  menant  par  ce  point  des  parallèles  aux  côtés,  et  prenant  les  intersec- 
tions de  ces  parallèles  avec  les  côtés,  on  forme  un  hexagone  circonscriptible  à 
un  cercle. 

L'auteur  généralise  ses  résultats  en  leur  donnant  la  forme  projective  et  ob- 
tient d'élégantes  propositions  sur  les  figures  homologiques. 

Poujade.  —  Equation  du  système  des  tangentes,  menées  à  une 
conique  par  un  point  donné.  (6-7). 

Extrait  dune  lettre  de  Fermât  a  Mersenne.  (16-22). 

Communiquée  à  M.  Lucas  par  le  prince  Boncompagni.  Fermât  y  donne  di- 
verses applications  de  sa  célèbre  méthode  des  tangentes  :  ou  y  trouve  aussi  une 
extension  à  l'espace  du  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
à  des  points  donnés  est  constante. 

Walecki.  —  Note  sur  le  théorème  de  Descartes.  (26-26). 

Soit /(a;)  =  a„^x'^-\-  a,„_,  a?"»-» -h . .  .H-  a,^  -h  a  =  o  une  équation  algébrique, 
et  supposons  que,  pour  deux  valeurs  consécutives  de  l'indice  p,  il  existe  entre 
les  coefficients  une  relation  linéaire,  telle  que 

^  «,.  +  1^  «,,-.  + . . .  4-  ô  a^._,  =  o. 

Si  l'équation  a -h  |i^ -h  Y.r--I-. . .+ Sa7''=  o  a  loules  ses  racines  réelles, 
récpiation/ —  o  a  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

Cette  règle,  i[ui  coniproud  beancoup  de  ras  particuliers,  roulenne  notamment 
la  règle  duc  à  M.  Ilermilr. 
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Collin  («/•)•  —  Sur  iino  nouvelle  aj)proxinnation  des  racines  in- 
commensurables. (53-55). 

Soit  f{x)=io  l'cquaLion,  et  considérons  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion y  ^=  f{x);  prenons  sur  elle  deux  ()(»ints  A  et  H,  répondant  à  deux  approxi- 
mations de  sens  contraires  et  comprenant  entre  eux  le  point  où  l'axe  Oj7  est 
rencontré  par  la  courbe.  L'auteur  substitue  à  la  courbe  une  hyperbole  qui  la 
touche  en  A  et  B,  et  dont  une  asymptote  est  parallèle  à  l'axe  Ox. 

Bouget  (//•).  —  Note  de  Géométrie.  Lieu  géométrique  du  sommet 
de  l'angle  de  grandeur  constante  circonscrit  à  ime  courbe  de  la 
classe  n.  (55-58). 

Évaluation  du  degré  du  lieu  dans  différentes  hypothèses. 

Lemoine  {E.),  —  Quelques  théorèmes  sur  les  droites  menées  par 
un  point  du  triangle  parallèlement  à  ses  côtés.  (-3-78). 

Dans  quels  cas  les  trois  parallélogrammes  formés  sont-ils  proportionnels  aux 
puissances  m}^"^^'  des  côtés  des  triangles. 

Parpaite  (A.).  —  Note  sur  la  formule  de  Taylor.  (82-83). 

Longchamps  (G.  de).  —  Démonstration  du  théorème  de  d'Alem- 
bert,  d'après  M.  Walecki.  (97-102). 

La  méthode  de  M.  Walecki,  indiquée  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie, 
consiste  à  ramener  le  cas  général  au  cas  d'une  équation  de  degré  impair  et  à 
coefficients  réels,  en  s'appuyant  sur  la  notion  de  résultant  et  sur  la  forme 
qu'en  a  donnée  Sylvester.  M.  de  Longchamps  reprend  cette  méthode  et  la  met 
à  la  portée  des  élèves. 

Longchamps  {G.  de).  —  Résolution  algébrique  de  l'équation  du 
troisième  degré.  (102-107). 

En  identifiant  son  premier  membre  avec  la  somme  de  deux  cubes. 

Vazeille.  —  Théorie  de  l'involution  du  second  degré,  (i 21-126; 
169-17.4;  265-269). 

Exposition  à  l'usage  des  élèves  de  cette  théorie  élémentaire  et  classique. 

Amigues.  —  Théorème  de  d'Alembcrt.  (i45-i47)- 

Si  a  n'est  pas  racine  du  polynôme  /{z),  on  peut  trouver  une  valeur  de  ;; 
telle  que  le  module  de /(  g  j  soit  inférieur  ù  celui  (le/(rt).  Tel  est  le  fond  du 
raisonnement  de  l'auteur.  On  sait  qu'il  n'est  pas  nouveau. 

Lucas  (E.).  —  Sur  l'équation  du  Iroisième  degré.  (1-4-178). 
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La  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré,  insérée  par  la 
rédaction,  et  consistant  à  identifier  son  premier  membre  avec  la  somme  de  deux 
cubes,  n'est  pas  nouvelle;  M.  Lucas  fait  remarquer  que  Twining  l'a  donnée  en 
1826  :  plus  tard  elle  a  été  reprise  par  M.  Hermite.  L'auteur  expose  ces  diverses 
méthodes  et  indique  leur  application  à  un  problème  proposé  en  1882  au  con- 
cours général,  dont  la  solution  se  trouve  d'ailleurs  dans  V Algèbre  supérieure 
de  M.  Serret  (4*  édition,  t.  II,  p.  467). 

Lucas  {E.).  —  Sur  réquation  du  quatrième  degré,  (i -8-1 79). 

Exposition  d'une  autre  méthode  de  Twining,  relative  à  l'équation  du  qua- 
trième degré. 

Lojigchamps  (G.  de).  Sur  une  nouvelle  espèce  de  fractions  con- 
tinues. (193-197;  217-220^  241-244;  269-274). 

Lagrange  a  donné  l'expression  la  plus  générale  d'une  quantité  U„  liée  à  U,j_,, 
U„_,j  •••^U„_.  par  une  équation  de  récurrence  linéaire  et  à  coefficients  con- 
stants. L'illustre  anal3^ste  fait  figurer  dans  cette  expression  les  racines  d'une 
équation  génératrice  facile  à  former.  Mais  il  se  trouve  que  l'on  peut  obtenir 
cette  expression  sous  forme  symétrique  par  rapport  aux  racines,  et  par  consé- 
quent sans  qu'il  soit  nécessaire  de  résoudre  l'équation;  après  avoir  mis  ce  point 
en  lumière,  M.  de  Longchamps  considère  plus  spécialement  le  cas  d'une  rela- 
tion à  trois  termes  de  la  forme 

(0  U„-2y.U„_.-]-^U„_,=  o. 

L'équation  génératrice  est  alors 

(2)  Z-—  ipz  -\-  q  =  o, 

et  en  appelant  x',x"  ses  deux  racines  supposées  réelles,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (i)  s'expriment  facilement  à  l'aide  des  fonctions 

^        x'"  —  x""- 

T„  =  — -, r  »         S„  =  ^'" -h  X  ", 

"■         X  —  X  " 

étudiées  par  M.  Lucas,  dans  ses  recherches  sur  les  Fonctions  numériques  sim- 
plement périodiques. 

Abordant  alors  la  question  des  fractions  conlinucs,  ISI.  de  Longchamps  en- 
visage deux  solutions  a,^  et  p„  de  l'équation  (i),  et,  après  avoir  posé  générale- 
ment 

Xn  =«»+«.  +  •  ••+<^n'       "^n=    ?o  +  P.  +  •  '  '  +  ?,., 

il  forme  les  fractions 

\       X,  X„ 

-,     -,    ...,     -,     .... 

0  1  II 

Lorsque  n  croit  indéfiniment,  -r^  tend  vers  une  limite.  L'article  se  continue 
dans  le  Volume  suivant. 
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Lucas  {E.).   —  Sur  l'cquation    au    carré   d(;.s   difTi'Tcnccs.    (199- 
201). 

Formation  rapide  de  ceLle  équation  pour  le  troisiènje  et  le  quatrième  dcp;ré. 
Signalons  ce  résultat  bien  simple:  pour  obtenir  réquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences de  l'équation  x^-{- px  +  q  —  o^  W  suffit  d'y  remplacer  a:  par        ^ — • 

Lucas.  —  Sur  le  volume  du  tétraèdre  en  Géométrie  anal^ytiquc. 

(221-223). 

Bioche.  —  Sur  certaines  courbes  gauches  du   quatrième  ordre. 

(223-225). 

Il  s'agit  ici  des  quartiques  de  Stciner;  courbes  unicursales  que  l'on  obtient 
par  l'intersection  de  deux  surfaces  de  degrés  2  et  3  ayant  en  commun  deux 
droites  non  situées  dans  un  même  plan. 

Un  paradoxe  géométrique.    —    Quadrature    du    cercle.    (235- 

237). 

Extraits  des  Récréations  mathématiques  de  IVI.  Lucas. 
Le  Pont.  — •  Note  sur  les  cubiques.  (244-245). 

Poujade.  —  Coniques  passant  par  trois  des  quatre  points  com- 
muns à  deux  coniques.  (246-248). 

Marchand.  —  Sur  la  manière  d'écrire  (x  -h  h  )"^  sous  forme  de  dé- 
terminant. (248-250). 

Le  Pont.  —  Note  de  Géométrie.  (274-277). 

I.  Les  coordonnées  d  une  courbe  d  ordre  n  qui   n  a  que ^ —  3 

2 

points  doubles  différents  s'expriment  rationnellement  en  fonction   d'un   para- 
mètre )v  et  de  l'expression 

s  et  y  désignant  une  racine  carrée  et  une  racine  cubique  de    l'unité;    iiCk)    et 
vCk)  sont  des  fonctions  entières  de  'K. 

II.  Les  coordonnées  d'une  courbe  d'ordre  fi  qui  n'a  (jue  • —   —  \ 

points  doubles  distincts  s'expriment  rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre 
X  et  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  K. 

T           ,                 ■       .,      ,                            1    (''  —  OC'?  —  -O       ,      .        ,     ,  , 
Lorsqu  une  courbe  d  ordre  ?i  a  moins  tic 'j  points  doubles, 

on  ne  peut  plus  exprimer  ses  coordonnées  en  fonction    tatioiuioilc  d'un    para- 
mètre et  d'une  fonction  algébrique  de  ce  paramètre. 
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Nous  devons  ajouter,  pour  l'exactitude  de  ce  qui  précède,  que  l'auteur  ap- 
pelle fonction  algébrique  d'un  paramètre  une  quantité  exprimable  à  Vaide  de 
radicaux  portant  sur  des  polynômes  entiers.  Si  l'on  conservait  au  mol  fonction 
algébrique  le  sens  beaucoup  plus  large  qu'on  a  coutume  de  lui  attribuer,  le 
théorème  serait  évidemment  faux. 

Disons  encore  que  ce  dernier  théorème  de  l'auteur  comporte  autant  d'excep- 
tions qu'il  y  a  d'équations  de  degré  supérieur  résolubles  par  radicaux. 

L'auteur  rapproche  les  résultats  qu'il  obtient  du  théorème  suivant,  démontré 

1.  1  •  (  '^  —  l)(  '^  —  2  ) 

par  M.  Clebsch;  les  coordonnées  d  une  courbe  qui  a 2  pomts 

doubles  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  d'un  paramètre  et  de  la  racine 
carrée  d'une  fonction  entière  du  cinquième  ou  du  sixième  degré  de  ce  para- 
mètre. 

Tome  III;  1884. 

Laguerre.  —  Notes  sur  quelques  inégalités,  (p.  3-6). 
En  supposant  que  l'équation 

■  A.        ,        ^^        .  _,        ^«+1       -  .. 

-r  .  .  •  -+- 


X  -\-  OL,        X  -\-  cf.„  X 


ait  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives  (ce  qui  a  lieu  par  exemple  si  tous  les 
A  et  tous  les  a  sont  positifs),  on  a 


_, ^         .^  A,a,  +  A,a,4-...-<- A„^,a„^, 

a.H-a^H-.-.  +  a^,  A,4- A,+ . . .  4- A„,, 


^^A      T-"'""^\      (^  +  ^  +  ...4-^); 
I/A  +  \h-...-I-A       \a  a  a       / 

cette  inégalité  comporte  beaucoup  d'applications. 
Realis,  —  Note  d'Analyse.  (6-8). 

Walecki.  —  La  multiplication  des  déterminants.  (8-9). 

Walecki.  —  Note  sur  les  combinaisons  complètes.  (9). 

Le  Pont.  —  De  l'équation  du  quatrième  degré.  (lo-i  1). 
Réduction  de  sa  résolution  à  celle  d'une  équation  bicubique. 

Weill.  —  Note  sur  la  droite  de  Simson.  (i  1-16;  3o-35;  5^-62). 

Exposition   géométrique  des  propriétés   les   plus   connues    de  la    droite    de 
Simson  :  l'auteur  y  a  ajouté  plusieurs  théorèmes  nouveaux. 

Variétés.  —  (17-18). 


^^t  Foojr 
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On  y  Irouvc  la  rc[)r()(lii('Li<)ri  de  la  iiitUliodc  de  M.  SéiiVanof  pour  la  n'-xilu- 
Lioii  du  ([ualrii'iiic  dc^'ir,  (jiii  a  »;t('  puhliôc  par  l(;  liitllclin  ('). 

Longchamps  {G.  de).  —  Sur   une  nouvelle  espèce  de   fractions 
conlinues.  (!>,5-3o;  4.9-«^3). 

ConlinuanL  l'cUidc  coinincucéc  au  Tome  prccédenL,  M.  de  Longrliainps  établit 
qu'il  existe  pour  les  quantités  X„(ou  Y,J  une  relation  de  récurrence  à  quatre 
termes,  en  sorte  f(uc  X„  et  Y„  sont  de  la  forme 

A  -h  Bx'"+  Cx"", 

où  A,  B,  C  sont  des  constantes  et  x' ,  x"  les  racines  de  l'équation  génératrice 
primitive;  de  même,  si  l'on  appelle  Z,^  le  numérateur  X„Y„._,  —  X„_, Y„  de  la 
différence  de  deux  fractions  consécutives,  Z„  vérifie  une  relation  de  récurrence 
à  quatre  termes,  et  l'on  trouve  pour  expression  générale  de  Z„ 

k!  x'"  x""+  B'a7'"+  C  x"", 

où  A',  B',  C  sont  des  constantes. 

Enfin,  entre  deux  fractions  consécutives  existe  une  relation  homographique 
à  coefficients  constants.  L'auteur  termine  en  indiquant  plusieurs  rapproche- 
ments avec  les  fractions  continues. 

Fouret  (G.).  —  Sur  la  somme  des  sinus  ou  cosinus  de  trois  arcs 
dont    la    somme    est    un    multiple    de    la    demi-circonférence. 

(53-57). 

Si  l'on  pose  :  a  -\-  b  -i-  c  =  {^m  -{-  r)-::,  avec  r  =  o,  i,  :?,  ou  3,  on  a  générale- 
ment 

.     ,          .             ,    .     7" -  —  n    .     r-  —  h    .     r~  —  r 
sina  -h  smo  -+■  sine  =  as'u sin -sin 

'?.  ■.>  '.' 

,         rr.  —  (f         r~  —  h         r~  —  r 
(  —  lY^  cosa  -+-  cost>  -+-  cosc  =  /icos cos cos 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  de  ces  dernières  relations  on  ne  peut  pas 
conclure  que  {a  -i-  b  -\-  c)  est  un  multiple  entier  de  -. 

Variétés.  —  (66-69). 

Reproduction  du  texte  de  Newton  relatif  à  sa  inclhodo  (rapproximatioii 
(extrait  des  opuscules  publiés  à  Genève  par  Jean  Castillion). 

LongcJiamps  {G.  de).  —  Sur  un  Mémoire  de  M.   Landry.  (^3- 
78;  97-101). 


(•)  Tome  Vil,  p.  246  des  Mélanges. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a"  série,  l.  \.  (Août  1S8G.)  H.  1 1 
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Il  s'agit  d'un  Mémoire  publié  en  i856  par  M.  F.  Landry  sur  l'arithmétique 
des  irrationnelles  du  second  degré.  En  partant  du  développement  en  fraction 
continue  de  la  racine  carrée  du  nombre  A,  M.  Landry  démontre  ce  théorème  : 

«  Si  l'on  pose  A  =  a-+ /•   (/•  <  2a),  et  que         et  ^  soient  deux  fractions  con- 

m        p 

sécutives,  on  a 

p- — Xp'-  =  —  /'(m- — Xm'^).  » 

On  déduit  de  là  une  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

X-  —  AjK-  =■  ±  r"\ 

M.  de  Longchamps,  en  démontrant  par  une  autre  voie  ces  résultats,  attire 
l'attention  sur  ces  Mémoires  de  M.  Landry,  dont  le  seul  tort,  dit-il,  est  de 
n'avoir  pas  été  connus  à  leur  heure. 

Niewenglo^vski.  —  Construction  du  centre  de  l'hyperbole  équi- 
latère,  qui  passe  par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point 
à  une  conique  à  centre.  (-8-80). 

Hadamard.  —  Sur  le  limaçon  de  Pascal.  (8o-83). 
Démonstration  géométrique  de  l'anallagmatie  de  cette  courbe. 

Note  sur  an  théorème  de  Joachimsthal.  (83-86). 

Si  d'un  sommet  d'une  ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre 
normales  issues  d'un  point,  les  quatre  points  où  ces  perpendiculaires  coupent 
de  nouveau  la  conique  sont  sur  un  même  cercle. 

Ainigues.  — Elimination  par  la  méthode  de  Bézout  perfectionnée 
par  Cauchy.  (ioi-io4). 

Le  raisonnement  de  l'auteur  n'est  pas  entièrement  satisfaisant. 

Levavasseiir.    —    Note    d'analyse    récurrente.    (  109-1 13;    l'^j- 

i35). 

Calcul  de  la  dérivée  d'ordre  quelconque  de  arc  sino:. 

De  Longchamps.  —  Applications  nouvelles  des  transversales  ré- 
ciproques. (121-1  26;  i4y-i52). 

L'auteur  envisage  la  tangente  d'une  courbe  en  un  point  M,  et  le  point  A  où 
elle  coupe  une  seconde  courbe;  le  symétrique  M'  du  point  M  par  rapport  au 
point  A  appartient  à  une  courbe  dont  on  construit  facilement  la  tangente. 

M.  de  Longchamps  généralise  encore  cette  transformation,  et  revient  sur  les 
courbes  diamétrales  et  les  conchoïdales. 

De  Longchamps.  —  Sur  l'hypocycloïdc  à  trois  points  de  rc- 
broussement.  (169-178). 
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Etude  de  relie  courbe  en  parlant  de  l'expression  de  ses  coordonnées  rectan- 
gulaires en  fondions  rationnelles  d'un  paraniclre. 

Lucas  {E .).  —  Notes  sur  l'ellipsoïde.  (i7<S-i8s>.). 

L'auteur  envisage  la  surface  comme  d<'-finie  par  un  poitit  d'une  droite  dont 
trois  autres  points  décrivent  les  faces  d'un  triédre.  Il  arrive  à  f»Iusicurs  propo- 
sitions dignes  d'intérêt  et  en  démontre  d'autres  ducs  à  M.  Iliiiphen  et  à 
M.  Mannheim. 

KœJiler.  —  Sur  la   décomposition   des  polynômes  du  deuxième 
degré  en  sommes  de  carrés.  (185-189;  209-214)- 

De    Longchamps.     —     Représentation    plane     des    quadriques. 

(193-197;    217-224;    241-247;    26^)-2'J2). 

L'auteur  commence  par  définir  les  surfaces  dites  homaloïdes  et  qu'il  est  pos- 
sible de  représenter  d'une  façon  univoque  sur  un  plan.  Quoique  d'origine  assez 
récente^  cette  théorie  a  déjà  été  l'objet  de  nombreux  Mémoires,  et  dans  le  Bulletin 
même  ce  sujet  revient  fréquemment.  M.  de  Longchamps  s'est  imposé  la  tâche 
de  mettre  ces  idées  fécondes  à  la  portée  des  élèves,  et  de  les  vulgariser  en 
(juelque  sorte,  en  leur  montrant  comme  exemple  les  surfaces  du  second  degré. 
Sur  ce  terrain  particulier  des  quadriques,  M.  Gliasles  a  ouvert  une  voie  large 
et  aisée.  La  transformation  adoptée  par  l'auteur  revient  à  une  projection  sté- 
réographique  faite  d'un  sommet  de  la  surface. 

Brocard.  —  Hyperbole  des  neuf  points.  (197-209). 

L'auteur  prend  pour  base  de  son  travail  la  transformation  par  droites  symé- 
triques étudiée  par  M.  de  Longchamps.  Les  droites  qui  coupent  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  fondamental  se  transforment  en  hyperboles;  en  particulier, 
tous  les  diamètres  de  ce  cercle  se  transforment  dans  les  hyperboles  équilatères 
circonscrites  au  triangle.  L'une  d'elles  est  particulièrement  remarquable  :  c'est 
celle  qui  contient  le  centre  de  gravité.  Cette  conique  contient  en  outre  cinq 
autres  points  remarquables.  L'étude  que  fait  M.  Brocard  des  éléments  de  cette 
courbe  ajoute  une  page  intéressante  à  la  géométrie  du  triangle,  déjà  si  étendue. 

Hadamard.  —   Extrait  d'une  lettre  à  INI.  de  Longchamps.  (226- 
282). 

Etude  sur  l'hypocycloïde  définie  comme  enveloppe  des  asymptotes  des  hyper- 
boles équilatères  formant  un  faisceau  ponctuel. 

G.   K. 
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ZEITSCHRIFT  flr  Mathematik  uxd  Piiysik,  herausgegcben  von  Dr.  0. 
ScHLOEMiLcii,  Dr.  E.  Kaul  und  Dr.  M.  Cantor  ('). 

Tome  XXVIII,  année  i883. 

Lange  {E.).  —  Les  seize  points  à  plan  surosculaleur  de  la  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce.  (i-aS,  65- 
82). 

Les  quarLiques  gauches  de  première  espèce  offrent  des  analogies  avec  les  cu- 
biques planes  sans  point  double  :  par  exemple,  elles  ont  le  même  genre  que  ces 
courbes.  Mais  les  propriétés  des  points  d'inflexion  des  cubiques  planes  se  re- 
trouvent aussi  dans  les  points  à  plan  surosculateur  de  ces  quartiques  gauches. 
Ces  points  sont  au  nombre  de  seize,  et  tout  plan  qui  en  contient  trois  passe 
par  un  quatrième.  On  arrive  en  tout  à  cent  seize  plans  dont  l'auteur  étudie  la 
configuration. 

Sa  méthode  consiste  dans  l'emploi  des  fonctions  a,  à  l'aide  desquelles  .M.  Kil- 
ling  a  représenté  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  dans 
l'usage  d'une  transformation  étudiée  par  IM.  Harnack  au  tome  XII  des  Mathe- 
jnalische  A/uialen. 

Sundell  {F.).  —  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  et  les  théo- 
rèmes de  Mécanique  analytique  qui  s'v  rattachent.  (24-3i). 

Etablissement  du  principe,  en  partant  directement  des  relations  analj^tiques 
qui  expriment  les  liaisons. 

Alatlliiesseii  (L.).  —  Sur  les  lois  du  mouvement  et  de  la  défor- 
mation d'une  figure  cylindrique  d'équilibre,  homogène,  tournant 
librement  autour  de  son  axe,  et  sur  leur  modification  par  ex- 
pansion ou  condensation.  (3i-45). 

Dans  les  Aniiali  cli  Mateniatica  en  1869,  et  dans  le  Zeitschrift,  tome  XVI, 
1871,  l'auteur  s'est  occupé  de  la  déformation  et  de  l'altération  du  mouvement 
dus  à  une  expansion  ou  à  une  condensation,  pour  les  cas  de  figures  annulaires 
ou  ellipsoïdales.  L'auteur,  poursuivant  ces  études,  considère  le  cas  d'une  figure 
cylindrique  elliptique. 

Dorogé  (./.).  —  Equation  du  cercle  en  coordonnées  trimétriques. 

(4G-48). 


(')  Vi>i|-  ISiilh'tin.  \\\\  .  |..  ui'|. 
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Rink  (^•).  —  Sui-  lin   llH'orrmc  (hj  Lions  illr  icliilil  aii\  fondions 
doublemcnl  périodicjnos.  (.'j'S-.nj. 

Expression  (riine  ruiKlion  (loiildciriciil.  pi'riodifjiK'  d'ordio  p  ;i  l'aidr  de  la 
fonrUon  douhlcnictiL  jx  rio(li(|ii(;  du  -"(«((iiil  <»rdif  ;iiix  mêmes  périodes  et  de  sa 
dérivée. 

Ilossfeld  (^C .).  —  Nonvcllc  dcnionstralion  simple  (Vwn  ihcorème 
de  Géométrie  de  position.  (5i-5.)). 

Amseder  [A .).  —  Note  snr  Il's  «  Lri[)les  »  d'une  conrlx;  du  troi- 
sième degré  qui  ont  le  même  point  d<;  concours  des   hauteurs. 

(53-54). 

Sur  toute  cubique  plane  il  existe  des  groupes  d(;  trois  points  on  la  courbe 
est  toucbée  par  une  même  conique;  les  triangles  foiinés  par  ces  systèmes  de 
trois  points  sont  appelés  les  triples.  Toute  cubique  possède  trois  systèmes  de 
triples.  Les  coniques  correspondant  à  chacun  de  ces  systèmes  forment  un  réseau, 
dont  un  cercle  fait  toujours  partie.  Les  centres  des  trois  cercles  ainsi  obtenus 
sont  chacun  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'une  infinité  simple  de  triples. 
Les  côtés  de  ces  triples  enveloppent  la  polaire  de  la  cubique  par  rapport  au 
cercle  correspondant. 

Ueyinann  (  [[  .).  —  Intégialion  de  l'équation  diflerentielle 

H-  (Ag^^  ^  B3J2  _j_  G3  jy  ^  D337  4-  E3J  -h  F3)(x  dy  —y  dx)  =  o. 

(54-56). 

Cette  équation  est  de  la  forme  étudiée  par  Jacobi;  elle  admet  trois  intégrales 
particulières  de  la  forme 

y  =  IJ-^, 

où  [X  est  une  constante.  Il  en  résulte  (jue  l'intégration  de  cette  équation 
se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  diiïérentielle  de  la  série  hypergéomé- 
trique. 

Zimmermanii  (II.-E.-Jll.-O.).  —  Propositions  diverses  sur  les 
coniques  et   les  courbes  du    troisième  degré  à   point  double. 

(56-6o). 

Kessler  (O.).   —   Sur   la    théorie  de   la   divisibilité  des  nombres. 

(60-64). 

Veltmann  {IV.).  —  Remarque  sur  Tcxprcssion    <(   Division  d'un 
segment  en  parties  indnimcnl  petites  ».  (6'î). 
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Bohii  (C).  —   Sur  les  diverses  capacités  calorifiques,  et  autres 
quantités  qui  se  présentent  <ians  la  théorie  de  la  chaleur.  (83- 

96). 


Niembller. 
tielie 

(97-104). 


Sur  l'intégration  de  l'équation  différentielle  par- 


dx\     dx } 


à  /     du\ 
—  \x-—     =  o. 


Cette  équation  différentielle  représente  le  potentiel  d'un  courant  électrique 
sur  une  surface  dont  la  conductibilité  est  en  chaque  point  proportionnelle  à  la 
distance  de  ce  point  à  l'axe  des  y.  On  obtient  facilement  son  intégrale  à  l'aide 
des  intégrales  de  Bessel.  L'auteur  traite  particulièrement  le  cas  où  l'électricité 
pénètre  sur  la  surface  par  un  point,  et  en  sort  par  un  autre. 

Schlegel  {V.).  —  Sur  la  résolution  du  point  double  d'une  courbe 
plane  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  et  sur  un  problème  de 
Mécanique  lié  à  cette  courbe.  (io5-i  i4). 

En  transformant  en  une  courbe  gauche  une  courbe  plane  ayant  la  forme  d'un 
huit,  on  peut  finalement  la  transformer  en  une  courbe  plane  fermée  dénuée  de 
point  double. 

L'auteur  donne  un  exemple  particulier,  d'oili  il  déduit  la  solution  d'un  pro- 
blème sur  le  mouvement  vibratoire. 

Zirnmermann  (0.).  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  des  courbes 
planes,  (i  i5-[  16). 

Selleîitin  (i?.).  —  Sur  les  roulettes  et  les  lieux  des  pôles  dans  les 
systèmes  cinématiques  plans.  (1 1 6-1 2.3). 

Rocks  {H.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
équations  algébriques,  (i  23-125). 

Toute  équation  d'ordre  ni  a  m  racines. 

Hertz  (//.).  —  Sur  la  distribution  des  pressions  dans  un  cylindre 
circulaire  élastique.  (125-128). 

L'auteur  considère  un  cylindre  fixé  par  ses  deux  extrémités  à  deux  parois 
normales  à  son  axe;  les  pressions  sont  elles  aussi  rectangulaires  avec  l'axe,  et 
indépendantes  des  cordonnées  comptées  parallèlement  à  cet  axe.  Malgré  le 
caractère  restreint  du  problème,  l'étude  de  la  distribution  intérieure  des  pres- 
sions offre  de  l'intérêt. 

Bolin  (C).  —  Sur  le  champ  de  l'accommodation  au  télescope,  cl 
la  parallaxe,  (i 29-1 49V 
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StolL  —  Le  probiciiic  du  plus  court  cr<'"|)iisciilo.  /^i  "io-i  56). 

SoluLion  clcin(;nUiirc  de  ce  prohli'-iiu',  it'solu  pour  la  première  fois  par  Jean 
lîcrnoulli. 

Blehrltiger.  —  Sur  les  courix.'s  tracées  sur   les  surfaces  de  révo- 
lution, (i  -^y-iyj). 

Fin  d'un  article  commencé  dans  l'un  des  Tomes  précédents. 

Schrœter  [fl.).  —  Sur  les  communications  2i  et  2o  insérées  au 

tome  XXVII  du  Journal.  (i^jB- i  S.;-). 

Dans  CCS  deux  Communications,  analysées  par  le  Bulletin,  MM.  Schlômilch 
et  Sachse  ont  donné  des  propriétés  relatives  à  la  projection  d'un  riuadrilatère 
complet  sur  un  plan  passant  par  l'une  de  ses  diagonales.  L'auteur  montre  com- 
ment ces  propriétés  se  rattachent  à  la  considération  des  systèmes  dcsmiques  de 
trois  tétraèdres  étudiés  par  M.  Stéphanos. 

Scllirek  {C .).  —  Construction  des  tangentes  et  des  plans  tangents 
aux  courbes  et  aux  surfaces  équidistantes.  (i 83- 188). 

Par  courbes  ou  surfaces  équidistantes,  l'auteur  entend  le  lieu  des  centres  des 
sphères  tangentes  à  deux  courbes  ou  à  deux  surfaces. 

Weiler  (A.).  —  Sur  le  complexe  des  axes  de  Reye.  (i88-ic):>>). 

Les  droites  conjuguées  rectangulaires  d'une  qnadricjue  ccmstituent  ses  axes; 
elles  forment  un  complexe  tétraédral.  Il  existe  une  double  infinité  de  qua- 
driques  ayant  les  mêmes  axes.  Dans  le  nombre,  ligurent  trois  inlinités  simples 
de  coniques.  En  prenant  deux  de  ces  coni((ucs  pour  définir  le  complexe  des 
axes,  on  obtient  des  constructions  simples.  L'auteur  étudie  aussi  ce  que  devient 
le  complexe  tétraédral  lorsque  le  centre  des  surfaces  est  à  l'infini. 

Quidde.  —  Démonstration  d'un  tliéorème  projectif  de  Schliniiilch. 

('92). 

Ilenmann  (O.).  —   Recherches  géométriques  sur  la  marche  des 
transcendantes  elliptiques  dans  le  domaine  complexe.  (194-210, 

257-2-3). 

Le  problème  des  courants  stalionnaires,  ou  du  potentiel  cylindrique,  et  celui 
de  la  représentation  conforme  sont  étroitement  liés  avec  la  théorie  générale 
des  fonctions  d'une  variable  complexe.  On  peut  alors  se  proposer,  ou  bien 
d'étudier  les  courants  stationnaires  et  les  représentations  conformes  qui  ilérivent 
des  fonctions  déjà  connues;  ou  bien  de  cherelier  des  fonctions  nouvelles, 
d'après  un  système  de  courants  statiixuïaires  ilonné.  Le  travail  île  l'auteur  se 
rattache  au  premier  genre  de  recherches.  Il  part  des  transcendantes  les  plus 
importantes   que  l'on  i-encontrc  dans  la   théorie  des   fonetions  ellipliquo.  p«inr 
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étudier  les  courants  slationnaires  correspondants.  Les  travaux  les  plus  récents 
dont  l'auteur  fait  usage  sont  dus  à  MM.  Klein  et  Holziniiller  : 

I.  Introduction. 

II.  Les  intégrales  elliptiques.  La  surface  de  Riemann  et  le  rectangle;  l'intégrale 
de  première  espèce.  Les  intégrales  de  troisième  espèce.  Les  intégrales  de  se- 
conde espèce. 

III.  Les  fonctions  elliptiques. 

IV.  Les   fonctions    E    de    Weierstrass.    La    fonction  W  =  E(h').    La   fonction 

V.  Les  fonctions  8  et  a.  La  fonction  W  =  9,,((v,  i).  La  fonction  tv  =  7/ tv,  -?  -  |  • 

VI.  Remarques  finales. 

Matthiessen  (L.).  —  Les  équations  différentieUes  dans   la  diop- 
trique  des  cristallins  sphériques  des  poissons.  (21 1-2 16). 

Suite  du  travail  commencé  dans  les  Tomes  XXIV  et  XXVI  du  Zeitschrijt. 

Wittwer  (  IV.-C .).  —   Fondements  de  la  Chimie   mathématique. 
(216-228,  352-878). 

Schœnjliess  {A.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  système  solide  dans 
l'espace.  (229-240). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  les  éléments  métriques  des  diverses  courbes 
et  surfaces  dont  l'existence  a  été  rattachée  par  Chasles  et  plusieurs  autres  géo- 
mètres au  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  solide. 

Heymann  (  W.\  —  Remarques  s  tir  l'équation  différentielle 

dx- 

dv 

-i-  (ax  -i-  bx  -{-  cx^)(ai  -\-  biX)  -r-  -^  (aa  -^  baX  -\-  CoX^)ç  =  o. 

dx 

(241-243). 

L'auteur  montre  que,  outre  plusieurs  équations  linéaires  intégrées  par  Liou- 
ville,  Spitzer,  Weiler,  etc.,  cette  forme  renferme  plusieurs  autres  équations 
remarquables,  entre  autres,  l'équation 

(  a  H-  |2^  +  yS^  +  5^' )^  ^ 

+  a,  (a  +  [â^  +  Yi'  -+-  0^')  ^  +  (  ao  +  ;io^  +  ïo^O-f.  =  «• 

ScJiônemann  {P.).  —   Sur  la  construction  géométrique  des  mo- 
dèles pour  la  représentation  des  surfaces  réglées.  (243-247). 

L'auteur   considère  deux    génératrices  voisines.    Les   courbes   (|ui  liiiiilcnl   la 


in-VUK   ni'iS   PU  H IJ  CATION  s.  160 

surface  les  coupciiL  (;n  qualre  points  A,  A'  poiii-  l'une  des  génératrices,  lî  et  IV 
pour  l'autre.  Le  (|uadrilatère  gauclic  AA'li'H,  forrni-  j>ar  les  géuéralrices  et  les 
(îordes  AB,  A'B' (les  courljcs  liniitatrices,  peut  être  rc[)réscnté  en  papier  à  l'aide 
des  deux  triangles  obtenus  en  menant  une  diagonale  AH'.  Oda  [jerniet  de  re- 
présenter en  papier  les  surfaces  gauches  elles-mêmes  :  justju'ici  on  n'avait  |ju 
représenter  avec  cette  substance  (pie  les  surfaces  réglées  développables. 

Morawetz  {J-)-  —  Application  de  la  projeclion  stéréogra[)Iiifjue  à 
la  constriiclion   dos   isopholcs  sur   les   surfaces   de  révolu liorj. 

(247-249). 

Tliaer  (A.).  —  Interprétation  géométrique  du  sinus  d'un  Irièdre. 

(249-251). 

Klein  {B.).  —  Sur  le  rapport  anharmonique  de  quatre  couples  de 
points  d'une  série  involutive  de  points  du  premier  ordre.  (202- 
255). 

Zimmermann  (0.).  —  Génération  ponctuelle  des  surfaces  déve- 
loppables du  second  degré.  (255-256). 

Weinmeister  (/.).  — •  Note  sur  les  podaires.  (256). 

Baiir  {M.).  —  Sur  les  lignes  de  striction  de  l'iiyperboloïde  à  une 
nappe,  et  du  paraboloïde  hyperbolique.  (274-280). 

Greiner  {M.).  —  La  conique  d'aire  minimum  circonscrite  à  un 
triangle.  (281-293). 

•  Étude  analytique  du  problème  :  l'auteur  arrive  à  plusieurs  résultats  nouveaux. 
Par  exemple,  les  cercles  osculateurs  de  la  conique  aux  sommets  du  triangle  se 
coupent  en  un  même  point,  qui  n'est  autre  que  le  quatrième  point  de  rencontre 
de  la  conique  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Ilossfeld  [C .).  —  Sur  les  coniques  confocales.  (294-29()). 

Deux  coniques  confocales  sont  orthogonales  :  démonstration  géométrique  di- 
recte . 

Ilossfeld  (C).  —  Sur  les  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre. 
(296-300). 

Que  par  l'un  des  trois  points  doubles  d'une  (|uarli([uc  unicursale  on  mène 
une  droite  coupant  en  X,  la  ligne  de  jonction  des  deux  autres  points  doubles 
et  qui  rencontre  la  courbcdans  les  points  \,et  \,.  Le  point  \_,  conjugué  harmoniiiuc 
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de  X,  par  rapport  à  X^  et  X,,  décrit  une  conique  passant  par  les  trois  points 
doubles.  La  courbe  est  donc  le  lieu  des  points  d'intersection  d'un  rayon  d'un 
faisceau  avec  les  rayons  d'un  couple  involutif  lié  homograpliiquement  au 
faisceau.  L'auteur  développe  plusieurs  conséquences  de  ce  théorème. 

Bôklen  (O.).  —  Sur  une  propriété  de  l'ellipse.  (3oo-3o4). 

Bôklen  (O.).  —  Sur  le  pendule  physique.  (3o4-3o9). 

Tous  les  points  de  suspension  à  oscillations  isochrones  d'un  corps  sont  situés 
sur  (ou  entre)  les  deux  nappes  de  deux  surfaces  (J)  et  (  J' )  ;  la  première  de 
ces  surfaces  s'obtient  en  allongeant,  et  la  seconde,  en  raccourcissant  d'une  lon- 
gueur constante  ^  /  le  rayon  d'une  surface  de  vitesse  des  ondes.  La  quantité  /  est 
la  longueur  du  pendule  simple  isochrone. 

Luxejïiberg  [M.).  —  Sur  le  pendule  formé  de  deux  points  ma- 
tériels. (3o9-3i  5). 

L'auteur  étudie  spécialement  les  petites  oscillations  d'un  pendule  formé  de 
deux  points  matériels  portés  par  un  même  fil.  Au  lieu  de  l'ellipse  que  Ton 
trouve  dans  le  cas  du  pendule  conique  ordinaire,  on  tombe  sur  des  courbes 
plus  compliquées,  et  qui  ne  sont  autres  que  celles  réalisées  optiquement  par 
M.  Lissajous,  à  l'aide  des  miroirs  vibrants. 

Tliaer  (A.).  —  Une  définition  géométrique  des  coordonnées  ho- 
mogènes d'une  droite.  (3i5-3i8). 

Ilofjnann  {F.).  —  Un  paradoxe  de  la  théorie  de  la  collinéation. 

(3i8-32o). 

Weichold  (G.).  —  Sur  les  surfaces  de  Riemann  symétriques  et 
les  modules  de  périodicité  des  intégrales  abéliennes  normales 
de  première  espèce  correspondantes.  (32i-35i). 

L'auteur  cherche  les  conditions  de  réalité  des  modules  de  périodicité  des 
intégrales  abéliennes  normales  de  première  espèce,  qui  appartiennent  à  une 
équation  algébrique  de  genre  arbitraire,  mais  à  coefficients  réels.  Dans  ce  cas 
les  surfaces  de  Riemann  sont  symétriques,  comme  l'a  montré  M.  Klein.  Ce 
sujet,  du  moins  dans  certains  cas  particuliers,  a  occupé  plusieurs  géomètres  : 
par  exemple,  MI\L  Ilénoch,  Klein,  llur^vitz,  Schottky. 

La  première  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  des  surfaces  symé- 
triques, à  leur  classification,  à  leur  réduction  à  la  forme  normale,  et  enfin  à 
leur  représentation  schématique. 

La  question  des  modules  occupe  la  seconde  Partie. 

Coupures  canoniques. 

Réalité  des  intégrales  normales  qui  sont  partout  finies. 

Parties  imaginaires  des  modules  de  périodicité  des  intégrales  normales. 
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Kantor  (S.).  —  Permutalions,  avec  des  dispositions  restrictives. 
(379-383). 

Nombre  des  permutatious  de  n  éléinenls  où  il  n'arrive  jamais  qu'un  élément 
soit  le  seul  qui  conserve  sa  place  primitive.  Nombre  des  permutations  de  n 
éléments  où  il  n'arrive  jamais  que  rn  éléments  déterminés  conservent  leurs 
positions. 

Meyer  [A  .-D.).    —   Sur  le  faisceau   de  ra^'ons   du  second  ordre. 
(383-384).  (i.  K. 


GIORNALE  DI  MATEMÂTICHE,  pubblicalo  per  cura  del  professore  G.  Bvtta- 

GLINI   (1). 

Tome  XVIII;  1880. 

Battaglini  {G.).  —  Sur  les  complexes  du  second  degré.  (i-i4). 

Une  équation  entre  les  coordonnées  homogènes  de  la  ligne  droite  représente 
un  complexe;  tout  point  de  l'espace  est  alors  le  sommet  d'un  cône  déterminé, 
lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par  ce  point.  Mais  (jue  l'on  imagine 
une  équation  contenant,  outre  les  coordonnées  homogènes  de  la  ligne  droite, 
celles  d'un  point  de  cette  droite;  il  se  trouve  encore  que  tout  point  de  l'espace 
est  le  sommet  d'un  cône  déterminé,  seulement  tous  les  cônes  qui  correspondent 
à  tous  les  points  de  l'espace  n'engendrent  plus  un  complexe.  Le  système  géomé- 
trique étudié  par  l'auteur  offre,  on  le  voit,  une  grande  analogie  avec  le  connexe 
de  Clebsch.  En  associant,  dans  l'équation  de  définition,  aux  coordonnées  homo- 
gènes de  la  ligne  droite  celles  d'un  plan  mené  par  cette  droite,  on  définit  un 
système  dont  la  notion  est  corrélative  de  celle  du  système  précédent. 

Les  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  cinq  points,  et  les  coniques  tan- 
gentes à  cinq  plans,  ofi'rent  deux  de  ces  systèmes,  corrélatifs  l'un  de  l'autre. 
On  est  ainsi  conduit  de  deux  façons  à  des  propriétés  intéressantes  des  com- 
plexes tétraédraux. 

Amodeo  {F.).  —  Théorème  de  Géométrie  projective.  (la-iG). 

Capelli  [A.).  —  Sur  les  formes  algébriques  ternaires  à  plusieurs 
s 'ries  de  variables.  (17-33). 

L'objet  de  l'auteur  est  de  ramener  la  théorie  des  formes  ternaires  à  plusieurs 
séries  de  variables  à  celle  de  formes  contenant  un  nombre  moindre  de  séries  de 
variables.  L'auteur  introduit  pour  cela  certaines  formations  invariantes  ou  co- 
variantes  de  la  forme  primitive.  Ainsi,  dans  le  cas  de  trois  séries  île  variables, 


(')  Voir  Bulletin,  t.  IV,,  p.  19^». 
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^,,  x.^,  x.^;  y^,  y,,  y/,  c,    z,,,  z..,  rauleur  parvient  à  la  iorrjuilc 


V         fJ. 


X^      X.^      X. 

j'i  y,  Xz 


^^v.  I);i;.?,x,v(•3^'"->'■^r''-^^^)  h 


] 


où  cp,j^  ,^  est  un  covariant  de  la  forme/,  contenant  seulement  les  deux   séries  de 
variables  x  el  y;  D,..  représente  le  symbole  de  l'opération  de  la  polaire 


<Jx. 


_â 

ôx~^' 


() 

Ox, 


les  exposants  [j.  et  v  indiquent  la  répétition  de  l'opération.  Enfin,  entre  les 
entiers  [x,  v,  p  et  /  existe  la  relation 

[x  +  V  +  p  =  /. 

Cette  formule  n'est  que  la  généralisation  d'une  autre  formule  de  Gordan,  par 
laquelle  ce  géomètre  ramène  les  formes  binaires  à  plusieurs  séries  de  variables 
à  des  formes  à  un  nombre  moindre  de  séries  de  variables. 

M.  Capelli  donne  ensuite  une  formule  générale  qui  permet  d'exprimer  une 
forme  ternaire  à  plusieurs  séries  de  variables  à  l'aide  de  formations  covariantes 
qui  n'en  contiennent  que  deux  séries. 

Morera  [Giacinto).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  attiré  par 
deux  centres  fixes  suivant  la  loi  de  Newton.  (34-71). 

Euler,  Lagrange,  Legendre,  Liouville  et  Jacobi  ont  étudié  ce  problème.  On 
sait  quelle  belle  solution  Jacobi  en  a  donnée  dans  le  cas  général  d'une  trajec- 
toire gauche,  par  l'emploi  des  coordonnées  elliptiques. 

L'auteur  se  borne  au  cas  d'une  trajectoire  plane;  il  emploie  les  coordonnées 
elliptiques  et  applique  la  méthode  de  Jacobi  :  il  établit  ainsi  les  équations 
d'Euler.  L'étude  des  cas  où  l'attraction  de  l'un  des  deux  centres  ou  de  tous  les 
deux  centres  est  nulle  le  conduit  à  d'intéressants  résultats,  et  notamment  au 
théorème  d'Euler  sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques. 

Lagrange  a  étudié  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  sur  une  conique;  l'auteur 
retrouve  divers  résultats  de  l'illustre  géomètre  et  parvient,  en  outre,  à  un 
théorème  intéressant  sur  le  mouvement  oscillatoire.  Qu'un  point  mobile  soit 
attiré  par  un  centre  F  et  repoussé  par  un  autre  F'  suivant  la  loi  de  Newton; 
(|ue  l'on  abandonne  sans  vitesse  le  point  matériel  dans  une  position  P  où  la 
résultante  des  forces  soit  tangente  à  l'une  des  deux  coniques  dont  F  et  F'  sont 
les  fojers  et  qui  passent  au  point  P  :  cela  étant,  le  mobile  oscillera  sur  l'arc 
intercepté  sur  cette  conique  par  la  seconde  des  coniques  homofocales  qui  pas- 
sent au  point  P. 

La  fin  du  travail  est  consacrée  à  l'étude  de  la  trajectoire  en  général,  par  une 
méthode  un  peu  plus  simple  que  celle  de  Legendre. 

Cazzaniga[Paolo).  —  Sur  l'intégration  des  équations  algébrico- 
dillerentiellcs  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  à  l'aide  de 
fonctions  algébriques  (7:>,-()i). 
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Pinchcilc.  (^SdlvfUore).  —  Kfjclicrclu.'s  sur  iirir  classe   imporlanlc 
de  ibnclions  inonodronics.  ((j2-i.^()j. 

l/('lu(le  des  foiictifMis  di-finics  par  la  rtropriéliî 

'i  (  0)  J7  )       .   -f  (  X  )  , 

oïl  ti)  esl  une  conslantc,  [)CuL  servir  de  Ijase  à  la  lliéoric  des  fonctions  elliptiques. 
Les  propriétés  des  fonctions  9  présentent,  du  reste,  un  entier  parallélisme  avec 
celles  que  l'on  rencontre  dans  cette  théorie.  Toute  fonction  9  admet  zéro  et 
l'infini  pour  lieux  de  singularités  essentielles;  dans  l'intérieur  de  la  couronne 
comprise  entre  deux  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  avec  les  rayons 
R  et  Rw,  une  fonction  9  acquiert  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  acquérir;  elle 
y  devient  autant  de  fois  nulle  (lu'infinie.  Le  nombre  des  infinis  d'une  fonction  9 
dans  une  couronne  (  R,  Rw)  s'appellera  son  orUre;  il  n'y  a  pas  de  fonctions  9 
d'ordre  inférieur  à   2,  et  toutes   les  fonctions  9ls'cxprinient  rationnellement  à 

'  d'^  (x) 

l'aide  de  la  fonction  '^,  du  second  ordre  et  de  sa  fonction  adjointe  x — '-^ — -- 

•'  •'  dx 

Entre  une  fonction  9  et  son  adjointe  x—~  existe  toujours  une  relation  algé- 
brique. Si  ^,,  z,^^  ...,  z  sont  les  racines  de  l'équation  9(^7)=  c  intérieures  à 
une  couronne  (H,  Ilto),  le  produit  de  ces  racines  est  constant,  c'est-à-dire  indé- 
pendant de  c,  à  un  facteur  ))rès,  de  la  forme  W".  Enfin  l'auteur  forme  des 
fonctions  T  intermédiaires,  qui  servent  à  exprimer  les  fonctions  9,  et  ce  dernier 
trait  complète  la  ressemblance  avec  la  théorie  de  Jacobi.  Il  suffit,  en  effet,  de 
remplacer  z  par  ë^  pour  tomber  sur  la  théorie  classique  des  fonctions  elliptiques. 
Le  théorème  algébrique  d'addition  domine  cette  théorie;  aussi  l'auteur  a-t-il 
insisté  sur  ce  sujet  qui  forme  la  seconde  Partie  de  son  intéressant  ÎMémoire. 
Disons  avec  l'auteur  qu'une  fonction  possède  une  équation  caractéristique 
lorsqu'il  existe  une  équation  algébrique  entre  les  trois  valeurs  que  prend  la 
fonction  pour  trois  valeurs  de  la  variable  liées  par  une  équation  qui  soit  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Il  résulte  d'une  découverte  anté- 
rieure de  l'auteur  que,  si  J'{z)  admet  une  éijuation  caractéristique,  elle  vérifie 
une  équation  de  la  forme 

L'auteur  en  déduit  que,  en  représentant  par  R  une  fonction  i-alionncllc  et  par  9 
une  des  fonctions  précédemment  étudiées,  la  fonction /(;)  a  nécessairement 
l'une  des  formes  suivantes  : 

R(^),     t;(4^-±i;,),     rU^'^^V,     9U^'^  +  ^'y'; 
^    "     '\a'z-]-0/ 

la  dernière  de  ces  formes  com()rend  les  fonctions  elliptiques.  Comme  on  le 
verra  plus  loin,  INI.  Pineherle  a  suivi  les  Leçous  de  M.  Weierstrass,  et  nous  ne 
pensons  rien  ôter  au  mérite  de  l'auteur  en  disant  (jue  son  travail  porte  comme 
un  reflet  des  leçons  de  l'illustre  Maître. 

Jadanza  (A.).  —    Sur  les  latitudes,    longitudes  et  aziniiUs  des 
points  d'un  l'éseau  liii;on()rn('h"i<|ue.  (i  .'^7- i  ^^V 
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Giletta  {L.).  —  Sur  les  bases  du  principe  des  moindres  carrés. 

(159-173). 

Introduction. 

Valeur  la  plus  probable  à  déduire  d'un  système  d'observations  également 
attentives. 

Si  cette  valeur  est  une  fonction  analytique  des  observations,  elle  ne  peut  être 

que  symétrique  et  du  premier  degré. 

SO 
Probabilité  de  la  fonction  V  ■=  — '  4-c. 

Probabilité  de  l'hypothèse  de  Gaiiss  c  =  o. 

Examen  a  joosierîo/'i  des  diverses  hypothèses  que  Ion  peul  faire  sur  la  valeur 
de  c. 

Conclusions. 

Frattini  (G.).  —  Résolution  de  six  équations  entre  neuf  quan- 
tités. (174-177)- 

Pincherle  (S.).  —  Essai  d'une  introduction  à  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques  suivant  les  principes  du  professeur  G.  Weier- 

strass.  (178-254;  317-357). 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  ce  Mémoire,  de  faire  connaître  en  Italie  les 
leçons  professées  à  Berlin  'par  M.  Weierstrass,  leçons  auxquelles  il  a  assisté 
pendant  Tannée  1877-1878.  Depuis  cette  époque,  diverses  publications  ont  con- 
tribué à  répandre  certaines  méthodes  de  ce  Maître  éminent  :  nous  citerons 
notamment  le  résumé  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  publie  en  ce 
moment  M.  Schwarz.  Les  matières  qui  font  l'objet  du  présent  Mémoire  ou,  du 
moins,  la  façon  dont  M.  Weierstrass  les  présente,  ont  été  moins  vulgarisées 
dans  leur  ensemble;  aussi  insisterons-nous  un  peu  sur  cette  analyse. 

La  première  Section  est  consacrée  aux  principes  fondamentaux  de  l'Arithmé- 
tique, base  première  de  toutes  les  tliéories  de  l'Analyse.  Nombres  entiers,  opé- 
rations sur  ces  nombres;  nombres  fractionnaires,  opérations  sur  les  fractions. 
Vient  ensuite  la  notion  des  nombres  négatifs  :  pour  les  définir,  on  fait  figurer 
à  côté  de  l'unité  une  seconde  unité  dite  contraire,  définie  par  cette  condition 
qu'ajoutée  à  la  première  unité  elle  donne  pour  somme  zéro. 

Le  sixième  paragraphe  contient  des  notions  imporlanles  a/)pclées  à  jouer  un 
grand  rôle.  On  appelle  généralement  éléments  positifs  ou  négatifs  l'unité  posi- 
tive ou  négative  et  ses  parties  aiiquotes.  Un  nombre  est  dit  déterminé  si  l'on 
connaît  les  éléments  qui  le  composent  et  le  noml)re  de  fois  que  chacun  y 
figure;  on  exclut  le  cas  où  ce  dernier  nombre  serait  infini  pour  l'un  des  élé- 
ments. Mais  un  nombre  est  dit  Jini  quand  il  existe  un  nombre  entier  assignable, 
positif,  plus  grand  que  la  valeur  absolue  de  n'importe  (juclle  partie  intégrante 
du  nombre.  Par  partie  intégrante  d'un  nombre  on  entend  tout  nombre  contenu 
dans  ce  nombre.  L'importance  de  cette  définition  du  mot  fini  n'échappera  à 
|)eisonnc;  elle  ne  s'applique  pas,  en  effet,  à  la  somme  d'une  série  convergente,  à 
termes  positifs  et  négatifs,  mais  qui  perdrait  sa  convergence  en  donnant  un 
niême  signe  à  tous  ses  termes.  Le  mot  fini  ne  doit  donc  s'entendi'C  avec 
M.  Weierstrass  que  de  la  somme  de  ces  séries  (jue  l'on  caractérise  quelquefois 
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iV absolument  convergentes,  et  ilans  Icscjucllcs  on  peut  iiihitraircnient  changer 
l'ordre  ries  ternnes  sans  altérer  la  valeur  (!<;  la  somtiic. 

La  conception  des  imaginaires  remplit  le  second  (lliapilre;  au  système  de 
deux  unités  contraires,  il  convient  d'ajouter  un  second  système  d'unités  con- 
traires, que  l'on  (  lioisit  de  façon  à  conserver  les  propriétés  des  opérations  fon- 
damentales de  rArilliinéti(|ue  ordinaire,  dans  l'aritlunétique  des  nombres  com- 
plexes formés  avec  ces  unités. 

Le  troisième  Chapitre  e.-.t  consacré  à  la  tli('orie  des  séries  et  des  produits 
infinis.  I\L  Weierstrass  établit  d'abord  urie  distinction  entre  les  opérations 
virtuellement  exécutables  et  celles  qui  le  sont  ejfectivement.  Le  premier  mot 
s'applique  au  cas  où  le  résultat  de  l'opération  est  seulement  déterminé;  le 
second,  au  cas  où  le  résultat  est  non  seulement  déterminé,  mais  encore  fini. 
L'objet  principal  des  théorèmes  sur  les  séries  et  les  produits  infinis  est  de  dé- 
terminer les  conditions  sous  lesquelles  une  somme  ou  un  produit  virtuellement 
exécutable  l'est  aussi  effectivement. 

La  seconde  Section  traite  des  grandeurs  en  général,  définition  d'une  variété 
à  n  dimensions,  d'un  point  d'une  telle  variété,  du  domaine  autour  d'un  point. 
Un  ensemble  de  points  doués  d'une  propriété  commune  peut  donner  lieu  à 
une  série  discrète  de  points  ou  bien  former  un  continuum. 

Un  continuum  est  connexe  ou  non,  selon  que  l'on  peut  établir  ou  non  un  pas- 
sage continu  entre  deux  points  quelconques  de  ce  continuum.  Ces  notions  prêtent 
à  d'importants  développements  qui  ouvrent  la  voie  à  la  Section  suivante  consacrée 
au  concept  de  fonction,  continuité,  dérivée;  toute  fonction  continue  n'a  pas 
nécessairement  une  dérivée  :  limite  supérieure  et  limite  inférieure  d'une  fonc- 
tion dans  un  intervalle  donné;  tels  sont  les  principaux  points  abordés  dans 
cette  Section,  qui  se  termine  par  un  exposé  des  vues  de  AI.  ^^'eicrstrass  sur  le 
concept  àe  fonction. 

Certains  géomètres  ont  défini  une  fonction  comme  le  résultat  de  la  superpo- 
sition de  diverses  opérations  arithmétiques;  d'autres  regardent  y  comme  fonc- 
tion de  X  chaque  fois  qu'à  une  valeur  de  x  répond  une  valeur  (ou  plusieurs 
valeurs)  de  y.  Dans  le  premier  cas  se  pose  la  question  de  savoir  si  tous  les 
êtres  analytiques  possibles  peuvent  être  obtenus  en  appliquant  un  nombre 
limité  ou  illimité  de  fois  une  série  limitée  d'opérations  arithmétiques.  Dans  le 
second  cas,  la  définition  est  si  générale  que  l'on  ne  peut  rien  dire.  On  ne  peut 
fonder  une  théorie  des  fonctions  sans  se  limiter  à  des  hypothèses,  telles  que  la 
continuité  et  l'existence  de  la  dérivée;  or  on  ne  peut  définir  rigoureusement 
a  priori  de  pareilles  fonctions.  Aussi  est-il  préférable  de  commencer  par  étudier 
les  fonctions  formées  directement  avec  les  opérations  les  plus  simples  de 
l'Arithmétique  et  de  s'élever  ensuite  à  des  combinaisons  plus  compliquées, 
d'où  l'on  déduira  alors  une  propriété  fondamentale  des  fonctions  analytiques, 
la  possibilité  du  développement  en  série  de  puissances. 

Suivant  ce  programme,  la  sixième  Section  s'ouvre  avec  l'étude  des  fonctions 
rationnelles  et  celle  des  sommes  d'une  infinité  de  pareilles  fonctions.  Viennent 
ensuite  les  séries  de  puissances,  les  séries  doubles  de  puissances,  puis  les  ques- 
tions de  la  condition  d'identité  de  deux  séries  et  de  la  dilléi-entiation  des  séries 
de  puissances.  De  ces  diverses  études  on  arrive  enfin  à  déduire  une  conception 
claire  et  précise  des  fonctions  analytiques.  On  part  d'une  série  de  puissances 
f{x\a),  convergente  dans  un  cercle  C„  de  centre  «;  en  prenant  un  point  b 
dans  le  cercle  C„,  la  série  f  {x  \  a)  donne  lieu  à  une  seconde  série /(x  \a  \b), 
convergente  dans  un  cercle  r,,  de  contre  b,  cl  qui  pont   avoir  une   partie  exlé- 
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ricurc  au  cercle  c,,  ;  on   continuera    en    prenant  un   point  c  clans  le  cercle  c,,  et 
ainsi  de  suite.  On  parvient  ainsi  à  définir  une/onction  analytique  représentée 

par  la  série  /  (  a?  |  a)  dans  le  cercle  c^,   par  f  {x  \  a  \b)  dans  le  cercle  c^, 

Il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que  les  fonctions  analytiques  ainsi  définies 
peuvent  donner  la  solution  des  problèmes  exprimables  à  l'aide  des  symboles  de 
l'analyse,  au  moins  dans  tous  les  cas  que  l'on  rencontre  communément. 

Rlcordi  [Ettore).  —  Les  cercles  en  Géométrie  non  euclidienne. 

(255-270). 

Les  cercles  de  la  Géométrie  non  euclidienne  sont,  comme  on  sait,  des  coniques 
bitangentes  à  une  conique  fondamentale  que  l'on  appelle  Vabsolu.  Les  propriétés 
métriques  (non  euclidiennes)  ne  sont  autres  que  les  relations  projectives  de 
cette  figure  avec  la  conique  fondamentale  :  le  rapport  anharmonique  y  sert  de 
base  à  la  notion  d'angle  et  de  longueur.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on 
peut  établir  géométriquement  un  grand  nombre  de  propriétés  métriques  non 
euclidiennes,  et  c'est  ce  que  s'est  proposé  l'auteur.  Plusieurs  de  ces  propriétés 
avaient  été  établies  analytiquement  par  M.  Battaglini. 

D  aine  m  [U go).  —  Sur  le  mouvement   suivant  une  ligne  quel- 
conque. (271-300). 

MM.  Darboux  et  Battaglini  ont  résolu  ce  problème  proposé  par  jNL  Bertrand  : 
Sachant  que  les  planètes  décrivent  des  coniques,  et  sans  autre  hypothèse, 
trouver  l'expression  des  composantes  de  la  force  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  mobile.  L'auteur  reprend  ce  problème  en  l'étendant  au  cas  d'une  tra- 
jectoire plane  ou  gauche  quelconque.  Il  étudie  le  cas  d'une  force  centrale, 
d'une  force  de  direction  constante  et  d'une  force  parallèle  à  un  plan  fixe. 

Texeira  {F.-Gomes).   —   Stir   les  dérivées  d'ordre  quelconque. 

(3oi-3o7). 

L'auteur  commence  par  établir  la  formule  connue 
d"u      V»  i.2.../r.M(')(y)a(y)P...  (_7('0)>>  


■■^-. 


dx"-      ,^1.2..  .a  X  1.2. .  .p  X. .  .X  1.2. . .  X  X  (1.2  )Px  (i.2.3)ï. , .  (1.2. .  .n)'- 

avec 

a+2[i4-3yH-...H-/A  =  /?,         i=a+p-|-Y-i-...-f-X, 
où  l'on  a 

„=/(.r),       y  =  o(x),        «<"=|;^..       r«=^- 

De  cette  formule,  l'auteur  déduit  l'expression  générale  des  dérivées 

<r/"[9(.r)]'"       r/"ar(")       d'^  ?^\i\o{x) 
dx"       '        dx"  dx" 

Il  montre  également  comment  la  dérivée  u'^"^  peut  èlre  exprimée  à  l'aide 
d'un  déterminant.  Ces  résultats  sont  étendus  au  cas  d'une  fonction  do  plusieurs 
fondions  de  la  viiriahlc. 


yi  Pc^yjr. 
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(Jerbaldi  [F.).  —  Sur  (juelfjuos  applications  d'urjc  formule  com- 
hinatoire.  (3o(S-.')ir)). 

Pucci  (E.).  —  Sur  les  positions  ji;éo«;rapliiques.  ('.]^)H-'M)H). 

Frattini  (G.).  —  Un  théorème  d'Arithmétique.  (369-37(3). 

CroccJiL   {L')'    —  Une   relation   entre  les  fonelions   symétriques 
simples  et  les  fonctions  sj'métriques  complètes.  (S^-j-SSo). 

Soit 

la  somme  des  puissances  ^'*'"'^»  des  quantités  a;,,  x^,  ...,  x,„,  et  représentons 
par  Vp  l'expression  (a?,  +  ar^ +. .  .4- a;,,,)/'  où,  après  le  développement  de  la 
puissance,  on  remplacera  par  l'uniLc  tous  les  coefficients  binomiaux.  L'auteur 
établit  les  relations  suivantes  : 

V„*.       =  v„ 


Tome  XIX;  1881. 

Maggi  [G.-A.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible qui  s'écarte  très  peu  de  sa  position  d'équilibre.  (i-63). 

L'auteur  suppose  le  fil  hétérogène  mobile  dans  un  milieu  résistant;  de  plus, 
il  admet  que  les  déplacements  sont  assez  petits  pour  (jue  l'on  puisse  en  négliger 
les  .puissances  supérieures  à  la  première.  Dans  la  première  Partie  du  Mémoire, 
on  trouve  les  équations  du  mouvement  oscillatoire  du  fil,  sans  hypothèse  par- 
ticulière sur  la  nature  des  forces.  Ces  équations  sont  présentées  sous  deux 
formes  :  la  première  contient  les  composantes  des  déplacements  suivant  trois 
axes  rectangulaires;  la  seconde  forme  établit  directement  les  relations  entre  la 
vibration  longitudinale  et  les  deux  vibrations  transversales,  l'une  située  dans 
le  plan  osculateur  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  applique  ces  formules  au  cas  où  la  direction 
de  la  force  est  constante,  ainsi  que  son  intensité. 

Enfin,  la  troisième  Partie  est  consacrée  à  l'intégration  de  l'équation  la  plus 
simple,  dans  l'hypothèse  où  une  extrémité  du  fil  est  fixe,  en  supposant  connues 
pour  un  instant  donné  la  forme  du  fil  et  la  loi  de  distribution  des  vitesses 
d'un  point  à  l'autre.  Mais  la  méthode  de  l'auteur  ne  lui  permet  d'effectuer  l'in- 
tégration, en  maintenant  la  résistance  du  milieu,  qu'à  la  condition  que  le  fil 
soit  homogène.  On  est  alors  conduit  à  une  classe  de  fonctions  définies  par  une 
équation  différentielle  du  second  ordre,  analogues  aux  fonctions  circulaires. 
Dans  le  cas  de  l'homogénéité,  on  tombe  sur  les  fonctions  cylindriques  de  l'ordre 
Bull,  des  Sciences  mathém. ,  -i"  sévic,  t.  X.  (Septembre  188G.)  H.  12 
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zéro  et  de  première  espèce,  lorsqu'une  extrémité  du  fil  est  libre.  Si  les  deux 
extrémités  sont  fixes,  on  est  amené  à  introduire  des  transcendantes  spéciales, 
voisines  des  fonctions  du  cylindre  elliptique. 

Battagliiii  [G.).  —  Sur  TéquaLion  difTérentielle  elliptique.  (65- 
75)- 

L'objet  de  cette  Note  est  de  montrer  comment  une  équation  entre  trois  va- 
riables, quadratique  par  rapport  à  cbacune  d'elles,  peut  représenter,  sous  cer- 
taines conditions,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  elliptique 
à  trois  variables,  et  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  elliptique  à 
deux  variables,  la  troisième  variable  jouant  le  rôle  de  constante  arbitraire. 

Prenant  à  cet  effet  une  forme  quadratique  binaire  9  à  trois  séries  de  variables 
(Xj,  x^',  y^,  y,\  z^,  z^)  symétrique  par  rapport  à  ces  trois  séries,  l'auteur  met 
l'équation  o?9  =1:  o  sous  la  forme 

(  X  dx )  ;/  X  -i-  (  r  dy  )  y/  V  -h  (  ^  dz  )  v^"z, 

où  X,  par  exemple,  est  le  discriminant  de  9  considéré  comme  une  forme  qua- 
dratique binaire  de  x^  et  x^.  Si  X  se  décompose  dans  le  produit  de  deux  formes 
biquadratiques  ne  contenant  chacune  qu'une  seule  série  de  variables,  on  aura 
nécessairement 

et  par  symétrie 

d"où  l'équation  elliptique 

X  dx        y  dr        z  dz 


H%     '    \/f^     '    \Jfï 


=  o. 


Le   fond  de  la   question  est  donc  dans  cette  décomposition    des  discriminants 
X,  Y,  Z,  et  cette  recherche  donne  lieu  à  d'élégants  développements. 

VoUerra   (Vito).    —    Quelques    observations    sur    les   fonctions     ! 
ponctuées  discontinues.  (76-86).  AI 

Si  une  fonction  ponctuée  discontinue  admet  des  points  de  discontinuité  dans 
toute  portion  de  l'intervalle  oi^i  elle  est  définie,  il  ne  peut  exister  une  autre 
fonction  ponctuée  discontinue  qui  soit  continue  dans  les  points  où  la  première 
est  discontinue,  et  discontinue  dans  les  points  où  la  première  est  continue. 
Par  exemple,  Hankel  ayant  formé  des  fonctions  continues  dans  tous  les  points 
irrationnels,  et  discontinues  dans  tous  les  points  rationnels,  il  en  résulte  que, 
si  une  fonction  est  discontinue  dans  tous  les  points  irrationnels  dans  un  inter- 
valle donné,  elle  doit  être  discontinue  dans  tout  l'intervalle.  Ces  propositions 
font  assez  connaître  l'ordre  d'idées  abordé  dans  ce  travail. 

Cape/H  (A.).  —  Sur  un  problème  de  partition  en  relation  avec  la 
théorie  des  formes  algébriques.  (87-1  16). 

L'auteur  envisage  une  forme  (juelconquc  à  plusieurs  séries  de  variables,  ainsi 
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q«e  les  cowrâats  qmt  fom  ca  dêdwt  par  rapplîcatioM  ràiêfve  ée  rofintitm 
de  la  polaire  tÊetlmét  smr  les  diverses  séries  de  ▼ariables  q«i  &$«reat  dafts  la 
iiorae.  L'aatear  cottSMËere  cc«x  de  ces  cuwaiiaals  oè  les  «aiiaMcs  fiçivcat  as 
■<^e  dc^vê  qpae  daas  la  forae  pnBiliw:  paraû  œ»  roiarîaais  spêcia«x,  il  c* 
est  de  liacaireaeat  ûidêpc»daBts,  doat  to«s  les  astres  seroac  des  eiprr«i<wi 
lÎMaîres.  Le  MMabre  de  ces  coTanaats  iadêpeadaats  est  wae  fb«ctMM  mmmf 
riq«eo(ai'.  ■«%  ...),  oè  m\  «t*,  ...  sosl  les  dcçrés  de  la  fbnae  priMitivv  par 
rapport  aax  diverses  séries  de  variables.  L'aatev  doaae,  de  cette  foactâoa , 
«■e  défiaîtioa  arilJkBêtiqae,  et,  daas  ■■  trarail  éteada.  MoaHe  q«e  sa  aotiaa 
se  rattacke  à  dlatêressaatcs  propriété»  algébriqacsw 

ReiAlf.  deh.  —  Relations  eotre  deox  dêtermÎDanis.   '1  i^ii-  . 

Rubini  (H.  n.  —  Exercices  d'ÎDiégralion  à  l'aide  da  calcul  des 
srmboles  d'opéradoo.  |ii8-i3o). 

Molio  {A.}.  —  Sur  la  diffraction  des  réticules,  ir  i3i-i35  ). 

Bernardi  i^G.\.  — Sur  les  propriétés  générales  des  iniarianls  et 
des  coTariants  de  une  et  de  plusieurs  formes  ternaires.  <'i36- 
i5o;  a5S-:298). 

Lxpositioa  sjstêaïaUqae  de  cette  tkéarie. 

Pticci (£.).  —  Sur  la  théorie  des  bases  géodésiques.  <'i5i-i55V 

Marsano  {G.-B.  .  —  Sur  le  nombre  des  combinaisons  de  classe 
donnée  effe*;  .  i  aide  d'un  certain  nombre  d'entiers  succes- 

sifs, et  ajani  ci.-ciiine  une  somme  non  supérieure  à  une  limite 
donnée.  (^i5(S-i  jo). 


iple,  oa  conbiae  les  99  prtaaias  aoMhrr»  eaucrs  ^  a  2,  J  à  3,  ctc, 

T  aai»-t-il  de  ces  coaaliîaaisoas  daas  lesquelles  la  sommc  des  cIcMcats 

iafiêrîeaie  à  100?  Cette  Xoie  se  lattackc  à  des  travaax  aalêriear»  de  Faa- 

tear. 

LkiîneUi  \^Lgo\.  —  Sur  la  décomposition  de  la  force  accélératrice 
d'un  point  matériel  libre  qui  se  meut  suivant  une  courbe  quel- 
conque, (i  71-197). 


Ce  Méaoire  £ût  swte  aa  trarail  pabliê  daas  le  tOMC  paêcédeat.  Lorsqa'aa 
a€4»ile  décrit  aae  coailie  ^aae  qaekoaqae.  la  fbice  SMitrice  est  la  lésaltaate 
de  deax  fMces  dîrisécs  respectinaiiat  swraat  la  taa^ieale  et  sairaat  aa  rayoa 
Tectear  îssa  éTwm  poiat  fixe;  l'aatear  doaae  des  expressioas  tiés  simples  de  ces 
coaiposaates  à  Faide  d'aae  ibactioa  aibitiairt.  H  doaae  égalfcat  d'aaties 
Modes  de  décoaiposilioa  de  la  force  Botrice,  et  ctcad  soa  étade  aa  cas  d*! 
coarbe  saacbe. 
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Maisano  (G.).  —  Sjstème  complet  des  cinq  premiers  degrés  de 
la  forme  ternaire  biquadratiqiie  et  des  invariants,  covariants  et 
contrevariants  du  sixième  degré.  (igS-sSy). 

En  représentant  une  forme  ternaire  de  l'ordre  n  par  le  symbole 

Clebsch  a  montré  que  toute  formation  invariante  dérivée  d'une  forme  ternaire 
de  l'ordre  n  était  une  fonction  entière  rationnelle  de  forme  du  type 

P  =  a^b^c^cl^. .  .{abu)  {acu). .  .{abc)  {abd)  (bcd). . ., 

où  l'on  représente  par  {abu) {abc)  les  déterminants 

^±a^b^u^,     ^zta^b.^c^. 


Le  nombre  des  facteurs  ci^b^c^...  est  Vordre  de  la  forme  P  :  le  nombre  des 
facteurs  {abii){acu)  est  sa  classe:  le  nombre  des  symboles  a,b,c,  ...  est  son 
degré.  La  somme  de  l'ordre  et  de  la  classe  s'appelle  le  rang.  Si  le  rang  est 
nul,  la  forme  P  est  un  invariant  ;  c'est  un  covariaiit  si  la  classe  seule  est  nulle; 
un  contrevariant  si  le  degré  seul  est  nul  ;  enfm  P  est  une  connexe  dans  le  cas 
général  où  ni  l'ordre  ni  la  classe  ne  sont  nuls. 

Un  système  de  formes  P  d'un  degré  donné  est  dit  complet,  lorsque  toutes  les 
formes  du  même  degré  peuvent  s'exprimer  rationnellement  et  sous  forme  en- 
tière à  l'aide  des  formes  du  système  et  de  formes  de  degré  inférieur. 

Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  cherche  les  systèmes  complets  des  cinq 
premiers  degrés  pour  la  forme  ternaire  biquadratique,  ainsi  que  le  système 
complet  des  invariants,  covariants  et  contrevariants  du  sixième  degré. 

Un  théorème  donné  par  M.  Gordan  fournit  une  méthode  pour  passer  d'un  sys- 
tème complet  du  degré  m  à  un  autre  de  l'ordre  {ni-\-i).  L'auteur  termine  en 
donnant  un  grand  nombre  d'interprétations  géométriques  des  fonctions  invariantes 
qu'il  a  trouvées. 

Grandi  (A.).  —  Un  théorème   sur  la  représentation  analytique 
des  substitutions  sur  un  nombre  premier  d'éléments.  (238-244)' 

Cette  Note  se  rattache  à  quelques  théorèmes  énoncés  par  M.  Brioschi  dans  les 
Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  en  1S79. 

Intrigila  (C.)  et  Laudiero  (F.).  —  Démonstration  d'un  théo- 
rème de  Faure.  (245-25^). 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  touchent  trois  droites  et  passant  par  un 
point  fixe  est  une  conique. 

Dîna  (C.).   —  Sur  une  courbe  particulière  tracée  sur  une  surface 
en  général.  (298-310). 

L'auteur  envisage  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  courbes 
d'une  famille.  Par  une  extension  de  mot,  il  appelle  loxodromies  ces  courbes. 


RKVUE    DFS   PUBLICATIONS.  181 

Un  cas  intéressant,  c'est  celui  où  l'on  considère  les  loxodromies  par  rapport  à  un 

système  isotherme.  Le  ds^  ayant  alors  la  forme  ^^ >   l'équation   générale 

de  ces  loxodromies  est  de  la  forme 

au  -k-  bv  -\-  c  =  o, 

où  a,b,c  sont  des  constantes.  L'auteur  introduit  un  élément,  la  courbure  loxo- 
dromiciue,  et  en  déduit  plusieurs  analogies  avec  les  droites  dans  le  plan.  En  pre- 
nant les  loxodromies  par  rapport  à  des  courbes  isothermes,  le  seul  cas  où  les 
loxodromies  sont  des  géodésiques,  c'est  celui  des  surfaces  à  courbure  constante  : 
cela  résulte  immédiatement  des  recherches  de  M.  lieltranii  sur  ces  surfaces. 

Piuma  {M.).  —  Remarque  sur  l'équation  X- -h  Y^  =  Z-.  (.iii- 
3i5). 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  connexes  du  second  ordre  et  de  la 
seconde  classe  en  involution  simple.  (3i6-3î>-). 

Supposons  que  *I*„  =  o,  *,,  =  o  représentent  deux  courbes  du  second  ordre,  et 
que  9A  =  0,  ÇB  =  o  représentent  deux  courbes  de  la  seconde  classe;  l'équation 

représente  alors  un  connexe  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe,  et  l'auteur 
dit  d'un  tel  connexe  qu'il  est  en  involution  simple.  Dans  un  connexe  en  invo- 
lution simple,  aux  points  du  plan  répondent  des  conicjues  tangentes  à  quatre 
droites  fixes,  et  aux  droites  du  plan  répondent  les  coniques  d'un  faisceau.  A 
toute  conique  du  faisceau  tangentiel  se  trouve  aussi  correspondre  une  conique 
du  faisceau  ponctuel  et  inversement.  Mais  on  peut  encore  établir  une  corres- 
pondance homographique  entre  les  coniques  de  ces  deux  faisceaux,  en  associant 
à  chaque  conique  du  faisceau  tangentiel  la  conique  du  second  faisceau  cir- 
conscrite à  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  première.  De  cette  double 
correspondance  résultent  d'intéressantes  propriétés. 

Padelletti  {D.).  —  Note  sur  la  chaînette.  (328-332). 

On  connaît  l'utilité  pour  l'étude  du  polygone  funiculaire  du  polygone  con- 
struit avec  les  forces  et  dont  les  diagonales  représentent  les  tensions.  Dans  le  cas 
de  l'équilibre  d'un  fil  ayant  la  forme  d'une  courbe,  le  polygone  de  Varignon 
devient  une  courbe,  la  courbe  des  tensions.  Dans  le  problème  de  la  chaJnelte. 
la  courbe  des  tensions  est  évidemment  une  verticale,  et  cette  circonstance  faci- 
lite beaucoup  l'exposé  des  propriétés  de  celte  courbe  célèbre. 

Volterra  (  F.).  —  Sur  les  principes  du  Calcul  intégral.  (333-3-2). 

Kiemann,  on  le  sait,  a  ouvert  une  voie  profonde  aux  géomètres  dans  son  Mé- 
moire Sur  la  représentation  d'une  fonction  par  une  série  trigonométriquc. 
L'auteur  s'est  proposé  de  donner  des  exemples  de  fonctions  dont  la  dérivée  n'est 
pas  apte  à  Vintégration  au  sens  que  Riemann  a  attaché  à  ce  mot  :  il  donne 
une  démonstration  du  théorème  de   Riemann  et  rappli(|ue  à    la    démonstration 
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de  l'existence,  dans  certains  cas,  des  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. 

Mallo  {A.).  —  Sur  un  théorème  d'électricité  statique.  (S^S-S^g). 

Démonstration  du  théorème  de  Chasles  sur  la  direction  de  la  force  dans  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur. 

Amoroso  {N.).  —  Un  théorème  de  Mécanique.  (38o-384). 

Pincïierle  {S.).  —  Sur  une  formule  d'Analyse.  (385-386). 

Tome  XX,  1882. 

Padelletti  {D.).  —  Exposition  élémentaire  des  principes  de  la 
théorie  des  quaternions.  (1-47). 

Dans  une  courte  introduction  historique,  l'auteur  insiste  avec  raison  sur 
l'emploi  avantageux  que  les  quaternions  trouveraient  dans  l'énoncé  des  théo- 
rèmes généraux  de  la  Mécanique.  La  méthode  suivie  par  l'auteur  diffère  de  celle 
que  l'on  rencontre  dans  les  divers  Traités  s'occupant  de  cette  matière.  Les  notions 
de  segment,  de  moment  et  de  travail  de  deux  segments  le  conduisent  très 
simplement,  à  l'aide  d'éléments  déjà  connus,  à  la  notion  de  quaternions.  Voici 
d'ailleurs  les  titres  des  paragraphes  : 

Segments  et  vecteurs.  —  Addition  et  soustraction  des  vecteurs.  —  Moment.  — 
Multiplication  des  segments.  —  Quaternions.  —  Addition  et  multiplication  des 
quaternions.  —  Division  des  quaternions  et  des  vecteurs.  —  Biradiale.  —  Inter- 
prétation géométrique.  —  Différentiation  des  quaternions  et  de  leurs  fonctions. 
—  Résumé  des  symboles.  —  Exercices. 

Cazzaniga  {P-)-  —  Exposé  élémentaire  du  calcul  des  symboles 
d'opérations.  (48-78). 

La  distributivité,  l'associativité,  la  commutativité  sont  les  propriétés  qui 
servent  de  base  à  la  théorie  des  opérations  arithmétiques  et  algébriques  :  elles 
suffisent  pour  légitimer  les  formules  et  les  transformations  qu'on  leur  fait  subir. 
De  là  la  possibilité  d'étendre  ces  formules  et  ces  transformations  à  des  symboles 
d'opérations  possédant  les  mêmes  propriétés  fondamentales  que  les  opérations 
algébriques.  Ce  point  de  vue  élevé  est  comme  le  couronnement  de  tout  l'édifice  al- 
gébrique. Lorgna,  Arbogast,  Français,  Labatto,  Cauchy,  etc.,  ont  concouru  à 
développer  ce  genre  de  calcul,  et  cependant  ce  n'est  presque  qu'en  Angleterre 
qu'il  se  trouve  en  honneur.  Dans  l'exposé  élémentaire  que  donne  l'auteur,  on 
rencontrera  des  applications  intéressantes,  notamment  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  et  à  certaines  équations  aux  différences  finies  :  plusieurs 
de  ces  applications  se  rattachent  à  de  curieuses  recherches  publiées  par  >L  Ca- 
sorati  dans  les  Lincei  et  dans  les  Annali  di  Matematica  ('). 

(')  Voir  Bulletin,  VT^.  p.  lofi. 
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Peano  (G.).  —  Forin.ilions  inviiiiiintos  ([(.'s  correspondances.  (79- 
100). 

Ej^aléc  à  /éro,  une  foriTic  Ijinairc  y  deux  séries  de  variables  représcnlc  nn 
correspondance  entre  deux  élénricnls  géométriques.  L'auteur  se  propose  de  for- 
mer les  invariants  fondamentaux  de  ces  correspondances  et  résout  complète- 
ment le  problème  pour  les  correspondances  (i,  i),  (i,  2)  et  (2,  2),  où  (m,  a) 
représente  généralement  une  correspondance  dont  l'équation  est  respectivement 
des  degrés  m  et  [i  par  rapi)ort  à  chaque  série  de  variables. 

Bera/di/iis  (G.   de).  —  Sur  le   nivellement  g(';uniélriqiie.  (kji- 

'42). 

Cassani  (P-)-   —   Les    nouveaux   fondements   de   la   Géométrie. 

(14:^-166). 

L'auteur  reprend  une  question  ([u'il  a  traitée  au  t.  W  du  même  Recueil. 

Janni  {V.).  —  Sur  le  théorème  de  Sturm.  (iGG-i^j). 

Gautero  (G.).  —  Du  mouvement  d'une  surface  qui  en  touche 
constamment  une  autre  fixe.  (i6S-ig\). 

L'auteur  parvient  à  plusieurs  résultats  nouveaux  qui  rectifient  quelques  for- 
mules contenues  dans  le  Traite  de  Cinématique  de  INI.  Hesal.  Ce  travail  a 
principalement  pour  objet  le  cas  où  les  surfaces  sont  réglées  et  non  dévelop- 
pables. 

Battaglini  [G.).  —  Sur  les  connexes  ternaires  du  premier  ordre 
et  de  la  première  classe.  (*i3o-248). 

Discussion  des  connexes  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe. 

Marsano  {G.).  —  Sur  le  nombre  des  combinaisons  trois  à  trois 
des  entiers  successifs  i,  2,  3,  ...,  B,  ayant  chacune  une  somme 
non  supérieure  à  G.  (249-269). 

Suite  d'un  travail  inséré  au  Tome  précédent. 

Tognoli  (O.).  —  Sur  la  théorie  de  l'involution.  (•>70-28()). 

L'auteur  considère  le  système  des  points  suivant  les(iuels  une  courbe  de  l'ordre 
n  est  coupée  par  des  courbes  d'ordre  fi'  formant  un  faisceau  :  ce  svslèmc  de 
points  forme  sur  la  courbe  une  involution.  En  reliant  projcctivement  deux 
faisceaux  de  courbes,  on  relie  par  le  fait  même  projcctivement  les  deux  involu- 
tions  que  ces  deux  faisceaux  déterminent  soit  sur  une  même  courbe  d'ordre  n, 
soit  sur  deux  courbes  distinctes  d'ordre  n  et  /?,.  On  peut  conclure  de  là,  par 
exemple,  que  les  propriétés  involutivcs  sont  les  mêmes  sur  deux  courbes  <|uc 
l'on  peut  relier  point  par  point  d'une  fa»;on  univoepic.  L'auleur  eu  tire  une  de- 
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monstralion  de  la  conscrvalion  du  genre  :  mais  sa  déinonstralion  repose  sur 
une  formule  qui,  pour  être  rendue  rigoureuse,  exige  que  l'on  ne  se  borne  pas  au 
cas  où  les  singularités  de  la  courbe  sont  des  points  doubles  ou  de  rebroussc- 
ment.  L'auteur  donne  plusieurs  applications  qu'il  étend  à  l'étude  des  courbes 
gauches,  des  surfaces  et  de  leurs  représentations. 

Bianchi  {L.).  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante  positive. 

(287-292). 

Les  tangentes  aux  géodésiques,  qui  forment  sur  une  surface  S  une  famille, 
constituent  une  congruence  de  normales  à  une  surface;  la  seconde  surface  focale 
de  cette  congruence  est  une  surface  S'  que  l'auteur  appelle  complémentaire  de 
la  surface  S  :  à  toute  famille  de  géodésiques  tracée  sur  la  surface  S  répond 
ainsi  une  surface  S'  complémentaire  à  la  surface  S.  Dans  le  t.  XVII  du  même 
Recueil,  l'auteur  a  introduit  cette  notion  dans  l'étude  des  surfaces  hélicoïdales: 
au  t.  XVI  des  Math.  Ann.,  il  s'est  occupé  des  surfaces  à  courbure  constante 
négative.  Dans  le  cas  où  la  courbure  est  constante  et  positive,  les  surfaces  com- 
plémentaires sont  applicables  sur  une  surface  de  révolution,  qui  a  pour  méri- 
dien le  profil  de  l'hélicoïde  développable.  Les  profils  méridiens  d'hélicoïdes  dé- 
veloppables  de  même  pas  engendrent,  par  rotation  autour  de  Taxe,  des  sur- 
faces applicables  les  unes  sur  les  autres. 

Pour  donner  au  moins  un  exemple  de  ces  surfaces  complémentaires,  l'auteur 
part  de  la  surface  générale  de  révolution  et  à  courbure  constante  positive.  Il 
obtient  ainsi  une  surface  dont  les  coordonnées  rectangulaires  s'expriment  à 
l'aide  des  fonctions  elliptiques  de  seconde  espèce.  L'auteur  termine  en  remar- 
quant que  l'on  obtient  une  classe  de  surfaces  applicables  sur  la  surface  de  ré- 
volution dont  le  méridien  est  une  tractrice  accourcie,  si  l'on  change  R  en  Ri 

dans  les  formules  relatives  aux  surfaces  de  courbure  constante  77- • 

R^ 

Capelli  (A.).  —  Sur  le  nombre  des  covariants  de  degré  donné 
pour  des  formes  d'espèce  quelconque.  (  293-800 ). 

Crocchi  {L.).  —  Sur  la  correspondance  entre  les  coefficients 
d'une  équation  algébrique  et  les  fonctions  symétriques  com- 
plètes. (3oi-32o). 

Certo  {L.).  —  L'espace  des  homologies  affines  d'un  plan,  en  rela- 
tion avec  l'espace  des  coniques  du  même  plan.  (321-345). 

On   sait  qu'une  homologie  est  dite  affine  lorsque  son  pôle  est  à  l'infini.  L 
lieu  du  point  des  hauteurs  d'un  triangle  dont  deux  sommets  sont  fixes  sur  une 
conique  C,  tandis  que  le  troisième  sommet  décrit  cette  courbe,  est  une  conique  C 
qui  est  en  homologie  affine  avec  C.   Ce  théorème  est  la  base  d'une  correspon- 
dance entre  les  coniques  du   plan  et  les  diverses  affinités  que  l'on  peut  consi- 
dérer dans  ce  plan. 

Angelitti  [P.).  —  Sur  l'attraction  suivant  une  puissance  entière 
quelconque  de  la  distance.  (3/i<^). 
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L'auteur  cLudic  l'aclion   de  figures  planes  sur  point  attiré  suivant  une  i)uis- 
sance  entière  de  la  distance  par  chacun  des  points  de  la  figure.  Dans  le  cas  de 

l'attraction  par  les  jioints  d'une  droite  suivant  la  loi  —  >  on  trouve  que  la  loi 

(l'attraction  est  >  où  p  est  la  distance  du  point  à  la  droite.  L'auteur  étudie 

p«-i  k  I 

encore  le  cas  d'un  arc  de  cercle,  d'un  arc  de  parabole,  d'ellipse. 

Passant  ensuite  au  cas  de  l'espace,  l'auteur  considère  le  plan  et  l'action  sur 
un  point  de  leur  axe  d'une  surface  ou  d'un  solide  de  révolution. 

Gevoltime  contient  l'index  général  de  la  collection  du  t.  XI  inclus 
au  t.  XX  inclus. 

Tome  XXI;  i883. 

Pizetti  {P.).  —  Sur  la  courbe  d'alignement,  (i-i;")). 

Besso  {D.).  —  Questions  Sq,  4t>j  4ij  42.  (i5-i6). 

Retali  (F.).  —  Sur  des  systèmes  de  points  en  ligne  droite.  (i6- 
■9)- 

Pittarelll  (G.).  —  Les  coniques  et  les  formes  binaires  quadra- 
tiques et  cubiques.  (19-49). 

Les  coordonnées  d'un  point  (ou  d'une  tangente)  d'une  conique  peuvent  se 
représenter  par  trois  formes  quadratiques  binaires,  contenant  les  mêmes  va- 
riables. Les  formations  invariantes  ou  covariantes  de  ces  trois  formes  simul- 
tanées correspondent  aux  formations  invariantes  et  covariantes  de  la  conique. 
On  peut  représenter  une  forme  binaire  quelconque  d'ordre  n  par  un  polygone 
inscrit  (ou  circonscrit)  à  la  conique.  Il  en  résulte,  en  particulier,  que  toute 
forme  quadratique  binaire  peut  se  représenter  par  un  point  (ou  une  droite)  du 
plan  de  la  conique.  Les  propriétés  du  plan  d'une  roni<|ue  se  trouvent  ainsi  cor- 
respondre aux  propriétés  invariantes  des  formes  binaires  ('). 

Batta^Uni  [G.).  —  Sur  les  formes  ternaires  bilinéaires.  (  00-67  ). 

L'objet  de  cette  Note  est  la  représentation  géométrique  de  ces  formes.  Elles 
ne  représentent  rien  autre  qu'une  relation  projectivc  entre  les  droites  d'un  plan 
et  les  points  d'un  autre  plan. 

Aiigelitti  {F.).  —  Sur  le  potentiel  et  l'attraction  d'un  anneau  et 
d'une  plaque  circulaire   subtile  et  homogène  sur  un  point  do 


(')  On  trouvera  le  principe  de  celte  représentation  du  plan  dans  l'Ouvrage 
Suf  une  classe  reniarcjiiable  de  courbes  et  de  sur/dces.  par  M.  (i.  Darboux, 
p.  i83  et  suivantes. 
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son  plan,  suivant  une  puissance  entière  quelconque  de  la  dis- 
tance. (68-91). 

M.  Townsend  a  résolu  déjà  un  problème  analogue  en  se  servant  d'une  formule 
due  à  M.  Jelett.  Cette  formule  est  encore  avantageuse  dans  les  cas  traités  par 
l'auteur  :  il  parvient  à  des  relations  simples  entre  les  attractions  des  anneaux 
ou  des  plaques  lorsque  l'on  donne  diverses  valeurs  à  l'exposant  entier  qui  figure 
dans  la  loi  élémentaire  d'attraction. 

Razzaboni  {A.).  —  Sur  quelques  surfaces  gauches  applicables. 
(92-109). 

Soient  A,  B,  C,  A,,  B,,  C,  six  angles  constants  liés  par  les  équations 

cos^A+  cos^B  H-  cos-C  =  I, 
cos=  A,  +  cos'  Bj  -H  cos'  C,  =  i  ; 

soient  encore  C  et  C,  deux  courbes  gauches  et  —  >  —  j  —5  —  leurs  courbures. 

K      1     Kj      1  j 

Supposons  que  ces  deux  courbes  vérifient  les  relations 

cos  B         H 


cosB,        H, 

/cosA        cosCX'       cos^B        /cosA        cosCA^       cos^B, 
+  -^TT-   =      -17-  +  -^F-       + 


\    H  T    /    ■       T^  V    K,       ■       T,     y     ■        Tf     ' 

par  chaque  point  INI  de  la  courbe  C  menons  alors  une  droite  D  faisant  avec  la 
tangente,  la  normale  principale  et  la  binorniale  les  angles  A,  B,  C;  cette  droite 
engendrera  une  surface  réglée  S;  d'une  façon  analogue,  une  droite  D,  menée 
par  un  point  M,  de  la  courbe  C,  et  faisant  avec  sa  tangente,  sa  normale  prin- 
cipale et  sa  binormale  les  angles  constants  A,,  B,,  C,  engendrera  une  seconde 
surface  S^.  Les  deux  surfaces  réglées  S  et  S^  sont  applicables. 

Ce  théorème  intéressant  est  la  source  de  plusieurs  propositions  dont  certaines 
avaient  été  déjà  données  par  MM.  Dini  et  Blanchi. 

L'auteur  étend  ensuite  ses  recherches  au  cas  où,  au  lieu  d'une  ligne  droite, 
on  fait  mouvoir  une  courbe  plane.  Mais  il  se  borne  au  cas  où  la  courbe  direc- 
trice est  une  hélice  circulaire,  et  la  surface  engendrée  est  un  hélicoïde. 

Amanzio   {D.).    —   De    quelques   transformations    du    symbole 

d'opération  V-r- U  "7-  •••  Z-^- Y-,-  X-r-?  et  propriétés  de  quel- 

^  dx       dx  dx      dx       dx  ^       *■  * 

ques  déterminants  qui  dérivent  de  cette  transformation,  (iio- 

i44). 

PiUarelll  {G.\  — Le  limaçon  de  Pascal.  (i/jj-iGS;  i  7.3-2 1 3). 

L'auteur  s'occupe  d'abord  d'exprimer  ralionnclicment  à  l'aide  d'un  paramètre 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la  courbe  :  il  exprime  à  l'aide  des  _. 

paramètres    de   deux    points   de    la  courbe    les   coordonnées  de   la   corde  dé-  I 

terminée  par  ces  poinls:  de  là,  il   passe  à   la   tangente  en   un    point.    Il    définit 
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cnsuilc  le  limaçon  coiniiic  enveloppe  de  cercles,  et  arrive  ainsi  à  trouver  ses 
foyers.  Il  étudie  l'intersection  avec  un  cercle,  une  droite,  et  donne  les  fornriulcs 
de  quadrature  et  de  rectification. 

Dans  un  second  travail,  l'auteur  considère  une  courhe  de  la  troisiënne  classe 
et  du  sixième  ordre,  qui  n'est  autre  que  l'enveloppe  des  droites  coupées  harmo- 
niquement  par  le  limaçon.  11  étudie  la  génération  de  cette  courhe,  ses  invariants, 
et  exprime  ses  coordonnées  en  fonctions  elli[)liques  d'un  paramètre. 

Presuti  [E .).  —  Propriété  de  quelques  triangles.  (1(39-1^2). 

L'auteur  étudie  les  lieux  des  sommets  des  triangles  dont  la  base  BC  est  fixe, 
et  où  l'on  a  entre  les  angles  une  des  trois  relations 

A  =  2C  (cubique  circulaire  à  point  double), 

B  =  2C  (hyperbole), 

C  =  2A  (limaçon  de  Pascal). 

lanni  (F.).  —  Sur  une  formule  d'Aronhold.  (21  3-2 16). 

Il  s'agit  de  l'expression  de  la  racine  d'une  équation  du  quatrième  degré  à 
l'aide  de  la  somme  de  trois  radicaux  carrés. 

Laudiero  {F.).  —  Sur  l'homoiogie  de  deux  coniques  situées  dans 
un  même  plan.  (2i';7-22i). 

Blanchi  {L.).  —  Sur  les  courbes  à  double  courbure.  (222-233). 

«  Déduire,  à  l'aide  de  simples  quadratures,  d'une  courbe  à  double  courbure 
une  infinité  d'autres  courbes  correspondant  point  par  point  à  la  courbe  donnée, 
de  sorte  que  les  arcs  correspondants  et  la  torsion  dans  les  points  correspon- 
dants soient  égaux,  tandis  que  les  rayons  de  première  courbure  varient  suivant 
une  loi  déterminée.  » 

La  solution  de  ce  problème  est  contenue  dans  une  transformation  due  à 
Sophus  Lie,  et  par  laquelle  ce  géomètre  a  appris  à  déduire  d'une  courbe  à  tor- 
sion constante  une  infinité  d'autres  courbes  ayant  la  même  torsion  constante. 

L'auteur  remarque  d'ailleurs,  d'après  la  forme  même  des  équations  de  Scrrct, 
que  la  même  méthode  permettrait  de  conserver  la  première  courbure  et  de  faire 
varier  la  torsion;  tel  serait  le  cas,  par  exemple,  s'il  s'agissait  de  trouver  une 
développable  dont  l'arête  de  rebroussement  dût  prendre  une  forme  donnée  par 
le  développement  sur  le  plan. 

Dina  {C).  —  Théorie  des  congruences  bimodulaires.  (234-269). 

Nicomedi  (Rubino).  —   Sur  les  surfaces  gauches  du   troisième 
degré.  (270-274)- 

Blanchi  (L.).  —  Sur  quelques  classes  de  systèmes  triples  circu- 
laires de  surfaces  orthogonales.  (•>'jd-2Ç)9.). 
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M.  Ribaucour  a  démontré  que,  si  un  système  doublement  infini  de  courbes 
planes  admet  une  série  de  surfaces  orthogonales,  la  même  propriété  subsiste 
pour  le  système  obtenu  en  déformant  la  surface  enveloppe  des  plans  de  ces 
courbes,  pourvu  que  l'on  suppose  les  courbes  invariablement  liées  à  la  surface 
enveloppe.  L'auteur  démontre  d'abord  ce  théorème,  et  considère  le  cas  par- 
ticulier où  les  courbes  sont  des  cercles.  Lorsque  le  centre  du  cercle  est  au 
point  de  contact  de  la  surface  enveloppe  avec  le  plan  qui  le  contient,  il  faut 
et  il  suffit  pour  la  condition  d'orthogonalité  : 

1°  Que  tous  ces  cercles  aient  le  même  rayon  R; 

2°  Que  la  surface  enveloppe  ait  une  courbure  négative  constante  —  — • 

Si  l'on  déplace  alors  le  point  de  contact  sur  la  surface  enveloppe  suivant  les 
deux  systèmes  de  lignes  de  courbure,  on  obtient  deux  familles  de  surfaces  £,, 
]2,  qui,  avec  la  famille  de  surfaces  S  orthogonales  aux  cercles  considérés  for- 
ment un  système  de  trois  familles  orthogonales.  On  remarquera  que  deux  de 
ces  familles  sont  engendrées  par  le  déplacement  d'un  cercle  de  rayon  constant. 
Toutes  les  surfaces  du  système  i;  ont  la  même  courbure  constante  négative 
I 

Des  surfaces  de  révolution  et  hélicoïdales  ayant  pour  profil  la  tractrice,  l'au- 
teur déduit  effectivement  des  systèmes  triples  orthogonaux.  Il  généralise  en- 
suite ses  résultats  et  arrive  à  un  système  triple  composé  de  sphères  dont  les 
centres  sont  en  ligne  droite,  d'un  système  de  surfaces  à  lignes  de  courbures 
planes  et  sphériques,  et  enfin  d'un  système  de  surfaces  à  lignes  de  courbure 
circulaire.  Il  parvient  également  à  un  système  formé  de  plans,  de  surfaces  mou- 
lures et  de  surfaces  canaux. 

Battaglini  {G.).  —  Sur  les  formes  quaternaires  bilinéaires. 
(298-322). 

Interprétation  géométrique,  comme  précédemment  pour  les  formes  ternaires. 

liitrigila  (C).  —  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  simul- 
tanément à  deux  cercles.  (323-335). 

Bonolis  {A.).  —  Sur  une  manière  nouvelle  et  simple  de  déve- 
lopper les  déterminants  de  degré  quelconque  et  son  application 
à   la  recherche   du  résultant  de   deux  équations  quelconques. 

(336-342). 

C(tpclli\A.).  —  Quelques  formules  numériques  en  relation  avec 
la  théorie  de  l'opération  de  la  polaire.  (343-354). 

Segré  (C).  —  Sur  une  transformation  irrationnelle  de  l'espace  et 
son  application  à  l'étude  du  complexe  quadratique  de  Battaglini, 
et  d'un  complexe  linéaire  de  coniques  inscrites  dans  un  tétraèdre. 

(355-378). 
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Kri  adjoif^nariL  à  un  trirdic  liircclanf,'Ic  l<;  plan  fie  rinfini,  les  deux  espèces 
de  syrnclric  par  rapport  au  trièdrc  prennent  une  signification  projective  très 
simple  :  symétrie  par  rapport  à  un  couple  d'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre,  sy- 
métrie par  rapport  aux  systèmes  des  faces  et  des  sommets  oppf)sés. 

Si,  à  un  point  (piciconque,  on  adjoint  ses  symétriques  des  deux  genres  par  rap- 
port à  un  tétraèdre  T,  pris  pour  tétraèdre  de  référence,  on  obtient  en  tout  huit 
points,  dont  les  coordonnées  sont  les  mêmes  aux  signes  près.  A  une  droite  il 
en  correspond  sept  autres  qui  sont  situées  avec  elle  sur  une  même  quadrirjtie, 
conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre. 

Les  seuls  complexes  quadratiques  entièrement  symétriques  par  rapport  à  un 
tétraèdre  sont  le  complexe  tétraédral  et  le  complexe  de  Hattaglini,  qui  ne 
contient  que  les  carrés  des  six  coordonnées  de  la  ligne  droite,  lorsque  la  forme 
fondamentale  est  réduite  à  la  somme  de  trois  rectangles. 

En  posant  x'i^=  xj ,  on  fait  correspondre  à  tout  point  {x')  d'un  espace  S' 
le  système  des  huit  points  {àz  x)  de  l'espace  S.  Cette  transformation  irration- 
nelle fournit  a  l'auteur  une  méthode  élégante  pour  l'étude  du  complexe  de  Hat- 
taglini. 

Après  avoir  étudié  cette  transformation,  qui  fait  correspondre  à  un  plan  la 
surface  de  Steincr,  l'auteur  fait  voir  qu'à  une  droite  répond  une  conique  inscrite 
dans  le  tétraèdre  de  référence,  et  qu'un  complexe  quadratique  de  droites  est 
représenté  par  un  complexe  linéaire  de  ces  coniques.  L'auteur  développe  plusieurs 
conséquences  de  ces  diverses  correspondances. 

Leçi  {D.).  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  de  révolution  ayant 
pour  méridien  une  lemniscate.  (3^9-38o). 

Tomo  XXII;  1884. 

Loria  (G.).  —  Sur  la  correspondance  projective  entre  deux  plans 
et  entre  deux  espaces.  (1-16). 

Discussion  et  classificalion  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  (luc  les 
espaces  soient  superposés  ou  non. 

Piuma  {M.).  —  Solution  d'un  problème  proposé  par  M,  Lucas. 

(.7-28).  ' 

Segré  (  C).  —  Tliéorème  sur  les  relations  entre   un   couple  de 
formes  bilinéaires   et  le  couple  de  leurs  formes  réciproques. 

(29-32). 

Cesaro  {E.).  —  Sur  certaines  fonctions  isobariques  homogènes. 
(33-43;  166). 

Étant  données  des  quantités  c,,  c^,  .. .,  r,^  en  nonibro  (piolconciuo,  on  forme  la 
somme 

S,(/?)  =  Se,  c,., . .  .c^  , 
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où  l'on  aura 

^1  -r  ^,  + . . .  +  ^„  =  7?. 

La  quantité  S  (/i)  est  formée  de  termes  de  même  degré  n  et  de  même  poids  p. 
L'auteur  étudie  ces  fonctions  et  établit  entre  elles  des  relations  de  récurrence,  a 

Il  montre  comment  ces  fonctions  peuvent  servir  dans  l'étude  des  fonctions  sy- 
métriques. 

i 

Cesàro  {E.).  —  Ellipse  ou  hyperbole.  (44-46). 

Quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'équation  du  second  degré  représente  une 
ellipse  ou  une  hyperbole?  L'auteur  ramène  cette  recherche  à  celle  du  rapport 
de  deux  volumes.  Si  l'on  prend  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  sous  la 
forme  Kx- -+-  ?nBxy  -+-  Gjk%  l'auteur  arrive  à  ce  résultat  singulier  que  la  pro- 
babilité dépend  du  nombre  m  ;  il  trouve  en  effet 


(  36  +  5  m^  —  6  7)1^  log  —  j  >  pour  m  <  2, 


et 

4 

P=i ^!— )  pour  wi  >  2. 

9m 

Cesàro  {E.).  —  Quelques  propriétés  des  groupes  plusieurs  fois 
transitifs.  (47-49)- 

Zanotti -  Bianco    (O.).    —    Propriétés    curieuses    de     quelques 
nombres.  (5o). 

Cassani  (P-)-  —  Recherches  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre. 

(5i-6i). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  un  travail  précédent  présenté  par  l'auteur  à  l'Institut 
vénitien  en  1871,  intitulé  :  Recherches  sur  l'involution  quadratique. 

Si  autour  d'un  point  fixe  A  on  fait  tourner  une  droite  sur  laquelle  on  marque 
les  points  doubles  de  l'involution  que  détermine  sur  elle  un  faisceau  de  qua- 
driques,  le  lieu  de  ces  points  doubles  est  une  surface  cubique. 

Pincherle  (S.). —  Sur  une  généralisation  de  la  dérivation  dans 
les  fonctions  analytiques.  (6'À-y/i). 

L'auteur  considère  la  série 

rtp  A„ H-  a,  A, a;  H- «,  Aj 37="  H- . . .  =  A  (  a:  ), 
oîi 

a„<Mp",    A,.  <M'R", 

les  quantités  A  étant  des  nombres  entiers.  Celte  série  est  convergente  dans  un 

cercle  de  rayon  -— •  Il  forme  ensuite  la  série 
Kp 

DA(x)  =  a^\,-h  a^X^x  -h  a.^AjX'-\- 
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(jui  esL  aussi  convcrf,'cnlc  duiis  II-  iiirme  corcic.  LNjpt-ration   reprcsenicc  par  le 
symbole  D  peut  être  évidemiricnt  répétée  plusieurs  fois  «le  suite,  elle  est  dislri- 
butivc  et  jouit  de  plusieurs  des  propriétés  de  la  dérivation. 
L'auteur  en  donne  plusieurs  appliralions. 

Re  {A.  ciel).  —  Ohliqucs   cl  cercles  oscillateurs  aux  coniques. 

(75-117). 

Pirondini  {^G .).  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système.  (iiS-i^.p). 

Utilisant  un  thcorènne  de  Joachimsthal  et  un  autre  de  M.  Dini,  l'auteur  dé- 
termine d'abord  par  un  calcul  élégant  les  équations  qui  représentent  les  surfaces 
dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  dans  des  plans  menés  par  une 
droite  fixe.  Après  avoir  fait  une  étude  préalable  de  ces  surfaces,  l'auteur  re- 
marque que  toute  surface  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de  surfaces  de  la  première  catégorie, 
ces  surfaces  ayant  pour  axes  les  génératrices  de  la  développable  enveloppe  des 
plans  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  générale  considérée. 
De  là  une  génération  des  surfaces  à  lignes  de  courbures  planes  dans  un  système. 
L'auteur  traite  plusieurs  cas  particuliers. 

Brioschi  (/'.).  —  Sur  les  propriétés  d'une  forme  biquadratique. 
(  i3o-i32). 

L'auteur  étudie  les  conditions  sous  lesquelles  les  racines  j'  d'une  équation  du 
quatrième  degré  seraient  exprimables  à  l'aide  des  racines  x  d'une  équation  du 
même  degré,  par  la  formule 

où  a,  p,  y,  0  sont  des  constantes. 

J3ettazzi  [R.).  —  Sur  les  concepts  de  dérivation  et  d'intégration 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  réelles.  (i3.')-i6(S). 

Bastia  [C.-M.).  —  Du  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre 
fixe  proportionnellement  à  la  distance,  considéré  comme  un 
mouvement  troublé.  (167-190). 

Cesàro  {E.).  —  Remarques  sur  les  fonctions  holomorphes.  (191- 
200). 

L'expression  générale  d'une  fonction  holomorphc  du  genre  w  est,  comme  on 
sait. 


[,(.)....,.(.--  ^)e-(^)l, 


192 


où  l'on  pose 
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Q.i^)=  7+  T+---+T7' 


L'auteur  suppose  que  la  fonction  holomorphe  G{z)  se  réduit  à  une  constante, 
et  que  tous  les  zéros  de  /{z)  ont  le  même  argument.  Alors  tous  les  zéros  de 
f  {z)  ont  aussi  le  même  argument  que  ceux  de  f{z)  et  séparent  ces  zéros, 
comme  le  théorème  de  Rolle  l'indique  dans  le  cas  des  polynômes.  Il  en  résulte 
que/' (2)  est  aussi  du  genre  w,  ce  qui  constitue  une  belle  généralisation  d'un 
théorème  dû  à  M.  La  guerre. 

Giuliani  (^G.).  —  Sur  la  démonstration  d'une  formule  d'Analyse. 

(201-206). 

L'auteur  critique  la  démonstration  donnée  par  Heine  dans  le  Handbuch  der 
Kugelfunctionen  de  la  formule 

[(^  — a)^-f-i'— r^^cosio +  5^]~^  =  \  e„cosnw  /      e^(^-"i"'-I„  ()v^)  I„  (X5)  ^a. 


Borletti  [F.).  —  Aire  des  surfaces  courbes.  (207-210). 

Bassani  {A.).  —  Sur  un  problème  d'analyse  infinitésimale  des 
courbes  planes.  (21 1-216). 

Retali  (  F.).  —  Sur  une  propriété   focale  de  la  parabole  (217- 
220). 

Re  (A.  del).  —  La  quadrique  des  douze  points  et  la  quadrique  des 
douze  plans.  (221-285). 

Giuliani  {G.).  —  Sur  la  fonction  P'^(cosy)  pour  n  infini  (286- 
239). 

Cesàro  {E.).  —  Etude  de  transversales.  (240-242"). 

Viçanti  (G.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  fonctions  entières. 

(243-261). 

Ces  recherches  ont  trait  à  la  théorie  des  facteurs  primaires  et  à  la  générali- 
sation de  plusieurs  résultats  de  M.  Laguerre,  qui  ont  fait  l'objet  d'un  INIémoirc 
de  M.  Cesàro,  déjà  analysé.  INIalheurcusement  les  démonstrations  de  l'auteur  ne 
sont  pas  à  l'abri  de  tout  reproche,  ainsi  qu'il  le  dit  lui-même  dans  une  note 
placée  à  la  fin  du  Volume. 

Sclirœter  {E .).  —  Théorèmes  relatifs  aux  coniques  inscrites,  cir- 
conscrites et  conjuguées.  (262-271). 


'^i    Pa^< 
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Pironclini  (G.).  —  Sur  les  lii^ncs  dit  courbiiro  et  sur  les  surfaces 
qui  ont  une  développée  corumune.  ('Jtja-So.')). 

Entre  autres  résultats  intéressants  ft^tr-mis  par  l'aiilour.  ritons  rj'abord  le  sui- 
vant :  Si  le  plan  oscillateur  d'une  ligne  de  courbure  coupe  la  sur/ace  sous 
un  angle  qui  est  une  fonction  linéaire  as  -^  b  de  l'arc  s  de  cette  ligne,  la 
torsion  de  celte  ligne  est  constante  et  cgalc  à  a.  Vax  faisante  —  o,  on  retrouve 
un  théorème  bien  conini  de  Joiicliiinsilinl.  Il  <-iu(lie  les  surfaces  développantes 
d'une  surface  réglée  dont  la  li^ne  de  strirlion  fst  orthogonale  aux  génératrices, 
cette  ligne  ayant  une  torsion  constante;  d'une  surlace  de  révolution. 

Il  détermine  ensuite  toutes  les  surfaces  dont  les  normalies  dévcloppables  d'un 
système  sont  toutes  égales  entre  elles,  et  toutes  les  surfaces  qui  ont  pour  déve- 
loppées un  hélicoïdc  donné.  Le  Mémoire  se  termine  par  d'intéressantes  applica- 
tions et  notamment  par  la   solution  de  ce  problème  : 

«  Trouver  toutes  les  courbes  qui,  en  décrivant  un  ln'liroïde  aiilour  d'un  axe 
donné,  sont  des  géodésiques  sur  celte  surface,   » 

Nicola  Tiiidi.  —  (oo/î-.^)(>7). 

Notice  nécrologique. 

Tognoli  (0.).  —  Les  fonctions  algébriques  étudiées  géométrique- 
ment. (3o8-332). 

Blanchi  {L.).  —  Sur  les  systèmes  triples  cycliques  de  surfaces 
orthogonales.  (333-373). 

Dans  ce  travail,  qui  fait  suite  à  un  .Alémoire  précédemment  analysé,  l'auteur 
aborde  la  théorie  générale  des  systèmes  triples  cycliques  de  surfaces  orthogo- 
nales, c'est-à-dire  qui  contiennent  un  (et  par  suite  deux)  systèmes  de  surfaces 
à  lignes  de  courbure  circulaires. 

Après  avoir  démontré  les  principaux  résultats  dus  à  M.  Ribaucour,  l'auteur 
applique  ses  formules  au  cas  des  surfaces  qui  dérivent  de  la  déformation  des 
surfaces  de  révolution.  11  démontre  que,  si  l'on  connaît  sur  une  de  ces  surfaces 
.  les  lignes  de  courbure,  on  peut,  par  des  quadratures,  en  déduire  un  système 
triple  cyclique  orthogonal,  dont  fait  partie  la  surface  et  qui  contient  une  con- 
stante arbitraire. 

En  faisant  correspondre  à  chaque  cercle  la  droite  qui  perce  normalement  son 
plan  en  son  centre,  les  propriétés  des  cercles  d'un  système  x^  admettant  des  tra- 
jectoires orthogonales,  se  transforment  en  propriétés  d'une  congruence  de 
rayons.  On  peut  alors  renverser  le  problème  et,  partant  d'une  telle  congruence 
supposée  connue  a  priori,  essayer  de  remonter  au  système  de  cercles:  le  pro- 
blème dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  linéaire, 
contenant  une  fonction  inconnue  et  deux  variables  indépendantes. 

L'auteur  termine  en  étudiant  le  cas  où  un  système  de  sphères  fait  partie  du 
système  triple. 

Blanchi  (L.),  —  Sur  une  propriété  caractéristiqiu'  des  surl'aces 
minima.  (374-377)- 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2»  série,  t.  \.  (Octobre  1886.)  W.x'S 
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M.  Bonnet  a  démonti'é  que  l'on  peut  déformer  une  surface  minimum,  de  sorte 
f[ne  SCS  lignes  asymptotiques  deviennent  les  lignes  de  courbure  de  la  transformée 
et  inversement.  L'auteur  démontre  en  outre  que,  dans  cette  transformation,  la 
première  et  la  deuxième  courbure  d'une  géodésique  quelconque  se  transforment 
dans  la  deuxième  et  la  première  courbure  de  la  géodésique  transformée, 

Vwanti  (G.).  —  Rectification  à  la  Note  «  Quelques  théorèmes  sur 
les  fonctions  entières  ».  (S^S-SSo).  G.  R. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS,    edited    by  W.- Allen  Whitworth, 
C.  Taylor,  W.-J.  Lewis,  R.  Pendlebury,  J.-W.-L.  Glaisher.  London  and 

Cambridge,  Macmillan  and  C°  (i). 

Tome  VITI;   1878-1879. 

Syhestei^  (J.-J.).  —  Sur  une  règle  pour  abréger  le  calcul  du 
nombre  des  invariants  et  covariants  de  degré  et  de  poids  donnés 
d'une  forme  binaire  de  degré  donné.  (1-8). 

Soit  i  le  degré  d'une  forme  binaire,  le  nombre  des  invariants  ou  covariants  de 
la  forme  d'ordre  j  et  de  poids  w  par  rapport  aux  coefficients  est 

(tv:f,y)  —  ((V  — I  :i,j), 

où  en  général  {x'.i,j)  désigne  le  nombre  des  décompositions  de  x  en  i  nom- 
bres dont  aucun  ne  dépasse  y.  L'objet  de  cette  Note  est  de  montrer  comment  on 
peut  calculer  cette  différence  sans  calculer  chacun  des  deux  termes  séparé- 
ment. 

Russell  (  W.-H.-L.).  —  Sur  l'apparition  des  transcendantes 
d'ordre  supérieur  dans  certains  problèmes  de  Mécanique. 
(8-,.). 

Continuation  de  recherches  commencées  dans  le  précédent  Volume.  L'auteur 
s'occupe  du  problème  suivant  : 

«  Déterminer  le  mouvement  d'un  cylindre  d'axe  horizontal  placé  sur  un  plan 
incliné,  autour  duquel  s'enroule  un  fil  dont  l'autre  extrémité  est  fixe.  »  On  est 
conduit  à  des  intégrales  hyperelliptiques. 

Leadeslorf  (^C .).  —  Note  sur  un  théorème  de  Cinématique.  (11- 


(')  Voir  Ihillclin,  t.  11^,  p.  70. 


URVUF  DF'.S  PUBLICATIONS.  195 

Tanner  {Il .-W .-Lloyd).  —  Noio  (rArilliméLifjiin.  (ij-i; ;. 

Manslon  (Paul).  —  D(;mon.stration  élémentaire  du  lliéorème  de 
Taylor  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaj^nnaire.  (i--s>o). 

La  flcmonsLration  est  absoIiirTierU  idcnLiqiie  à  rollc  (jik^  l'on  donno   pour  la 
variables  réelles  el  (jui  se  déduit  de  la  formule 


F(Z)  ~V{ZJ~.  f'v'{z)dz. 


GlaisJiei'  {J.-W.-L,).  —  Sur  un  point  particulier  dans  l'intégra- 
tion des  équations  difTérentielles  au  moyen  de  séries.  ('>o-'>,3  ). 

Darwin  {G. -II.).  —  Note  sur  la  théorie  de  Thomson  des  marées 
d'une  sphère  élastique.  (23-26). 

Glaisher  (J.-M  .-L.).  —  Une  énumération  de  prime-pairs.  (28- 
33). 

L'auteur  appelle  ainsi  un  couple  de  nombres  premiers  séparés  seulement  par 
un  nombre  entier,  comme  11  et  i3,  i-;  et  19,  etc.  Un  tableau  donne  le  nombre 
des  pritne-pairs  contenus  dans  chaque  rhiliadc,  jusqu'à  looooooo. 

Scott  (R.-F.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  déterminants.  (33- 

37). 

Lucas  (Edouard).  —  Sur  les  relations  entre  les  angles  de  cinq 
cercles  dans  le  plan  et  de  six  sphères  dans  l'espace.  (3--42). 

Soient  /•,  /*'  les  rayons  de  deux  cercles  et  d  la  distance  des  centres;  l'auteur 
définit  la  puissance  mutuelle  A  des  deux  cercles  par  la  formule 

2 //-'A  r=  /-^-i-  r''—  d\ 

Entre  les  puissances  mutuelles  de  cinq  cercles  dans  un  même  plan  pris  deux 
à  deux,  il  existe  une  relation  qui  s'écrit  très  simplement  sous  forme  de  déter- 
minant. Si  l'on  suppose  que  quelques-uns  de  ces  cercles  se  réduisent  à  des 
points  ou  à  des  lignes  droites,  cette  relation  se  prête  à  une  foule  d'applications 
intéressantes. 

Notes  de  MatJiématiques.  —  (42-02,  81-84,  i22-i3i). 

Kempe  (A.-B.).  Un  théorème  de  Cinématique.  —  I/icks  (  W.-M.).  Mouvement 
d'un  fluide  dans  un  cylindre  semicirculaire  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 

—  Glaislier  {J.-W.-L.)-    Sur   la  caustique  j)ar  réfrarlion  il'un  cercle  pour  des 
rayons  parallèles.  —  Une  identité  algébri(iue.  —  Sur  certaines  sommes  de  carrés. 

—  Lewis  (T.-C).  Les  contres  de  pression.  —  Cahier  (-L).  Sur  la  déformation 
d'un  hyperboloïde. 
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Lucas  {Edouard).  Sur  une  longue  suite  de  nombres  composés.  —  Green- 
hill.  Équation  intrinsèque  de  la  courbe  élastique. —  Whitworth  {W.Allen). 
Un  théorème  de  combinaisons.  —  Glaisher  {J.-W.-L.).  Généralisation  d'un 
théorème  du  professeur  Cayley  sur  les  partitions. 

Mannhciin  {A.).  Démonstration  géométrique  d'un  théorème  connu  sur  les 
surfaces.  —  Torry  {A. -F.).  Sur  les  triangles  conjugués  par  rapport  à  la  para- 
bole. —  S  harpe  {J.-W.).  Note  sur  le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide. 
—  Cayley  {A.).  Une  formule  de  Gauss  pour  le  calcul  de  loga  et  de  quelques 
autres  logarithmes.  —  Note  sur  une  intégrale  définie.  —  Sur  une  formule  des 
fonctions  elliptiques.  —  Glaisher  {J.-W.-L.).  Somme  d'une  série.  —  Whitworth 
{  W.  Allen).  Note  sur  Le  choix  et  la  chance.  —  Pendlebury  (/?.).  Théorème 
sur  un  système  de  coniques.  —  Kempe  {A.-B.).  Note  sur  un  théorème  de  Ciné- 
matique. —  Walton  {  W.).  Note  sur  une  inégalité. 

Glaislier  (J.-W.-L,).  —  Sur  une  classe  d'identités  algébriques. 

(53-56). 

Il  s'agit  d'un  théorème  de  Cauchy  relatif  à  la  divisibilité  de 

{x  +:k)"  +  (—  x)"+  {—y  y 
par  x- -\- xy -\- y"-  et  par  xy  {x  -^ y),  suivant  la  forme  de  n.    . 

Tanner   [II.-W.-Lloyd).   —   Un  théorème  relatif  aux  pfaftiens. 

(56-6o). 

Cayley  {A.).  —  Formules  nouvelles  pour  l'intégration  de  l'équa- 
tion 


(60-62). 


dx        dy 

-— -h--;^  =0, 

v/X       s/\ 


Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Note   sur   certains  théorèmes  relatifs  à 
des  intégrales  déhnies.  (63-74)- 

Nwen  (C).  —  Sur  un   cas  particulier  du  mouvement  vibratoire. 

(75-80). 

Lewis  [T.-C).   —   Sur  la  théorie   électrodynamique  d'Ampère. 

(84-87). 

Grecnhill  (ul.-G.).  — Mouvement  d'un  fluide  dans  un  cylindre 
demi-circulaire  animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (Sg-ioS). 

]VliiUvort]i  (JV.-Allen).  —  Arrangements  de  m  objets  d'une 
espèce  et  de  n  objets  d'une  autre  espèce,  sous  certaines  condi- 
tions de  priorité.  (io5-ii4). 
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Lewis  (  T.-C).  —  Sur  les  cenUCï  de  [)r(j.s.si(>ii,  Il'.->  iin-lacciilies,  elc. 
(m4-ii8). 

Miiir  (Thomas).  —  I^c  lliéorèiiic  de  (Jaiicliv  sur  la  divi>iljililé  do 

(a:-i-7)«-4-(-x)"-f-(-j/S 
(iKj-i'^o). 

Glaishei'  (J.-W.-L.).  —  Note  scirlc  lliéorcine  précédent.  (i'>.\). 

Scott  (R.-F.).  —  Sur  certaines  formes  svinétrlques  de  déternii- 
nauts  (i 3i-i38,  i45-i5o). 

On  trouvera  dans  cet  article  un  gr.incl  nombre  d'exemples,  pouvanl  donner 
lieu  à  des  exercices  élémentaires. 

Robert  {Samuel).  —  Note  sur  certains  déterminants  liés  à  des 
expressions  algébriques  ayant  la  môme  forme  que  leurs  diviseurs. 

(i38-i4o). 

GlaisJier  (J.-W.-L.).  —  Théorèmes  d'Algèbre.  (i4<>-i41)- 

Greenhill  (A. -G.).  —  Solution    d'un    problème   de   Mécanique. 
(i  5i-i55). 

Il  s'agit  du  mouvement  d'un  anneau  sur  une  circonférence  qui  tourne  d'un 
mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  son  centre  et  i|ui  fait 
un  angle  constant  avec  le  plan  de  cette  circonférence. 

Scott  (R.-F.).  —  Note  sur  un   théorème  de  M.   Caylcv.   (i55- 

167). 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  une  classe  de  déterminants,  avec  ime 
Note  sur  les  partitions,  (i 58-167). 

Hopkinson  (J.)-    —   Sur  les   pressions   causées    dans    un    solide 
élastique  par  les  différences  de  température.  (  1 08-174)- 

Thomson  (J.-J.).  —   Mouvement  tourbillonnaire  dans  un  lluide 
visqueux  incompressible,  (i  74-1 81). 

Scott  [R.-F.).  —  Note  sur  les  déterminants.  (182-187). 

Sjhester  [J.'J.).  —  Sur  les  continuants.  (187-189). 

Cayley  {A.).  —  Equation  de  la  surface  de  Tonde  en  coordonnées 
elliptiques.  (190-191). 
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Tome  IX;  1879-1880. 
Lewis  {T.-C).  —  Sur  la  cylindroïde.  (i-5). 

Webb  {R.-R.).  —  Sur  un  certain  système  d'équations  différen- 
tielles simultanées.  (6-9). 

Intégralioa  directe  du  système  d'équations  différentielles  auxquelles  on  est 
conduit  en  recherchant  les  courbes  gauches  pour  lesquelles  les  rayons  de  cour- 
bure et  de  torsion  sont  les  mêmes  en  tous  les  points. 

Sharpe  (J.-JV.).  —  Note  sur  une  méthode  en  coordonnées 
aréolaires,  qui  est  liée  avec  la  méthode  géométrique  des  projec- 
tions orthogonales.  (io-23). 

La  même  équation,  quand  on  change  le  triangle  de  référence,  représente  des 
courbes  différentes  qui  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  projection  orthogonale. 
L'auteur  applique  celte  remarque  à  un  certain  nombre  de  problèmes  relatifs  aux 
sections  coniques. 

Cayley  {A.).  —  Sur  une  liaison  entre  certaines  formules  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  (23-25). 

L'illustre  géomètre  montre  comment  de  la  formule  de  Jacobi 


/ 


"  k'^  s.n  a  en  a  dn  a  sn- 1/ du  f>'(«)        i  Q{u  —  a) 

I—  k'sn^asnm  ~      ©(«)         2      ^  Q{u-\-a)' 

on  peut  déduire  le  théorème  d'addition  pour  la  fonction  sn  u. 

Pendelebiuy  {R-)-  —  Notes  d'Optique.  (26-80). 

Mansion  [Paul).  —  Sur  certains  déterminants.  (3o-32). 

Taylor  {C).  —  Le  cône  scalène.  (33-34). 

Greenhill  {A. -IL).  —  Mouvement  d'un  fluide  dans  un  rectangle 
formé  par  deux  arcs  de  cercle  concentriques  et  deux,  rayons, 
animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (SS-Sg). 

Russell  (  W.-IL-L.).  —  Note  sur  l'intégration  des  transcendantes 
qui  se  présentent  dans  certains  problèmes  de  Mécanique.  ( /jo- 

42). 

Notes  de  Mathématiques.  (42-54,  i2i-i33,  188-192). 

Anthony  (Edwin).  Note  sur  les  coniques.—  Lewis  {T.-C).  Sur  la  torsion 
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d'iiu  barreau.  —  Glaishcr  {J.-W.-L.).  Note  sur  un  (Icvclopix-iiiciiL  <Iù  à  Kulcr. 

—  Note  sur  un  exemple  du  Traité  de  Boole  :  Sur  les  éfiuations  dijjercntietle.'!, 
relatif  aux  trajectoires  orthogonales,  —  'riiéorèiiie  sur  les  partitions.  —  Curran 
Sharp  (  W.-J.).  Note  sur  certains  cas  d'intersection  de  courbes  et  de  surfaces 
par  des  lignes  droites.  —  Pendlehury  (//.).  Sur  les  directrices  d'une  conif|ue 
représentée  par  une  équation  homogène.  —  Lloycl  Tanner  {ll.-\V.).  Sur  le 
signe  d'un  terme  quelconque  dans  un  déterminant.  —  Mansion  {/*aul).  Gé- 
néralisation d'une  propii(';té  des  courbes  podaircs.  —  Thomson  (J.-J.). 
Note  sur  la  formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques.  —  llohson  (A'.-IV.). 
Démonstration  du  théorème  de  Hodrigues.  —  Pendleburjr  {/i.).  Sur  les  nombres 
d'Euclide.  —  Glaisher  {J.-W.-L.).  Sur  de  longues  suites  de  nombres  com- 
posés. 

Cro/Lon  {M.-W.).  Extension  du  théorème  de  Leibnit/ en  Slali(|ue. —  Elliott 
{E).  Sur  le  dédoublement  des  théorèmes  relatifs  aux  maxima  et  avw  minima.  — 
Taylor  {H.-M.).  Note  sur  le  Livre  II  d'Euclide.—  Glaisher  {J.-\V.-L.).  Une 
identité  trigonométrique.  —  Théorème  sur  les  fonctions  elliptiques.  —  Note  sur 
un  point  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  —  Théorème  relatif  à  une  certaine 
figure  inscrite  dans  un  cercle. —  Webb  (/?.-//.).  Sur  une  intégrale  élémentaire. 

—  Sur  les  coefficients  de  Legendre.  —  Karl  Pearson.  Sur  l'intégration  de 
quelques  équations  au  moyen  des  fonctions  de  Bcssel.  —  Ilarry  Ilart.  Intégia- 
tion  en  coordonnées  rectangulaires  des  équations  du  mouvement  dans  le  cas 
d'une  force  centrale  variant  en  raison  inverse  du  carré  dt;  la  distance. 

Sharp  (  W.-J.~C.).  Sur  quelques  formules  de  la  théorie  des  équations.  — 
Harry  Hart.  Une  identité  trigonométrique.  —  Taylor  {€.).  Sur  la  directrice 
d'une  parabole  inscrite  dans  un  triangle. 

Glaisher   {J.-W.-L.).    —    Sur  le   Lliéorème  de   llodri^ues.    (55- 

(io). 

Mansion  {Paul).  —  Sur  l'égalité  des  éliminants  de  Svlvesler  et 
de  Caiichy.  (6o-63). 

Taylor  {C).  — Insigniores  orbitœ  comelaruni  proprielates.  (63- 

71 ,  i58-i64). 

Exposé  des  principaux  résultats  contenus  dans  l'Ouvrage  de  Lambert  publié 
sous  ce  titre  à  Augsbourg  en  1761. 

Sylvester  [J.-J.).  —  Sur  un  théorème  lié  à  la  règle  de^e^\l()^ 
pour  la  découverte  des  racines  imaginaires  des  équations.  (71- 

84). 

Elliol  {E.-B.).  —  Sur  les  normales  aux  enveloppes,  et  sur  les 
enveloppes  qui  sont  normales  à  une  double  iidinilè  de  ligues 
droites.  (So-cjo). 

Étant  donnée  l'équation  d'une  ligne  droite  dans  un  plan  ou  d'un  plan  \a- 
riable,  on  peut  obtenir  immédiatement  la  normale  à  renveloppc.  Il  en  est  encore 
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de  même  si  l'on  a  un  système  de  lignes  droites  dans  l'espace  tangentes  à  une 
courbe  gauche. 

IVhitwortIi  (W.  Allen).  —  Un  phénomène  du  calendrier.  (90- 
92)- 

Lewis  (T.-C).  —  Quelques  cas  de  mouvement  tourbillonnaire. 

(93-95). 

Currau  Sharp  (  W.-J.).  —  Sur  les  développées  successives  d'une 
cotirbe.  (95-99). 

Soient 

s  l'arc  d'une  courbe  plane; 

cp  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  une  droite  fixe; 

Pj  Pi'  P2'  •  ••'  9n  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  et  de  ses  développées  succes- 
sives. 
On  a 

ds  d^  s  rf"+»  s 

P»  =     77 


^=d^' 


dz)^ 


do"+' 


ces  formules  permettent  de  traiter  rapidement  un  certain  nombre  de  questions 
relatives  aux  courbes  qui  coïncident  avec  une  de  leurs  développées  ou  qui  sont 
semblables  à  l'une  d'elles,  etc.  Ces  questions  conduiraient  à  des  équations  dif- 
férentielles compliquées  en  coordonnées  cartésiennes. 

Johnson  (fV.-W.).  —  Puissances  symboliques  et  racines  de  fonc- 
tions de  la  forme 

aar  -h  6 


/(^)  = 


(99-io3). 
Cayley.  —  Sur  la  matrice 


ex  -T-  d 


a  b 
c    d 


et  ses  rapports  avec  la  fonction 


ace 


ex  H-  d 


ex  -h  d 


(104-109). 

Lloyd  Tanner  (//.-  W.).  —  Note  sur  la  fonction 

rt.r  -h  6 

cp.r  = 

(109-1  I  2,   1 39-160). 

Ces  articles  renferment  différents  procédés  pour  trouver  la  puissance  symbo- 
lique 9",  qui  n'est  autre  que  le  résultat  de  l'opération  o  répétée /i  fois.  La  mé- 
thode la  plus  simple  paraît  être  celle  de  M.  Cayley  qui  revient  au  fond  à  la 

(i  X  — f—  b 

considération  des  points  doubles  de  la  substitution  linéaire  v  = , • 

-^       ex  -\-d 
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Greenliill  {A.-G.).  —  Noies  d'lIydrodvriami(|iic.  (i  i3-iio). 

Forsyth  (A.-B.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fluide  visqueux,  in- 
compressible. (i34- 139). 

Webb  [R.-R.).    —  L(3  problème  de  la   brachistoclirone  pour  un 
système.  (i5i-i58). 

Sylvester  [J.-J.).  —  Sur  la  relation  exacte  entre  les  résultants  et 
les  discriminants  et  les  produits  des  difTérences  de  racines.  (i64- 

166). 

Roberts  {Samuel).  —  Sur  certaines  séries  dont  les  coefficients 
sont  les  inverses  des  coefficients  binomiaux.  (166-170). 

Webb  (R.-R.).  —  Quelques  applications  d'un  théorème  de  Géo- 
métrie à  trois  dimensions.  (170-178). 

Soient  l,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  une  surface,  p,  et  o^  les 
rayons  de  courbure  principaux;  on  a 

I         ^   __  '^^        '^^^^        ^^^^ 
p,        Pj        dx        ôy        ôz 

L'auteur  applique  cette  formule  à    la  détermination  des  volumes  et  des  sur- 
faces et  à  quelques  questions  analogues. 

Niven  (C).  —  Sur  le  vecteur  potentiel  et  sur  quelques  propriétés 
des  solides  harmoniques.  (178-187). 

TomeX;  1880-1881. 

Cayley.  —  Une  construction  géométrique  relative  aux  cpiantités 
imaginaires.  (i-3). 

Construction  géométrique  des  racines  de  l'équation 


X  —  A        X—  B        X  —  C 


=  <J, 


/>,  q,  r  désignant  des  nombres  réels  et  A,  B,  C  des  quantités  imaginaires  quel- 
conques. 

uni  Car  lis  {Arthur).  —  Sur  le  mouvemoni  libre  sous  Taclion  de 
plusieurs  forces  centrales.  (3- 12). 

Taylor  {C).  —  Coordonnées  tangenlielles.  (i3-i5). 
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Cockle  (sir  James).  —  Supplément  aux  «  Exercices  ».  (i5-i8). 

Frots  [Percival).  —  Expression  générale  du  ravon  de  courl)ure 
en  coordonnées  bipolaires.  (18-21). 

Turner  {U.-Il.).  —  Sur  les  courbes  représentées  par  l'équation 

d.r  cly 

et  leurs  enveloppes.  (21-25). 

On   sait  que  ces  courbes  sont  du  quatrième  ordre,  qu'elles  ont  deux  points 
doubles  à  l'infini  sur  les  axes  de  coordonnées  et  qu'elles  sont  tangentes  à- huit 

droites  fixes  x-^=-\,  x-  =  -■>  y-=  i,  y-  =  -  . 

A'  l\ 

L'auteur  discute  les  difTérentes  formes  de  ces  courbes. 

Glaisher  (J.-ïf.-L.).  —  Théorèmes  trigonométriques  où  figurent 
les  produits  de  quatre  sinus  ou  de  quatre  cosinus.  (  26-34). 

Lainb  {H.).  —  Note  sur  un  théorème  relatif  aux  formes  quadra- 
tiques. (35-36). 

Soit  T  une  forme  quadratique  renfermant  r7i -{- n  variables  x^,  x^,  ...,  jr„,; 

y  il  y  2^  •  •  •  '  Tu' 

Si  l'on  élimine  les  variables  y  au  moyen  des  relations  tj  =  — ,  T  devient  la 

somme  de  deux  formes  quadratiques,  dont   l'une  contient  les  x,  l'autre  les  t,. 
L'auteur  donne  une  preuve  très  simple  de  ce  théorème. 

Zajackowski  (  W.).  —   Un   théorème  relatif  aux  pfaffiens.   (36- 

3-)- 

Russell  {W.-H.-L.).   —  Sur  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles. (38-44). 

Recherche  des  cas  où  une  équation  linéaire  admet  pour  intégrale  un  poly- 
nôme ou  une  fraction  rationnelle.  La  méthode  s'applique  aussi  à  des  équation 
d'une  forme  un  peu  plus  compliquée. 

Forsyth  (A.-R).  —  Sur  les  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation.  (44-54)' 

Glaisher  (J.-JV.-L.).  —  Note  sur  une  identité  algébrique.  (54- 
60). 

Notes  de  Mathématiques.  (6o-65,  118-120,  190-192). 
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Glaisker  (J.-IV.-L.).  S(ir  (|iif!l«|ii(.'s  cxiJicssioiis  .'il;;él)iiquos  (|iii  ne  chan^^cnl 
pas  par  certaines  subsliLulioiis,  llarry  liait.  Addilion  à  lu  Noir;  sur  une 
identité   trigonométrique.  —  Sur  la  trajectoire  rl'un   projectile.  —    WUkinson 

{M.-M.-U.)'  Une  identité  entre  des  fonctions  (lliptirjues. 

/ "°  «l>f  a.r  )   -  *V>{  hx) 
Elliot  {E.-B.).  Un  développement  pour    / — c/x,  n  étant  un 

nombre  entier  positif.  —  A'ive/i  (  W.-l).).  Application  des  coordonnées  de  Lann- 
à  la  détermination  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  un  conducteur  de  forme 
ellipsoïde  placé  dans  un  champ  de  force  électrique.  —  Sur  le  polenliel  en  un 
point  de  l'espace  dû  à  une  sphère  solide  dont  la  densité  varie  en  raison  inverse 
de  la  cinquième  puissance  de  la  distance  du  centre. —  Asutosli  Mukhopadhyay . 
—  Démonstration  de  la  proposition  I^,  d'Euclide. 

Mac  Mahon  (P.-A.).  Une  propriété  des  courbes  podaires.  —  Steintlial  (£'.). 
Les  maxima  et  les  minima. 

Anthony  (Edivin).  —  Notes  sur  les  quaternions.  (66-7'2). 

Glaislier  (J.-JV.-L.).  —  Un  système  de  formules  trigonomé- 
triqiies.  (y'S-'jS). 

Ces  formules  contiennent  six  lignes  trigonométriques,  sinus  ou  cosinus,  les 
arguments  s'exprimant  linéairement  au  moyen  de  trois  d'entre  eux  (jui  restent 
arbitraires.  La  première  de  ces  formules  est  l'identité  bien  connue 

sinB  sin  C  sin  (B  —  C)  -f-  sinCsinAsin(C  —  A) 

-hsinAsinBsin(A—  B)H-sin(B  —  C)  sin  (G  — A)  sin(A  —  B)  =  o. 

Taylor  (C).  —  Insigniores  orbitge  cometarum  proprietates.  (79- 
83). 

Greenhill  (A.-G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  liijuidc  sans  frotte- 
ment dans  un  secteur  animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (83- 

.89)- 

Harry  Hart.  —  Sur  les  criteria  pour  déterminer  la  nature  d'une 
conique  représentée  par  l'équation  générale  en  coordonnées 
aréolaires.  (90-9?.). 

Glaisher  [J .-W .-L.).  —  Sur  quelques  fonctions  elliptiques  et  sur 
des  théorèmes  trigonométriques.  (92-9-). 

Cockle  {sir  James).  —  Sur  une  intégrale  définie.  (98-101). 

Ferrers  (N.-M.)  — Note  sur  les  fonctions  elliptiques.  (i()>-i()3). 

Expressions  diverses  de 

sn{u -\- v)sn{u — v),     en  {a -h  v)  ca\  (a  —  v),     du  (  « -h  i^)  dn  (t«  —  v)- 


2o4  SECONDE    PAKTIE. 

Glaislier  [J.-IV.-L.).  —  Systèmes  de  formules  relatives  aux  fonc- 
tions elliptiques.  (io4-i  i  i). 

Tableau  de  formules  donnant  :  i"  sn^-u,  ca^ii,  dn-u  en  fonction  de  on  2  a  et 
dn2M;  2°  sn(^u  -i-^k)  en  fonction  de  sn  u,  en  m,  dau;  3"  sn^  (m  -f-  2  ^^  )  en  fonc- 
tion de  sn  2  m,  en  2  iz,  dn2w,  etc. 

Tajlor  (  C .).  —  La  perspective.  «  Qu'est-ce  qu'en  connaissaient  les 
géomètres  grecs  »?  (112-1 13). 

Discussion  des  conclusions  que  l'on  peut  tirer  d'un  passage  de  Serenus  cité 
par  M.  Cantor  dans  ses  Vorlesungen  iiber  GeschicJite  cler  Mathematik. 

Niven  (  IV.-D.).  —  Sur  une  forme  spéciale  de  l'équation  de  Laplace. 

(114-117). 

GlalsJier  [J.-IV.-L.).  —  Sur  l'équation  d'addition  pour  les  inté- 
grales elliptiques  de  troisième  espèce.  (124-1 35). 

On  sait  que  le  théorème  d'addition  est  exprimé  par  la  formule  suivante  : 

Il  (m,  a)  -f-  n(p,  a)  —  \\{u-^  V,  a)  ^\  log^; 

la  valeur  de  Q.  a  été  donnée  par  Legendre  et  par  Jacobi.  M.  Glaisher  donne 
quatre-vingt-seize  expressions  différentes  pour  i.1,  d'où  l'on  peut  déduire  un 
grand  nombre  d'identités  intéressantes. 

Niven  {IV. -D).  —  Sur  le  potentiel  dû  à   un  courant  électrique 
dans  un  circuit  elliptique.  (i36-i4i)- 

Scott  (R.-F'.).  —  Notes  de  Mathématiques.  (142-149)- 

TVebb  {R.-R.).  —  Sur  un  théorème  de  Statique.  (i5o-i56). 

Étant  donné  un  tétraèdre  ABCD,  on  peut  déterminer  six  forces  agissant  sui- 
vant les  côtés  du  tétraèdre  admettant  une  résultante  donnée,  et  cela  d'une  seule 
manière;  au  contraire,  on  peut  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  couples  ayant 
pour  axes  les  six  côtés  du  tétraèdre  et  un  couple  donné  pour  couple  résultant. 

Elliott  [E.-B.).  —  Extension  aux  aires  des  surfaces  courbes  d'un 
théorème  sur  les  aires  planes.  (i56-i58). 

Etant  donné  un  segment  de  droite  ab  dont  les  extrémités  a  et  b  décrivent  deux 
portions  de  surfaces  courbes,  de  telle  façon  que  les  plans  tangents  aux  deux  sur- 
faces aux  points  correspondants  soient  toujours  parallèles  ;  soient  A  et  B  les  aires 
de  ces  portions  de  surfaces  et  C  l'aire  de  la  surface  courbe  décrite  par  un  point  c 

de  la  droite  ab  qui  divise  cette  droite  dans  un  rapport  constant  — >  on  a  la  rc- 
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laLion 

_  m  n  +  n  A  mn       _  ^ 

ni  H-  n  (  //i  -i-  ny 

S  désigne  l'aire  de  la  surface  décrite  par  l'extrémité  d'un  segment  égal  et  pa- 
rallèle à  ab,  dont  l'autre  extrémité  serait  fixe.  On  obtient  un  résultat  particu- 
lièrement simple  si  l'on  su[)pose  le  sei,'ment  «^  de  longueur  constante  et  normal 

aux  surfaces  décrites  par  les  points  a  et  b. 

Lloycl  Tanner  (II.-JV.).  —  Un  paradoxe  dans  la  théorie  des 
éqiialions  di(Térenticllcs  ordinaires.  (i58-i6o). 

Torry  [A.-F.).  —  Sur  les  coniques  inscrites  ou  circonscrites  à 
des  triangles  qui  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique 
donnée.  (i6i-i'yo). 

Enoncé  et  démonstration  de  propriétés  intéressantes  relatives  à  ces  coniques, 
propriétés  dont  la  plupart  sont  bien  connues. 

Mollison  (JV.-L.).  —  Sur  la  propagation  de   la   chaleur.   (170- 

■74). 

Sharpe  (fl.-J.).  —  Sur  une  équation  difTérentielle.  (174-18;*)). 
Intégration  de  l'équation  différentielle 

xy  -hy'  -hy{x  -h  X)  —  o, 

par  des  séries  ou  au  moyen  d'intégrales  définies. 

Steinthal  (A.-E.).  —  La  méthode  des  moindres  carrés  appliquée 
aux  observations  qui  vérifient  certaines  conditions.  (185-190). 

Tome  XI;  1881-1882. 

Smith  (  H.-J.-S.  ).  —  Sur  quekjues  séries  discontinues  considérées 
par  Riemann.  (i-ii). 

L'éminent  professeur  s'est  proposé  de  compléter  un  Mémoire  postiuime  de 
Riemann  sur  certaines  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  7  dans  le  cas 
limite  où  le  module  de  q  est  égal  à  l'unité.  Les  séries  que  l'on  est  amené  A  con- 
sidérer sont  les  suivantes  : 

eltes  présentent  cette  particularité  curieuse  que,  dans  un  intervalle  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  il  y  a  toujours  des  valeurs  de  0  pour  lesquelles  elles  sont  conver- 
gentes et  d'autres  pour  lesquelles  elles  sont  divergentes. 
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Ainsi  la  première  série  est  toujours  divergente  lorsque  —  est  incommensurable 
et  elle  est  convergente  si  —  est  égal  à  la  fraction  irréductible  ->  où  «  est  pair. 

De  même  la  seconde  série  est  convergente  lorsque  -  est  racine  d  une  équation 

algébrique  à  coefficients  entiers  et  cependant  dans  tout  intervalle  il  }  a  une  in- 
finité de  valeurs  de  6  pour  lesquelles  elle  est  divergente.  M.  Smith  calcule  les 

sommes  de  ces  deux  séries  pour  —  =  '—r-  et  complète  la  méthode  de  Riemann 

iz         b 

pour  trouver  la  valeur  limite  d'une  intégrale  définie  qui  se  présente  aussi  dans 

ces  recherches. 

Hobson  (E.-JJ'.).  —  Sur  le  théorème  de  Foiirier.  (ii-i4). 

Méthode  géométrique  élémentaire  pour  trouver  la  limite  de  l'intégrale  dé- 
finie 

X    i-2/.co's76-Q')H-A^-^^^^'^^' 
lorsque  h  tend  vers  l'unité. 

Cayley.  —  Sur  une  question  du  prix  Smith,  relative  an  potentiel. 

(i5-i8). 

Rawson  {Robert).  —  Sur  la  première  résolvante  de  l'équation 

jK^  -h  ay"^^  .Ti  y  — -^a'^  =z  o. 
(19-23). 

Cayley.—  Solution  d'un  problème  de  Senate-House.  (23-25). 

Purser  {Frederick).  —  Sur  certaines  identités  mathématiques 
qui  se  présentent  dans  le  Traité  de  Philosophie  naturelle  de 
Thomson  et  Tait.  (26-32). 

Russell  {IV.-H.-L.).  —  Sur  le  calcul  des  différences  finies.  (33- 

36). 

Lewis  (T.-C).  —  Quelques  propriétés  du  tétraèdre  dont  les  côtés 
opposés  sont  à  angle  droit.  (36-38). 

Mansion  [Paul).  —  Sur  la  série  harmonique  et  la  formule  de  Stir- 
ling-.  (38-4o). 

Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de  Stirling 

Z(i.o.3...N)  =i(n-C)  ^-(N-}-■|)/N-N-^|e, 
G  désignant  un  nombre  compris  entre  o  et  t. 
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Slicii'pr  { Il .-./ .).  —  Siii'  iinr  ('(jiinlion  (Iifr<'r<'rili<-il<'.  (  \i-\\). 

Glciisher  (J.~JF.-L.).  —  Forimilcs  pour  sn,  en,  du  de  //  -f-  i-  4-  iv. 

(45-48). 

Coc/xle  (s'\r  James).  —  Lransformation  d  un  hiordlnal  do  Sfdjunrz. 

( 49-^-0  • 

Ilomersham  Cox.  —  Sur  la  distance  des  arcs-en-ciel.  (r)2-f)4). 
Torry  [A. -F.).  —  Notes  de  Géométrie.  (54-^')^). 

Sharpe  (fl.-J.).  —  Sur  une  équation  (li(T('if'nli('Ile  transcendante. 

(56-63). 

Besant  (  W.-IL).  —  Noie  sur  l'élasticité.  (6.V64). 

Muir  [Thomas).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  persy- 
métriqiies.  (65-67). 

Le  déterminant  persymctrique  de  a,,  a,,  ...,  rt.^„_,  est  rgal  an  déterminant 
persymétrique  de 

0!„  (a„  rtjm,  i),     {a^,  a.^ajm,i),     ...,     («„  «^,  . . .,  rt^„  ^/J/n,  i)"-2. 

Hicks  (IV.-M.).  —  Sur  le  nombre  de  systèmes  de  lignes  planes 
équipotentielles  du  second  degré,  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  iixe.  (67-74 )• 

Les  seuls  systèmes  en  question  se  composent  :  1°  de  cercles  concentriques; 
2°  de  coniques  confocales;  3°  d'hyperboles  équilatéres;  4°  de  cercles  passant  par 
deux  points  fixes.  * 

Notes  de  Mathématiques.  (74-80,  190-192). 

Greaves  (/.)•  Une  démonstration  du  parallélogramme  des  forces.  —  Afi- 
chael  (  W.-P.).  Preuve  élémentaire  du  contact  du  cercle  des  neuf  points  avec 
les  cercles  inscrits  et  exinscrits.  —  Glaisher  {J.-W.-L.).  Un  système  d'équa- 
tions différentielles  pour  les  fonctions  elliptiques.—  Van  Tiinzclnian  {G.-W.). 
Un  théorème  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  confocanx. 

Mannheim  {A.).  Théorèmes  de  Géométrie.—  William  Woolsey  {Johnson). 
Sur  certaines  relations  symboliques. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  les  fonctions  elliptiques.  (81-95,  120- 
i38). 

M.  Glaisher  considère  à  la  fois  douze  fonctions  elliptiques,  ù  savoir  sn//.  en//. 
dnu,  leurs  inverses  et  leurs  rapports.  II  donne  les  fornuiles  pour  le  chaniiemtMil 
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de  w  en  u  -\-  k,  m  h-  ik',  u  -}-  k  -{-  ik',  le  tableau  des  dérivées  de  ces  douze  fonc- 
tions et  de  leurs  intégrales.  La  seconde  Partie  du  Mémoire  contient  les  formules 
pour  le  changement  du  module,  les  systèmes  d'équations  différentielles  et  les 
formules  de  réduction  pour  les  intégrales  telles  que  fsn"udu. 

Scott  (R.-F.).  —  Sur  certaines  formes  de  déterminants  com- 
posés. (96-98). 

Scott  (R.-F.).  —  Sur  quelques  fonctions  alternées  de  /i  variables. 

(98-03). 

Harry  Hart.  —  Note  sur  les  coordonnées  aréolaires.  (io4-iod). 

Muir  [Thomas).  —  Sur  la  décomposition  de  certains  déterminants 
en  facteurs  quadratiques.  (io5-io8). 

Cockle  (sir  James  ).  —  Transformation  des  équations  différen- 
tielles. (109-1 1 1). 

Cayley.  —  Explication  d'un  théorème  de  la  théorie  des  équations. 

(i  I  i-i  i3). 

Temperley  {Ernest).  —  Sur  le  tétraèdre  dont  les  côtés  opposés 
sont  à  angle  droit,  (i  1.4-1 19)- 

Woolsey  Johnson  (^William).  —  Sur  la  déduction  des  formules 
elliptiques  par  la  transformation  du  module  réciproque  et  du 
module  complémentaire.  (i38-i4i)- 

^ aux  intégrales  elliptiques. 

(1  —  373)3 
(142-I43). 

,,       .  »,         ,  — i-H  6  sn  îf  en  w  dn?f     ,  ,    , 

Cette  réduction  est  ellectuee  en  posant  x  =  -, i •>  le  module 

I  +  U  sua  en  w  dn  w 

k'^  et  la  constante  6  étant  définis  par  les  deux  équations 

i? 
A-^  —  A'^  +  I  =  o,        e=  =  —  I  —  k-. 

Buchheim  [A.).  —  Quelques  applications  des  méthodes  symbo- 
liques. (i43-i45). 

Webb  [R.-R.).  —  Sur  les  pressions  et  les  déformations  en  coor- 
données cylindriques  et  polaires.  (1 46-1 55). 

Webb  (7?.-/?.).  —  Sur  l'équilibre  d'une  lame  courbe.  (i5()-i()o). 
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jlJuir  {Tliomas).  —  Sur  un  (lclcrmin;inl  ohlcmi  <ii  hord.int  l«.- 
produit  de  deux  dctcrminanfs.  f  iGi-i6.">). 

Scott  [R.-F.).  —  Sur  certains  déterminants  dont  les  «'déments 
sont  des  fractions  r^lionnelles.  (  1 6.*)- 1 -.>.). 

Walker  [G. -F.).  —  Deu\  consUiic.ii(uis  pour  1rs  sj)lières  tan- 
gentes à  quatre  sphères  données.  (173-17^  ). 

Ces  consLruclioris   rri)OsonL  sur  l'emploi   dos    \AAn^  i\\\\   ronlionnent  six   <lrs 
centres  de  similitude  et  de  la  spliùre  ortliof^onalo  au\  (jiiatie  sphères  données, 

iMannlieim  {A.).  —  Construire  les  axes  d'une  ellipse  dont  on 
connaît  deux  diamètres  conjugués,  (i^j-i^-). 

Taylor  (^11. -M.)  —  Sur  un  cercle  de  six  j)oinls  lié  à  un  triani^le. 

(ï77-'79)- 

/////  Curtis  [Arthur).  —  Note  sur  les  forces  centrales,  (i -9-190). 

Tome  Xn,  iH8a-i883. 

GiaisJier  (J.-JJ.-L.).  —  Exemples  explicatifs  de  la  tlu'orie  des 
intégrales  singulières  de  Gavley.  (i-i4)- 

Étant  donnée  une  équation  dillVrcntiello  du  pirniicr  ordre /(.r,  i',  >■')  —  o, 
on  sait  que  la  solution  singulière;,  si  elle  existe,  s'obtient  en  éliininanl  y'  entre 

les  deux  équations /(^,  y,  y')  —  0,  -^  =  0.  Mais  le  n'sultat  de  celle  t'Iimina- 

()y 

tion  ne  donne  pas  en  général  une  solution  singulière.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une 
équation  du  second  degré,  Ljk'^H-  "y.My'-r-  N  =  o,  l'éeiualiou  .M- —  L\  -  o  donne 
à  la  l'ois  la  solution  singtilière,  s'il  y  en  a  une,  le  lieu  des  points  de  rehrousse- 
ment  des  courbes  intégrales,  et  le  lieu  où  passent  deux  courbes  intégrales  dis- 
tinctes tangentes  l'une  à  l'autre  {tnc-locits).  Les  fadeurs  donnant  les  i\c\\\  pre- 
mières courbes  figurent  une  fois  dans  F.\  —  M-,  tandis  (|ue  le  fadeur  donnant  le 
dernier  lieu  y  entre  au  carré.  M.  Glaisher  donne  un  grand  nombre  d'exemples, 
en  général  extrêmement  simples. 

Malton  (  Williain).  —  Sur  la  UK'tliode  pour  trouver  les  maxiuia 
et  les  mininia  des  fonctions  (Tune  ou  (\e  deux  \ariabl(?s  indé- 
pendantes, (i^-^.o). 

Workman  [\\  .-P.).   —  Sui-  les  li(Mi\  de  couhul .  (•>.i->..')V 

Si  ré([uation  d'un  syslème  de  courbi^s  algébriques  est  de  degré  /'  par  r.ipporl 
au  paramètre  variable,  le  fadeur  donnant  le  t<ic-locits  entre  à  la  puissance 
/■(/■--i)  dans  le  discriminant  de  l'éiiuation  dillérenlicllc. 

Bull,  des  Sciences  nut/lie'/ii..  ■>:'  si'ric  l.   \.  (\o\cinIirc  iSSC».)  K.i  j 
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Allen  (A.-J.-C).  —  Notes  sur  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

(26-28). 

Cayley.  —  Détermination  de  l'ordre  d'une  surface.  (29-32). 
Notes  de  MatJiématiqiies.  (33-4i,  173-182). 

Harry  Hait.  Preuve  par  les  quaternions  de  la  triple  génération  du  mouve- 
ment de  trois  barres.  —  Sur  l'équation  linéaire  enrayons  vecteurs  de  la  podaire 
d'une  conique  par  rapport  à  son  centre.  —  Curtis  {A.-H.).  Démonstration  géo- 
métrique que  la  caustique  par  réflexion  d'une  cardioïde,  le  foyer  lumineux  étant 
au  point  de  rebrousscment,  est  une  épicycloïde.  —  Rawson  {Robert).  Note  sur 
une  transformation  de  l'équation  de  Riccati.  —  Rowe  (R.-C).  Note  sur  le  cercle 
de  six  points  de  M.  Taylor.  —  Walker  {G.-F.).  Sur  une  certaine  inégalité. — 
Nansoîi  (E.-J.).  Sur  le  potentiel  d'une  sphère.  —  Note  sur  les  coniques.  — 
Cayley  (A.).  Une  preuve  du  théorème  de  Wilson. 

Cayley  {A.).  Note  sur  une  forme  de  l'équation  modulaire  pour  la  transfoi'- 
mation  du  troisième  ordre.  —  La  construction  de  Schroter  pour  le  pentagone 
régulier. —  Glaisher  {J.-W.-L.).  Note  sur  les  fonctions  elliptiques. —  Maiin- 
heiin.  Théorèmes  de  Géométrie.  —  Leudesdorf  (C).  Note  sur  un  problème  de 
Senate-Iiousc.  —  Chevallier  (/.).  Note  sur  une  preuve  du  théorème  de  Fourier. 
—  Lodge  {Alfred).  Note  sur  les  coefficients  d'une  équation  transformée. — 
Taylor  {J.-P.).  Sur  une  équation  en  Algèbre  élémentaire.  —  Rurnside  {Wil- 
liam). Note  sur  le  centre  de  pression  d'un  polygone  plan.  —  Tucker  {R.). 
Note  sur  le  cercle  de  six  points  de  M.  Taylor. 

Wallon  (Willicun).  —  Sur  la  détermination  des  maxima  et  des 
minima  d'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

(4M3). 

Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Preuve  de  la  formule  d'addition  pour 
les  intégrales  elliptiques  de  seconde  espèce  déduite  des  séries 
en  q.  (43-48). 

Smith  (FI.-J.-S.).  —  Notes  sur  la  théorie  de  la  transformation 
elliptique.  (49-99). 

La  première  Partie  du  iMémoire  de  l'émincnt  géomètre  est  destinée  à  com- 
pléter un  point  important  dans  la  théorie  de  la  transformation.  On  sait  que  la 
recherche  des  transformations  primitives  d'ordre  impair  n  dépend  avant  tout 
de  la  résolution  d'une  certaine  équation  algébri([ue,  dite  équation  modulaire, 
entre  le  module  primitif  et  le  module  transformé  /(A%  V)  =0.  Connaissant  une 
racine  de  cette  équation,  le  multiplicateur  Î\I  et  les  coefficients  de  la  transforma- 
tion correspondante  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  A-  et  de  X-.  ALiis 
ces  formules  deviennent  illusoires  lorsque  l'équation  modulaire  acquiert  des 
racines  égales.  L'auteur  s'est  proposé  de  lever  cette  indétermination;  sappuyant 
pour  cola  sur  les  résultats  de  son  Mémoire  Sur  les  singularités  des  équations 
modulaires  { I^roreedin gs  of  the  London  Math.  Society,  vol.  I\),  il  montre 
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<iu'a  une  racine  iriulliple  d'ordre  s  de  réqiialion  modulaire  rorrcspondrnt  * 
transformations  primitives  didércntes.  Le  multiplicateur  M  dépend  dans  re  cas 
(l'une  équation  alg(îl>iii[ue  d'ordre  s,  ainsi  que  les  coefficients  de  lu  transforma- 
tion, [^'application  aux  cas  de  n    ^  3  et  de  n  --  j  termine  C(;tte  [)artie, 

I^a  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  définition  précise  d'un  système  élémen- 
taire et  réduit  de  périodes.  Cette  d(';(lnition  est  liée  à  la  ré'duciion  des  formes 
binaires  quadraticjucs  de  déterminant  néj,'atif.  Si  P  =  /•  4-  is,  P'  .-:  /-'-f-  /.«'  for- 
ment un  système  élémentaire  de  périodes,  ce  système  sera  dit  réduit  si  la  forme 
(piadratiquc  Kx^-^  lïixy  -F  Cy',  où  A  =  r»-t-s%  B  =  rr' -^-  ss' ,  C  =  r'*-f-#'»,  est 
réduite.  L'auteur  examine  ensuite  comment  on  doit  prendre  les  périodes  \K.  et 
•u'K'  pour  qu'elles  Annicnt  un  syslème  rétluit,  «juand  on  connaît  le  module  A'. 

Forsyth  {A.-R.).  —  Porisme  dti  polygone  inscrit  et  circonscril. 

(ioo-io5). 

Développement  des  conditions  que  doivent  remplir  les  rayons  et  la  flistance 
des  centres  de  deux  cercles  pour  qu'il  existe  un  polygone  de  n  côtés  insr-rit  i\ 
l'un  et  circonscrit  à  l'autre,  pour  n  —  3,  f\,  5,  G,  7,  8,  9. 

Scott  [B.-F.).  —  Notes  sur  les  déterminants.  (loj-i  18V 

Mac  Mahon  (^P.-yi.).  —  J^es  cassiniennes.  (  11(8-120). 

llectificaLioa  de  la  cassinicnnc  à  deux  foyers  dans  le  cas  où  elle  se  compose 
d'un  seul  ovale. 

GlaisJier  [J.-W.-L.).  —  Formules  pour  la  /•"'"'^^  intégrale  des  coef- 
licients  de  Legendre  et  dti  logarithme  intégral.  (120-128). 

Bachhcim  [Arthur).  — -   Sur  l'application  des  qnaternions  à    la 
tliéorie  des  congruences  et  des  coinplexes  linéaires.  (i2()-i33j. 

.Forsyth  [A.-R.).  —  Les  fonctions  elliptiques  de  |A\  (i.»î-i."^SV 

Mac  Mahon  (P.-yi.).  —  Une  extension  du  piohlèmc  de  Sleincr. 

(i38-i4i). 

Si  d'un  point  P  d'un  cercle  circonscrit  à  un  Irianj^le  AIîC  ou  abaisse  sur  les 
C(>tés  trois  droites  faisant  un  angle  0  avec  ces  C(Hés,  les  pieds  de  ces  droites  sont 
situés  sur  une  même  ligne  droite.  L'enveloppe  de  cette  ligne  droiti*  c«;t  une 
liypocycloïde  à  trois  rebroussemcnts,  diiïércnle  de  celle  de  Sleincr. 

Forsytli  {A.-R.).  —  Une  série  pour  _•  (i  ^ 2-1  43). 

Elliot  [E.-B.).  —  Surquel(pies  inlégrales  dt'linies  li('('^  à  la  sJ'i'ie 
deTavlor.  (i4i->1«'^V 


/ 


'2V1  SECOiNDE   PARTIE. 

Muû'  (Thomas).  —  Sur  le  périmètre  d'une  ellipse.  (i49-i5i). 

La  difTércncc  entre  le   périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  6 

2 

et  la  circonférence  de  rayon  \ ■   /    est  de  l'ordre  de  e*  et  le  terme  prin- 

cjpal  est 

Mac  MaJion  [P. -A.).  —  L'hjpocycloïde  à  trois  rebroussements. 

(i5i-i53). 

Propriétés  relatives  aux  triangles  formés  par  trois  tangentes. 

Burnside  (  William).  —  Les  fonctions  elliptiques  de  \k.  (i54- 

.57). 

Glaisîier  (J.-JF.-L.).  —  Un  théorème  sur  les  partitions.    (i58- 
170). 

Glazebrook  {R.-T.).  — Notes  d'optique.  (171-173). 

Ilicks  (  IV.-M.).  —  Sur  la  résistance  électrique  d'une  sphère  con- 
ductrice avec  des  électrodes  données,  (i 83- 186). 

Anglin  (A.~II.).  —  Sur  le  coefficient  général  dans  certains  déve- 
loppements. (187-191). 

Cayley.  —  Note  sur  un  système  d'équations.  (191-192). 


Tome  XllI;  1 883 -1884. 

Smith  (II.-J.-S.).  —  Notes  sur  la  théorie  de  la  transformation 
elliptique.  (i-54). 

Notes  trouvées  parmi  les  papiers  du  regretté  Smith;  ces  fragments  étaient 
destinés  à  un  travail  important,  qui  devait  faire  suite  au  Mémoire  publié  dans 
le  Tome  précédent.  On  les  a  reproduits  dans  l'ordre  qui  a  paru  le  plus  conve- 
nable. 

Sur  les  fonctions  Q(o))  et  Q'(oj).  —  Emploi  des  transformations  de  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce  pour  obtenir  des  expressions  rationnelles  en  X^  et  k^ 
pour  les  coefficients  de  la  transformation  d'ordre  n.  —  Heialions  des  formules 
de  Jacobi  enlre  les  éléments  '^  avec  la   transformation  représentée  par  la  for- 

y  -t-  oii 
mule  10=   '-■ —       .  —  Nouvelle  théorie  des  fonctions  Q(w)  et  0'(w).  —  !\)r- 
a  -h  Pî2  X  V     /  V   V     / 

mul(>s  r('!ali\('s  aux  fondions  ellipti(|ues  de  seconde  espèce.  —  Les  fondions   AI 
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do  Wcierstrass.  —  Les  courbes  modulaires.  —   Sur  les  (piurls  de  pt'^riodcs  K, 
UK'. 

Càyley.  —   Sur  la  transformation  linéaire  des  fondions  0.  (54- 

()0). 

L'illuslrc  géomèlrc  envisage  les  fonrlions  0  cornine  liriiiles  fin  jjroduil  d'un 
nombre  infini  do  facteurs  rationnels;  la  tnétliode  repose  sur  les  r«'-sultats  qu'il  a 
obtenus  dans  l'important  Mémoire  publié  dans  le  t,  X  du  Journal  de  lAoïi- 
ville. 

Larmor  (/.).  —  Un  porisme  relatif  aux  cercles.  (61-62). 

Extension  des  théorèmes  de  Poncelet.  —  Si  l'on  a  une  série  de  cercles  tan- 
gents à  deux  cercles  fixes  ou  les  coupant  sous  des  angles  fixes,  telle  que  deux 
cercles  consécutifs  de  la  série  se  coupent  sur  un  cercle  donné,  le  second  point 
d'intersection  de  deux  cercles  consécutifs  sera  sur  un  quatrième  cercle  fixe;  si 
la  série  est  fermée,  il  en  sera  de  même  de  toute  série  obtenue  en  changeant  le 
point  de  départ. 

Buclilieim  {Arthur).  —  Notes  de  Mathcmallques.  (62-66). 

Transformations  orthogonales.  —  Transformation  de  Poisson  pour  les  équa- 
tions de  la  Dynamique.  —  Une  identité  dans  la  théorie  des  matrices. 

Sharpe  (II.-J.).  —  Sur  une  équation  différentielle.  (66-79). 
Suite  des  recherches  de  l'auteur  sur  l'équation 

•2?r"+r'+r(^  +  A)  =  o. 

Pearson  {Karl).  —  Note  sur  les  torsions   d'un  solide  élastique 
indéfini.  (79-95). 

Muir  {Thomas).  —  Sur  un  développement  particulier  d'un  dé- 
terminant spécial  du  sixième  ordre.  (95-103). 

Elliot  {E.-B.).  —  Nouveaux  théorèmes  sur  des  intégrales  définies 
liées  à  la  série  de  Taylor.  (loS-io^). 

Cayley.  —  Sur  le  théorème  d'Archimède  relatif  à  la  surface  ifuii 
cylindre.  (107-108). 

Nanson  {E.-J.).  —  Sur  le  potentiel  d'un  ellipsoïde.  (^109-1  10). 

Sharpe  {Il.-J.).  —  Sur  les  fonctions  V  d'une  variable  complexe. 

(i  I  i-i  12). 
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Les  inlcgralcs 

/  (2  37-+  A  loo.r)  dx 

Jo      cos 

s'expriment  au  moyen  des  fonctions  F  d'une  variable  imaginaire. 

Nanson  [E .-J.).  —  Sur  les  conditijDns  d'équilibre  des  forces  dans 
l'espace,  (i  i3-i  i6). 

Leudesdorf  {C).  —  Démonstration  du  théorème  de  Feuerbach. 

(l  l(3-I20). 

Buchheim  [Arthur).  —  Application  des  quaternions  à  la  théorie 
des  complexes  linéaires.  (120-124). 

Neuberg  (31. -J.).  —  Démonstration  analytique  du  théorème  de 
M. -S.  Roberts  sur  quatre  sphères  concourantes.  (124-1 25). 

Si  sur  chaque  arête  d'un  tétraèdre  on  marque  un  point  arbitrairement,  les 
quatre  sphères  passant  par  un  sommet  et  les  trois  points  marqués  sur  les  arèles 
aboutissant  à  ce  sommet  sont  concourantes. 

Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Sur  quelques  formules  algébriques  liées 
à  un  système  de  séries  en  q  dans  les  fonctions  elliptiques.  (126- 

i35). 

Muir  (Thomas).  —  Sur  le  développement  des  déterminants  qui 
ont  des  éléments  polynomiaux.  (iSS-iSg). 

Forsyth  (A.-B.).  —  Preuve  d'un  théorème  de  Cayley  relatif  aux 
matrices.  (139-142). 

Alac  Mahon  {P. -A.).  —  Note  sur  une  identité  algébrique.  (142- 

i44). 

Si  a  +  6  H-  c  =  0,  on  a 

fa  b  c      \       l  b  —  c        c  —  a        a  —  b\ 

\b  —  c        c  —  a        a  —  b  )       \     d  b  c/ 

Il  existe  une  identité  analogue  dans  le  cas  de  n  quantités,  telles  que  la  somme 
de  leurs  puissances  A'ème»  gQJt  nulle  (A"  =  i,  2  . . .,  11  —  2). 

Taylor  (H. -AI.).  —  Sur  une  surface  cubique.  (i45-i48)- 

Il  s'agit  de  la  surface  cubique,^lieu  des  centres  des  quadriqucs  passant  par  huit 
points  fixes.  Cette  surface  contient  les  milieux  des  droites  joignant  ces  huit 
points  deux  à  deux. 
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Basset  (A. -IL).  —  Note  sur  les  fonctions  associ('rC5  cl  les  harmo- 
niques spliériqucs.  (i /Î7-1  iJ  >.  ). 

IVilber/orce  (Lionel).  —  Note  sur  un  problème  électrostatique. 

(i52-i54). 

Tait  (P. -G.).  —  TJicorcme.reliilif  à  la  somme  des  coefficicînts 
binomiaux  pris  d'une  certaine  façon.  (iS/j-i  "i")). 

Soit  N'",  où  r^  m,  la  somme  des  coefficients  du  hin("jmc  de  rang  r,  r-i-m,  etc., 
dans  le  développement  de   (i-t- a;)".  M.   Tait   trouve,  par  une  voie  In-s    inj,'<-- 

nieuse,   que  la  limite  de    l'expression   ^"N'f'  est  ésale  à  —  pour  n  infini. 

'm 

LacJilan  (R.)-  —  Démonstration  d'uiio  généralisation  de  la  for- 
mule de  Newton  pour  les  sommes  des  puissances  semblables  des 
racines  d'une  équation.  (loj-iay). 

Cette  formule  est  la  suivante.  Soient  a,,  3^,  ...,  a,,  les  racines  de  l'équation 
x"-ha^  a;"-' +.  .-4- «„=  o,  et  T„^  la  somme  des  f<jnctions  symétriques  de 
poids  m  qui  contiennent  r  racines  seulement  dans  chaque  terme;  on  a 

T^  +  a, T„,_ ,-+- . . .  -f-  «„,.  ,T,  =  j:\^„?Tr)l  «"•• 
On  l'obtient  en  formant  le  développement  de  ^, »  où 

f{x)    —  I  H-  «,07-1-.  .  .+  rt,.^"r 

et  identifiant  les  deux  membres. 

AsLitoh  Mukhopadhyay .  —  Extension  d'un  théorème  de  Salmon. 

(157-160). 

Il  s'agit  du  théorème  relatif  à  quatre  points  d'un  cercle  que  l'auteur  étend  à 
cinq  points  d'une  sphère. 

Stuart  (G. -IL).  —  Note  sur  la  liaison  entre  les  coefficients  de 
Legendre  et  l'intégrale  complète  elliptique  de  première  espèce. 

(i6i-i()3). 

Sylvestev.  —  Note  sur  la  Iransformalion  de  la  tlirori(;  des  inva- 
riants du  capitaine  Mac  Malion.  (i()3-i()5). 

Angliii  [A. -II.).  —   Quadratures    approchées    du   cercle.    (i(>j- 
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Mamiheim  (^.)-  —  Sur  le  déplacement  d'un  dièdre  de  grandeur 
constante.  (168-169). 

Forsyth  (A.-Ji.).  —  Les  racines  primitives  des  nombres  premiers 
et  leurs  résidus.  (169-192). 

Exposition  élémentaire  de  cette  théorie.  Le  travail  contient  un  Tableau  des 
racines  primitives  des  nombres  premiers  jusqu'à  53  inclusivement. 

Tome  XIV;   i884-i885. 

IlairyHûJt.  —  Sur  les  quadriques  focales  d'une  cjclide.  (1-8). 
Discussion  de  la  forme  d'une  cyclide  d'après  la  nature  des  quadriques  focales. 

Mac  Mahon  {P. -A.).  —  Identités  algébriques  déduites  d'une 
extension  de  la  formule  de  Waring.  (8-1  1). 

Cayiey.  —  Note  sur  une  difficulté  apparente  de  la  théorie  des 
courbes,  lorsque  les  coordonnées  d'un  point  sont  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  variable.  (i2-i4)- 

Johnson  (  ]].-  IV.).  —  Note  sur  une  méthode  de  former  les  périodes 
des  fractions  décimales  périodiques.  (i4-i8). 

Notes  de  Mathématiques .  (18-2 1 ,  1 89-1 92  ). 

Hopkins  (F.-V.).  Sur  une  courbe  liée  à  l'intégrale  elliptique  de  première  es- 
pèce. —  Hogg  (B.-V.).  Théorème  de  Rodrigues.  —  Mannheim.  Note  sur  les 
appareils  articulés. 

Mamiheim.  Sur  la  surface  des  ondes.  —  Griffiths  {John).  Sur  une  intégrale 
définie.  --  Cayiey  {A.).  Sur  un  opérateur  diiïércntiel.  —  Sur  la  valeur  de 

tang(sin9  )  —  sin  (  tangO). 

—  Nanson  (E.-J.).  Sur  une  certaine  inégalité. 

Cayiey.  —  Sur  une  formule  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. (21-22). 

j\I.  Cayiey  obtient  les  trois  formules  d'addition  en  appliquant  le  théorème 
d'Abcl  à  la  biciuarlratique  gauche  x--^y-—i,  z^-+-k-x^  =  i. 

Forsyth  (A.-B.).^ —  Note  sur  la  formule  du  [)rofesseur  Ga^ley. 

(23-25). 

Nouvcllos  formules  (pie  l'on  peut  déduire  de  la  méthode  de  M.  Cayloy  en  la 
complétant  un  peu. 


1 
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Mnc-Aulay  {A.).  —  ()iiclqiics  llirorcmcs  gém'Taux  relatifs  ;'i  Tiri- 
tégration  des  qualernions.  ['a()-',\~). 

TliOjnson{J.-J.).  —  Note  sur  les  couranls  induits  dans  une  sphère 
qui  tourne  dans  y\ï\  clianq)  de  force  magnétique  uniforme.  (3^- 

4o). 

Forsyth  (A. -H.).  —  Sur  certains  produits  symétricpies  contenant 
les  racines  primitives  de  l'unité.  (/jo-Sd). 

Développement  du  j)r()(luiLlI(  U„  +  w  L\-f-  or'  U^4-. .  .h-  oj'-'U,_,  ),  où  l'on  prend 
successivement  pour  o)  les  s  racines  do  l'unité,  s  étant  un  nombre  premier. 
L'auteur  donne  d'abord  le  moyen  de  trouver  la  forme  d'un  terme  quclcf)nf|ue 
du  produit,  puis  de  déterminer  les  coefficients  numéri(|ues.  A  cliaciue  formul<; 
ainsi  obtenue  on  peut  rattacher  la  résolution  algébriijuc  d'une  équation.  Ainsi 
l'équation  du  septième  degré 

x^ —  'jax'-h  I  \n-x'—  -jU^x  -^  b  =  o 

admet  pour  racine  les  sept  valeurs  de  — (oj  V  H- WT  ),   où  V  et  T  sont  donnés 
par  les  équations  a  =  VT,  b  =  V  -l-  T'. 

Cayley.  —  Sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques.  (5G-Gi). 

Nouvelle  méthode  pour  obtenir  les  formules  d'addition  en  appliquant  le  théo- 
rème d'Abel  à  la  biquadratique  gauclie.  Au  lieu  de  prendre  (juatre  points  dans 
un  même  plan,  on  prend  deux  couples  corésiduels  de  points. 

Lormor  (./.).  —  Sur  la  théorie  d'un  système  de  forces  appliquées 
à  un  solide  astatique.  (61-^3). 

Le  complexe  des  axes  centraux.  —  L'équilibre  astatique.  —  Système  géné- 
ralisé. 

BuchJieim  {Arthur).  —  Une  extension  du  théorème  de  Pascal  à 
l'espace  à  trois  dimensions.  (  74-7^)- 

Si  un  octogone  est  inscrit  dans  une  cubique  gauche,  les  intersections  des  faces 
opposées  sont  quatre  génératrices  d'un  même  hypcrboloïdc.  Démonstration  ana- 
lytique. 

Johnson  [A.-l\.).  —  Deux  théorèmes  généraux  dont  les  théorèmes 
de  Lagrange  et  de  Laplace  sont  des  cas  particuliers.  (76-87). 

L'auteur  s'est  proposé  de  développer  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  une  fonction  quclcon(|ue /(j')' J^  désignant  la  racine  de  l'équation 

y  -  s  -f-  x<l\  (y)  -h    -  -  *lv  ( .»'  )  -1-  -T,~3  'l'.i  .•  )  + 
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qui  se  réduit  à  z  poui' a;  =  o,  <ï>,  (y),  <I>,  (jk),  •••  désignant  des  fonctions  quel- 
conques de  y.  L'expression  symbolique  des  coefficients  est  relativement  simple. 

Lamb  [Horace).  —  Preuve  d'un  théorème  d'Hydrodynamique. 


87-92). 


Syhester  {J.-J.).  —  Sur  le  paradoxe  géométrique.de  d'Alembert 
et  de  Carnot  et  sa  solution.  (92-96). 

Cayley.  —  Sur  la  résolution  de  Cardan  pour  l'équation  du 
troisième  ordre.  (96-97). 

Frost  [Pcrcival).  —  Sur  une  certaine  surface  cubique.  (97- 
100). 

Il  s'agit  de  la  surface  cubique  étudiée  par  M.  H. -M.  Taylor  dans  le  Tome  pré- 
cédent. 

Harry  Ilart.  —  Sur  des  théorèmes  analogues  à  celui  de  Guldin. 

(100-102). 

Glaislier  [J.-W.-L.).  —  Note  sur  une  classe  de  formules  que  l'on 
déduit  des  séries  en  </ dans  les  fonctions  elliptiques.  (102-108). 

Cayley.  —  Sur  l'équation  en  quaternions  ^Q —  Q^q' =  o.  (108- 
112). 

Cayley.  — ■  Sur  le  paradoxe  géométrique  de  d'Alembert  et  de 
Carnot.  (i  i3-i  i/j). 

Tucker  (/?•)•  —  Construction  géométrique  du  cube  d'un  nombre. 

(..4). 

Muir  [Thomas).  —  Sur  les  fractions  continues  qui  représentent 
les  racines  carrées  des  nombres  entiers  et  ont  un  nombre  pair 
d'éléments  dans  le  cycle  des  dénominateurs,  (i  1 5-122). 

Biirnside  [William).  —  Sur  certaines  harmoniques  sphériques.         1 

(122-126).  ^ 

Buchheim  [Arthur).  —  Une  application  des  méthodes  symbo- 
liques. (127-128). 

Cayley.  —  Sur  les  cubiques  gauches  situées  sur  une  quadriquc. 

(129-132). 
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Dislinclion  de  ces  deux  culiiques  cri  deux  csprccs,  suivant  riu'cll<s  rcnconircrit 
les  gciiéralrices  d'un  sysU'ino  eu  un  j»oinL  ou  en  deux  [loinls. 

liobefls  (R.'A.).   —   Sur  iiii   lion  rolalif  à    une.  certaine  surface. 

(i32-i34). 

On  saiL  ((ue,  si  l'on  peut  circonscrire  un  Irirdrc  lrireclan';lc  à  un  cône  du 
second  ordre,  on  peut  en  circonscrire  une  innnit('.  Ce  tliéortnic  ne  s'étend  que 
par  exception  aux  cônes  de  degré  supérieur.  .M.  I?oberts  donne  un  exemple  in- 
téressant qui  est  lié  à  la  surface  de  Steincu'. 

Roberts  (B.-A.).  —  Sur  les  trajectoires  orthogonales  de  certains 
sj'stèmes  de  cercles.  (i34-i38). 

L'auteur  considère  successivement  les  cercles  coupant  orthogonalemcnt  un 
cercle  fixe  et  satisfaisant  à  uneaulre  condition,  les  cercles  tangents  à  deux  cer- 
cles fixes,  les  cercles  doublement  tangents  à  une  conique  ou  à  une  tiuarlique  bi- 
circulairc,  les  cercles  orthogonaux  en  deux  points  à  une  conique. 

Ilime  (II.-JV.-L.).  —  Sur  une  conslruclion  géoinétrique  pour 
obtenir  le  centre  de  gravité  de  trois  poids  placés  aux  sommets 
d'un  triangle.  (i38-i40- 

Muîr  (Thomas).  —  Note  sur  une  équation  liée  à  la  recherche 
des  petites  oscillations  d'un  système  autour  d'une  position  d'é- 
quilibre. (i4i-i4'^)- 

Biichheim  [Arthur).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  déterminants 
symétriques.  (i43-i44)- 
Ces  deux  articles  se  rapportent  à  l'équation  en  s  généralisée. 

Lacklan  (B.).  —  L'équation  d'un  petit  cercle  d'une  sphère.  {i/\o- 

l52). 

Lloyd  Tanner  {H.-W.).  —  Note  sur  le  cas  ambigu  de  la  Trigo- 
.nométrie  sphérique.  (i53-i54)- 

Jenkins  (M.).  —  Note  sur  l'article  précédent.  (ij5). 

Glaisher  (J.-JF.-L.).  —  Sur  le  carré  de  la  série  dans  laquelle  les 
coefficients  sont  les  sommes  des  diviseurs  des  exposants,  (i  ;")()- 
i63). 

Mac-Mahon  (P.-yl.). —  La  mulli[)lii"alic)n  dt's  fonctions  symé- 
triques. (164-1(37). 


JOURNAL  DE  Mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé  par  J.  Liouville 

et  continué  par  H.  Resal. 

3"  série,  t,  X,  1884  (i). 

Léçy  {Maurice).  —  Mémoire  sur  un  nouveau  cas  intégrable  du 
problème  de  l'élastique  et  l'une  de  ses  applications.  (0-42). 

Il  s'agit  de  la  déformation  d'une  verge  circulaire  qui,  en  outre  des  forces  ou 
des  couples  agissant  à  ses  extrémités,  supporte  une  pression  uniformément  re- 
partie sur  sa  fibre  moyenne  et  constamment  normale.  Une  pareille  verge  se 
comprime  en  restant  circulaire,  mais  se  trouve  ainsi  dans  un  étal  d'équilibre 
instable,  en  ce  sens  que  la  moindre  déviation  l'aplatit  plus  ou  moins  si  s'on 
épaisseur  est  trop  faible  par  rapport  à  son  rayon. 

Quelle  doit  être  cette  épaisseur  pour  (jue  cet  accident  ne  se  produise  pas? 
Telle  est  la  question  que  se  pose  M.  INlaurice  I>évy.  Pour  la  résoudre,  il  faut 
chercher  toutes  les  déformations  de  grandeur  finie  que  peut  amener  une  dévia- 
tion accidentelle.  L'intégration  de  Téciuation  din'érentielle  du  second  ordre  de 
la  fibre  moyenne  déformée  introduit  deux  constantes  a  cl  U  qu'on  détermine  à 
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Buchheim  {Arthur),  —  Un   théorème   sur    les  matrices.  (167- 
168).  I 

Muir  {Tliomas).  —  Note  sur  le  développement  des  circulants. 

(169-175). 

Cette  question  est  identique  au  fond  avec  celle  qui  a  donné  lieu  au  travail  de 
M.  Forsyth.  (4o-56). 

Cayley.  —  Sur  l'équation    en   matrices    ^Q —  Q^'=o.    (176- 

'.78). 

Cayley.  —   Sur  la  géométrie  du  compas   de  Mascheroni.  (179- 
181). 

Elliott  {E.-B.).  —  Sur  les  maxima  et  minima  conjugués.  (182- 

i85). 

Angliii  (A. -II.).  —  Quadratures  approchées  du  cercle.  (185-189). 


f 
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l'aido  d'un  syslcino  dos  deux  ('•(|iuilir)ns  riiodul;iii-rs  sininlt.'inrr-s  : 

H  i 
^      :(      _  2  / 

\        Il     3  -^      / 


r/i 


■j  U  (  I  +  ur  )  —  a'  (  I  -  .v  j 


«^  _  1  V  I 

où  n  csL  un  nomhi'c  entier  arhiliaire,  el  où  i;,  I,  j>^  v^  .^.nni  rcspcrliveiiicnl  le 
coefficient  d'élasticité,  le  inornent  dinertie  de  la  section  de  rariiicau,  la  pres- 
sion par  unité  de  lon^nieur  de  la  libre  moyenne,  le  rayon  de  cetle  (ihre  a|irès  lu 
compression  simple  sans  llexion  due  à  la  pression  p. 

L'entier  n  étant  arbitraire,  il  pourra  se  produire  en  général  une  infinité  de 
modes  de  flexion.  Mais,  si  les  dimensions  de  l'anneau  sont  suflisammcnl  ;<randes, 
les  deux  équations  précédentes  pourront  n'être  plus  ccMnpalibles  (juc  pour  cer- 
taines valeurs  de  l'entier  n,  et  si  ces  dimensions  sont  plus  grandes  encore,  elles 
pourront  devenir  incompatibles,  quel  que  soit  ti.  Alors  la  pièce  sera  préservée 
de  toute  flexion  accidentelle  :  il  suClira  pour  cela  de  prendre 

El  4 

Ce  nombre  1^  ne  représente  pas  la  limite  la  plus  faible  [)ossiblc.  M.  Maurice 
Lévy  assigne  à  cette  dernière  la  valeur  probable  ^,  induction  qui  depuis  a  été 
justifiée  rigoureusement  par  M.  Halphen. 

Le  Cordler.  —  Théorie  des  actions  élcctr()dvnaini([iic.s  les   plus 
générales  qui  puissent  être  observées.  (  '(3-96). 

En  partant  de  riiypothèse  des  actions  directes  à  distance.  Ampère  a  calculé 
l'influence  mutuelle  de  deux  éléments  de  courant  linéaires.  En  supposant  1rs 
actions  propagées  par  un  milieu  continu,  M.  HcNuard  a  donn»'  du  même  pn»- 
•blème  une  solution  difl"éreutc.  Le  désaccord  disparait  (|uand  on  évalue  la  résul- 
tante des  actions  de  tous  les  éléments  d'un  contour  fermé  sur  un  élément  de 
courant;  mais  les  données  seules  de  l'expérience,  sur  lesquelles  s'appuie  exclu- 
sivement M.  Le  Cordier,  peuvent  le  faire  disparaître  indépendamment  de  toute 
hypothèse.  L'analyse  de  l'auteur  embrasse  tous  les  systèmes  de  courants  fermés 
à  une  ou  à  plusieurs  dimensions. 

Deux  méthodes  sont  successivement  employées  :  la  première  repose  sur  les 
cas  d'équilibre  les  plus  simples,  la  secomle  sur  les  résultats  d'evpérience  les  plus 
incontestables.  Celle-ci  exige  uniquement  (ju'on  admette  (|ue  l'action  chercliée 
se  réduit  à  une  force  unique  appliquée  à  l'élément  ([ui  la  subit.  La  première 
méthode,  qui  n'implique  aiKUinc  hypothèse  théoricpie,  conduit  aux  mêmes  for- 
mules avec  autant  de  rigueur  et  [)lus  de  généralité;  on  ilevra  lu  préférer, 
lorsqu'on  aura  refait,  avec  toute  la  précision  désirable,  les  deux  expériences 
suivantes  : 

1°  Un  système  (ixede  courants  fermés  ne  peut  l.iirt"  tourner  un  arc  circulaire 
de  rhéophore  mobile  dans  son  |)!an  autour  de  son  ceutri-. 
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2°  Un  pareil  sysLèmc  ne  peut  faire  tourner  autour  de  son  axe  de  révolution 
un  fil  cylindrique  parcouru  par  un  courant. 

Joukovsky.  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  (c)--ioo). 

Démonstration  élémentaire  du  théorème  de  Serret  :  la  variation  du  deuxième 
ordre  de  la  quantité  d'action  est  essentiellement  positive. 

Farkas.  —  Sur  les  fonctions  itératives.  (101-108). 

XJilévative  de  degré  A'  d'une  fonction /(c)  est  définie  par  la  relation  récur- 
rente 

Lorsque  f  {z)  est  liolomorphe  dans  une  aire  S  et  que  toutes  ses  itératives  sont 
représentées  par  des  points  situés  à  l'intérieur  de  cette  aire,  si  z^  tend  vers 
une  limite  fixe,  de  quelque  manière  que  l'entier  positif  k  devienne  infini,  la  li- 
mite X,  de  2j  est  racine  de  l'équation /(^)  =5  (Schrœder).  Dans  ce  cas  les  ité- 
ratives dey(^)  sont  dites  convergentes  dans  l'aire  S. 

Si  l'aire  /(S),  domaine  du  point  z^  quand  le  point  z  se  meut  dans  l'aire  S, 
est  comprise  dans  l'aire  S  et  y  reste  toujours  comprise  lorsque  S  se  réduit  à  un 
point,  les  itératives  de/(^)  sont  convergentes  dans  l'aire  S. 

M.  Farkas  généralise  la  notion  d'itérative  :  i"  l'itérative  de  degré  fraction- 
naire —  de  la  fonction  fiz)  est  la  fonction  dont  l'itérative  de  degré /?i  est  égale 

à  l'itérative  de  degré  n  Aç,f{z)\   2°  l'itérative  de  degré  négatif  est  définie  par 
la  relation  f^{z^^)  =  z. 

Le  problème  de  l'itération  analytique  a  pour  but  d'exprimer  les  itératives 
d'une  fonction  analytique  par  une  fonction  analytique  de  l'indice  k  considérée 
comme  variable  indépendante.  L'auteur  transforme  ce  problème  en  montrant 
que  f^  {z)  satisfait,  pour  toutes  les  valeurs  de  lindicc,  à  Téqualion  de 
M.  Schrœder. 

?[/M--)]=«^- '■?(-), 

où  a  est  une  constante  et  9  une  fonction  définie  par  la  relation 

L'étude  de  l'itération  analytique  est  alors  réduite  à  celle' de  la  fonction  9. 

Si/(^)  est  liolomorphe  dans  nu  cercle  décrit  d'une  des  racines  î^  de  l'équa- 
tion y(Ç)  =  z  comme  centre  avec  un  rayon  plus  grand  que  l'unilé,  et  que  l'on 
ait 

mod/'(!;)-nlmod/"(:)H-^mod/"'(!;)H-...<,, 

la  fonction  9  est  liolomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  i  décrit  du  point  ''^  comme 
centre. 

Legebeke.  —  Sur  une  l'orniulc  générale  relative  à  l'électrisalion  ; 
par  M.  R.  Clauslus. 

Soient  : 

i\  une  surface  fermée; 

//  la  <lcijsil(''  ('lechiciuc  en  un  de  ses  j)()ints: 
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U  le  potentiel  en  co  poijit  de  l.i  eouclie  de  densité-  k  et  d'autres  couclies  ré- 
pandues sur  d'autres  surfaces  données; 

V  le  potentiel  au  point  en  <|neslif)ii  (|ii;ind  on  remplaec  les  eourlies  susdites  par 
d'autres  de  densité  y,; 

tlh)  un  élément  de  la  suiTaee  C. 

On  aura 

Cette  formule,  qui  n'est  (ju'une  transformation  de  relie  de  (ireen,  donne 
comme  cas  particulier  celle  de  .M.  Clausius  <)ii;iinl  on  v  f.iii  les  \]  et  les  V  con- 
stants. 

Le  Cordier.  —  Actions  niccanlqucs  prodiiilcs  [)ar  les  iiiiiiaiils  ci 
par  le  magnétisme  terrestre,  (i  i3-i4(i). 

Jablonski.  —  Recherches  sur  l'action  de  la   matière   pondt'rahic 
sur  l'éther.  (147-180). 

Fresnel  admet  que  l'éther  engagé  dans  un  milieu  cristallisé  subit  des  défor- 
mations parallèles  aux  lignes  du  cristal.  Reprenant  une  idée  de  Cauchy,  iM.  Ja- 
blonski retrouve  et  calcule  la  loi  de  ces  déformations,  dans  l'hypothèse  d'ulie 
action  directe  des  molécules  pondérables  sur  les  particules  d'éther.  L'expression 
des  déformations  une  fois  connue,  on  peut  former  les  équations  du  mouvement 
de  l'éther  engagé  dans  un  milieu  matériel  d'une  structure  déterminée.  On  trouve 
ainsi  une  relation  très  simple  entre  les  indices  de  réfraction  et  le  coefficient  de 
dilatation  ou  de  contraction  de  l'éther.  En  discutant  le  résultat  obtenu,  on  est 
conduit  à  cette  conclusion  :  si  dans  l'éther  libre  les  vibrations  longitudinales 
peuvent  se  propager,  l'éther  est  repoussé  par  le  milieu  pondérable,  et  la  densité 
moyenne  de  l'éther  dans  ce  milieu  est  moindre  que  celle  de  l'éther  libre. 

Cette  conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse  de  Fresnel,  que  les  densités 
moyennes  de  deux  milieux  éthérés  sont  inversement  proportionnelles  aux  carrés 
des  vitesses  de  propagation  des  vibrations  transversales. 

Méray.  —  Exposition  nouvelle  de  la  tliéorie  des  formes  linéaires 
'  et  des  déterminants.  (181-280). 

Le  Cordier.  —  Actions  mécaniques  produites  par  les  aimants  et 
le  magnétisme  terrestre.  (281-328). 

Jablonski.  —  Recherches  sur  l'action   de  la  malière  pondérahlc 
sur  l'éther.  (32()-3()5). 

Léautê.  —  Sur  l'équilibre  et  la  déformation  des  pièces  circulaires. 

(367-385). 

On  est  en  droit  d'adinclire  (jue  les  forces  extérieures  agissant  >nr  la  pièce 
circulaire  peuvent  être  évaluées  coniuie  si  cette  pièce  n'avait  pas  été  tléformée, 
les  réactions  des  appuis  pouvant   dépendre  des  (li'-rt)iin;ilinns.  \a<  é-qualions  île 
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réquilibrc  se  réduisent  dès  lors  à  trois  équations  ordinaires  du  premier  degré 
et  six  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants,  que  les  mé- 
thodes connues  permettent  d'intégrer.  Ces  équations  déterminent  les  neuf  in- 
connues du  problème,  savoir  :  les  trois  composantes  de  l'effort  élastique,  ral- 
longement, le  glissement  et  la  flexion  en  un  point,  les  déplacements  de  ce  point 
suivant  la  tangente  et  la  normale,  la  déviation  angulaire  de  la  section  normale. 

Les  intégrales  renferment  six  constantes  arbitraires.  Ces  constantes  conservent 
les  mêmes  valeurs  tant  (jiie  les  efforts  élastiques  ne  subissent  pas  de  variations 
brusques  par  le  fait  de  la  réaction  d'un  appui  ou  de  l'action  d'une  force  exté- 
rieure de  grandeur  finie.  Si  l'on  partage  la  pièce  en  ii  tronçons  séparés  soit  par 
un  support,  soit  par  un  point  d'application  de  force,  il  enlrcra  dans  la  solution 
G/i  constantes.  M.  Léauté  montre  qu'on  aura  dans  tous  les  cas  (in  équations  pour 
les  détertniner. 

Le  problème  de  l'élimination  des  douze  constantes  relatives  à  deux  tronçons 
contigus  amène  l'auteur  au  théorème  suivant,  qui  est  la  généralisation  de  celui 
du  Clapeyron  sur  les  trois  moments  successifs  dans  une  poutre  droite  à  plusieurs 
travées  : 

«  Dans  une  pièce  circulaire  à  plusieurs  appuis,  les  réactions  d'un  point  d'appui 
quelconque  peuvent  toujours  s'exprimer  à  l'aide  des  réactions  des  deux  points 
d'appui  immédiatement  voisins,  et  les  relations  ainsi  obtenues  sont  linéaires.  » 

Sauvage.  —  Intégration  d'un  système  d'équations  aux  différen- 
tielles totales.  (387-406). 


Soit  le  système 


(0 


^b\=  (a,;y,-i- 


•+^,«J'„)  dx^, 


où  les  (7,  b,  ...,  l  désignent  des  constantes.  Il  admet  au  moins  une  intégrale  de 
la  forme 

oi!i  chaque  nombre  vj.  satisfait  à  l'équation  caractéristique 


(2) 


Si  toutes  les  équations  caractéristi(iues  ont  leurs  racines  distinctes,  voici  la  règle 
pour  intégrer  le  système  (i). 
Les  équations  du  premier  degré 

A^, 5"/.  +  •  •  •  ^-  -^.  (  S,i  -'\  )+•••  +  \, Si.  '--  '» 

admettront  une  solution  déterminée  pour  les  valeurs  proportionnelles  de  A,, 
Aj,  ...,  A,,.  Les  racines  des  autres  équations  caractéristiques  seront  déterminées 
successivement  par  l'une  des  séries  de  rapports 


\.a: 


-hA,//,,. 


A./.  +  .-.-f- A   /. 
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où  /'/  représente  succcssivcincnl  toutes  les  raeines  de  l'équation  (  j).  On  pourra 
ainsi  former  ii  solutions,  constituant  un  syslcmc  /onUamental 

r.A^A.^e'a'.^-^V-^,'         (A--_  1,2,  ...,/î). 

Dans  le  cas  général  où  toutes  les  équations  carartéristiqucs  n'ont  pas  leurs 
racines  distinctes,  la  méthode  d'intégration  doit  être  infxlifiée  suivant  une  règle 
indicjuée  par  l'auteur. 

Au  système  (i)  se  ramène  le  système 

par  la  transformation 

Appelk  —  Sur  une  formule  de  M.  Tisserand  el  sur  les  fonctions 

hypergéométriques  de  deux  variables.  (407-4:^8). 

Soit 

N  =  00 

î —   =^0.NP(N)(/,,Z). 

(l—  20-C+0^)~2"         N-0 

IM.  Tisserand  s'est  proposé  de  trouver  une  formule  générale  donnant  le  déve- 
loppement du  polynôme  V(^){p,  z)  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  tV  y 

quand  on  pose 

z  =  IX  cos^c  H-  V  cos^. 

Ce  développement  est  de  la  forme 

P<^''  ( /?,  ^  )  =  4  2  B^"y  cos  ix  cos  iy. 

INI,  Appell  a  montré  précédemment  que  les  coefficients  Bv^  peuvent,  quels  que 

soient  />,  [x,  v,  s'exprimer  à  l'aide  d'une  des  fonctions  hypergéométriques  de  deux 
variables  qu'il  a  étudiées  dans  le  Journal  de  Math,  pures  et  applit/uécs, 
année  1882.  11  signale  actuellement  une  propriété  de  ces  coeflicients  qui  les  rap- 
proche des  fonctions  sphériques  :  c'est  que  l'intégrale  double 

(où  — I  >  o  |,  étendue  aux  limites 

JJL>0,      V^O,       1  —  2  IJL' — 2v'^o, 

est  nulle  tant  que  N  dilTcre  de  N,. 
Dans  l'application  à  la  Mécanique  céleste  que  M.  Tisserand  a\ail  en  vue,  on  a 

J  .     J 

u.  =  cos^  -  >  V  =  sin'  -- 

Bull,  des  Sciences  malheni.,  2"  série,  l.  \.  (Novtinbre  i88(i.)        R.ij 
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Dans  ce  cas,  le  coefficient  B'.'^,  considéré  comme  fonction  de  J,  vérifie  une 

équation  linéaire  du  troisième  ordre,  déjà  indiquée  mais  non  complètement 
formée  par  INI.  Callandreau.  Après  quelques  réflexions  générales  sur  les  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles,  M.  Appell  forme  l'équation  du  troisième 

ordre  à  laquelle  satisfait  B'. /'  . 

Gilbert.  —  Sur  quelques  conséquences  de  la  formule  de  Green  et 
sur  la  théorie  du  potentiel.  (4^9-444)' 

Cette  Note,  rédigée  dans  un  but  didactique,  a  pour  objet  principal  la  démon- 
stration rigoureuse  des  théorèmes  de  Gauss  sur  la  possibilité  de  couvrir  une 
surface  de  matière  agissante  de  façon  que  le  potentiel  de  la  couche  satisfasse  à 
certaine  condition.  L'auteur  suit  à  peu  près  la  même  marche  que  M,  Betti. 


ANNUAIUR  DE  L'ACADÉxMIE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 
13i:a(jx-Arts  de  Belgique.  Bruxelles,  Hayez,  in-i8  (*). 

Tome  XLV;  1879. 

Tllty  (/.  de).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  A.-H.-E.  La- 
marle,  Associé  de  l'Académie,  né  à  Calais  le  16  septembre  1806, 
mort  à  Douai  le  i4  mars  1870.  (2o5-254). 

Anatole-Henri-Ernest  Lamarle,  né  à  Calais  le  16  septembre  1806,  mort  à 
Douai  le  i4  mars  1876,  a  été  professeur  de  construction  à  l'école  du  Génie  civil 
de  Gand,  de  i838  à  1867.  Il  a  publié,  principalement  dans  les  Recueils  de  l'Aca- 
démie de  Belgique  dont  il  faisait  partie  depuis  1847,  un  grand  nombre  de  Mé- 
moires dont  la  plupart  ont  pour  objet  une  théorie  cinématique  des  courbes  et 
des  surfaces,  basée  sur  l'idée  fondamentale  suivante  :  «  Une  courbe  est  la 
trace  d'un  point  qui  se  meut  sur  une  droite  (tangente  à  la  courbe),  tandis  que 
la  droite  tourne  autour  du  point  ».  La  plupart  des  résultats  obtenus  par  lui  en 
Géométrie  cinématique  sont  résumés  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Exposé  géo- 
métrique du  Calcul  différentiel  et  intégral,  1861  et  i863  ;  Paris,  Gauthier-Villars. 
Néanmoins  il  importe  de  signaler  ici  quelques  autres  de  ses  travaux  :  1°  Étude 
approfondie  sur  deux  équations  fondamentales  du  Calcul  différentiel,  iSb'y 
{Mémoires  de  l'Académie  de  Belgique,  t.  XXIX),  où,  en  cherchant  à  établir 
l'existence  de  la  dérivée  des  fonctions  continues,  il  montre  l'insuffisance  des 
démonstrations  antérieures  et  arrive  à  maints  résultats  curieux  sur  les  limites 
d'oscillation  du  rapport  (AFx:  A^);  2°  un  essai  de  Démonstration  du  postu- 
latum  d'Euclide,  i856  {Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  t.  XXXIII  ),  où 
il  introduit  une  notion  nouvelle,  celle  de  ligne  équidistante  de  la  droite,  dont 


(')  \o\r  Bulletin,  i-  série,  t.  III    p.  f\\-\3. 
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(le  Tilly  a  modlii-  loiilc  l'importuncn;  3"  un  petit  Mt'nu)irfî  ins«'rc  flans  le  t.  XIX 
(les  Bulletins  de  V Académie  de  Bruxelles,  on  il  a,  le  |»remier  (  avant  Foucault)^ 
iruliqué  l'usaf^e  du  fîv'oscope  pour  [)ronver  la  rotation  de  la  Terre;  \''  ficux  Mé- 
moires S  ai'  la  slahililc  des  sysli'incs  litjiiidcs  en  lames  minces  {Mémoires  de 
l'Académie  de  Bruxelles,  t.  XXW,  XXXVl,  i8G5,  1807),  où  il  démunlrc  les  prin- 
cipales propricilés  des  systijiucs  laminaires  de  M.  l'ialcau  d'une  manière  cxlrùmc- 
mcnt  rcmarcjuable. 

TomcXLVI;  1880. 

Mailly  {E.).  —  Notice  sur  Ernesl  (^iiclclct.  (i6(j-'>ti6). 

Ernest  Quetelet,  fils  du  c(jlèl)re  statisticien  Adolphe  Quetelet,  est  n«j  i\  Bruxelles 
le  7  août  1825  et  mort  à  Ixclles  le  6  septembre  iSyL  On  lui  doit,  comme  géo- 
miitrc,  une  généiralisation  de  la  tlu''(irie  des  foyers;  comme  astronome,  un  Cata- 
logue des  étoiles  à  mouvement  propre,  quand  celui-ci  est  au  moins  d'un  dixième 
de  seconde. 

TomeXLVII;  1881. 
Ne  contient  de  Notice  sur  aucun  mathématicien. 


Tome  XLVIII;  1882. 


Ne  contient  de  Notice  sur  aucun  matliéniaticien. 


TomeXUX;  i883. 


Liagre{J.-B.-J.).  —  Le  colonel  Émile-IIenri-Joseph  Adan.  (3o-- 

340). 

Adan,  né  à  Bruxelles,  le  18  octobre  1800,  mort  à  Ixelles,  le  i.)  janvier  i88i,  a 
pris  une  grande  part  aux  travaux  relatifs  à  la  triangulation  du  royaume  de  Bel- 
gique et  s'est  occupe  de  diverses  questions  de  Géodésie  générale,  qui  ont  été 
annoncées  dans  le  Bulletin.  Son  Ouvrage  le  plus  important  est  toutefois  celui 
qui  est  intitulé  :  Probabilité  du  tir  et  appréciations  des  distances  à  la  guerre. 
(i  vol.  in-8").  Bruxelles,  18G6. 
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MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique; 
Bruxelles,  F.  Hayez.  In-4°  (i). 

Tome  XLII;  1879. 

Lagrange  (C).  —  De  l'origine  et  de  l'établissement  des  mouve- 
ments astronomiques,  P^  Partie.  (48  p.  et  1  pi.). 

Voici  les  conclusions  de  l'auteur  : 

«  Une  masse  déformable  soumise  à  l'attraction  d'un  système  matériel  prend 
généralement  un  mouvement  accéléré  de  rotation  sur  elle-même,  qu'elle  soit 
libre  dans  l'espace  ou  douée  d'un  point  fixe. 

»  L'eflet  de  la  rotation  est  non  seulement  d'allonger  la  masse  déformable  par 
rapport  à  son  axe  de  rotation  et  par  conséquent  de  rendre  son  équateur  plan  de 
maximum  d'attraction,  mais  encore  de  déplacer  les  axes  d'attraction  maxima 
de  cette  masse,  produits  par  l'attraction  d'un  système  matériel,  dans  le  sens  de 
sa  rotation,  ces  axes  se  trouvant  donc  toujours  en  avance  sur  la  position  qu'ils 
occuperaient  si  la  rotation  n'existait  pas. 

»  Un  point  matériel  soumis  à  l'attraction  d'une  masse  déformable  en  rota- 
tion peut,  dans  une  circonstance  particulière,  décrire  une  conique  déterminée 
par  sa  position  et  sa  vitesse. 

»  Une  masse  déformable  soumise  à  l'attraction  d'une  autre  masse  déformable 
en  rotation  prend  une  rotation  de  même  sens.  » 

Les  masses  déformables  dont  il  est  question  dans  le  Mémoire  ne  peuvent  se 
déformer  que  d'une  manière  déterminée.  L'auteur  espère  montrer  que  l'attrac- 
tion réciproque  a  donné  lieu  à  des  systèmes  déformables,  comme  il  les  a  admis. 

Lagrange  {C).  —  De  l'origine  et  de  l'établissement  des  mouve- 
ments astronomicjues,  IP  Partie.  (70  p.). 

Van  der  MensbruggJie  et  Folie.  —  Rapport   sur  ce  Mémoire. 
Bull,  de  Belgique  (2),  t.  XLVII.  (4-i5). 

Application  des  principes  exposés  dans  la  première  Partie.  Voici  le  sommaire 
du  Mémoire  : 

On  peut  concevoir  un  état  initial  du  système  solaire,  tel  que,  sous  l'influence 
des  forces  attractives  et  répulsives,  les  masses  qui  le  composent  se  soient  trouvées 
dans  les  conditions  supposées  dans  le  premier  Mémoire.  Ces  masses  ont  donc  pu 
prendre  des  mouvements  de  rotation.  Les  révolutions  de  ces  masses,  telles  que  nous 
les  observons,  ont  pu  s'établir  aux  dépens  de  ces  mouvements  de  rotation,  si  l'on 
supposai  un  milieu  résistant  interplanétaire.  L'auteur  ne  suppose  plus,  comme 
dans  son  premier  travail,  que  la  rotation  du  Soleil  soit  une  suite  de  l'action  des 


C)  Vi)ir  /iul/etin,  2'  série,  t.  IIL  p.  39-^1 1 
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planètes;  il  fait  intervenir  inainlcnant  l'irinuencc  rrautres  étoiles.  Selon  lui,  d'ail- 
leurs, les  planètes  sont  des  f,'lol)cs  formés  inrlrpcndairirncnt  du  Soleil,  en  dehors 
de  son  atmosphère.  Dans  une  Noie  (jui  vient  après  le  Mi-moire  ()rineipal,  il 
répond  à  diverses  objections  de  M.  I-'olic,  au  poiiii  dr.  vu»;  dt;  la  Thrrmodyna- 
miciue,  en  se  basant  sur  une  eouec^plion  spéciale  relative  à  la  ffiristitulion  de 
la  matière.  Suivant  lui,  l'Univers  est  plein  :  Ja  matière  ordinaire  est  douée 
dune  attraction  constante;  une  autre  matière  remplissant  tous  les  vides  de  la 
première  est  douée  d'une  action  répulsive  qui  peut  être  nulle  (zéro  absolu  de 
température).  Les  atomes  sont  de  petits  volumes  sphériques  complètement 
occupés  par  la  matière  attractive,  volumes  qui,  ù  l'origine,  étaient  à  des  di- 
stances finies  les  uns  des  autres. 

Le  Paige  {€.).    —    Mémoire    stir  quelques    applications    de    la 
tliéorie  des  formes  algébriques  à  la  Géométrie.  (71    [).). 

Folie  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire  [IJutl.  de  Belgique  (2), 
t.  XLV,  p.  i58-i66]. 

Nous  renvoyons  au  Rapport  de  M.  Folie  pour  une  analyse  du  travail  de  M.  Le 
Paige.  Dans  ce  Mémoire,  le  savant  géomètre  expose  sous  une  forme  systéma- 
tique et  complète  ses  recherches  antérieures  sur  les  rapports  anharmoni(|ues  du 
^icme  ordre,  rhomographie  et  les  involutions  d'ordre  supérieur. 

Souillart.  —  Mouvements  relatifs  de  tous  les  astres  du  système 
solaire,  chaque  astre  étant  considéré  individuellement. 

Catalan.  —   Rapport  sur  ce  Mémoire  [Bull,  de  Belgique  (2), 
t.  XLVIII,  p.  96-102]. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  embrasse,  dans  une  même  recherche,  l'ensemble  des 
mouvements  tant  de  rotation  que  de  translation  de  tous  les  astres  à  la  fois 
considérés  individuellement;  autrement  dit,  il  traite  les  questions  les  plus  géné- 
rales dont  s'occupe  la  Mécanique  céleste,  en  s'interdisant  les  diverses  simplifi- 
cations habituellement  adoptées  (réduction  de  chaque  planète  à  son  centre  de 
gravité,  étude  séparée  des  diverses  actions  des  corps  perturbateurs,  etc.).  Le  pre- 
mier paragraphe  c^t  consacré  au  calcul  d'une  valeur  approchée  du  potentiel  de 
deux  masses;  le  second  et  le  troisième  aux  équations  générales  des  mouvements 
de  translation  et  de  rotation  des  planètes  et  des  satellites;  le  quatrième  traite 
des  fonctions  perturbatrices  beaucoup  plus  compli(iuées  nalun-ilement  que  celles 
que  l'on  rencontre  en  Mécanique  céleste,  où  l'on  a  fait  les  simplilicalions  dont 
il  est  parlé  plus  haut.  Enfin,  le  dernier  paragraphe,  qui  est  le  plus  étendu,  a 
pour  titre  :  Équations  7'elatives  aux  plans  des  orbites  et  des  equateurs  et 
contient  la  proposition  suivante,  dont  la  démonstration  est  regardée  par  l'autour 
comme  l'objet  principal  de  son  travail  : 

«  Si  l'on  néglige  les  termes  qui  seraient  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons,  les  déplacements  séculaires  dos  plans  des  or- 
bites et  des  equateurs  de  tous  les  asires  qui  composent  le  système  solaire  dé- 
pendent  d'un  système  d'équations  linéaires,  tout  pareil  ù  celui  que  l'on  obtient 
habituellement  pour  déterminer  les  doplacomenls  séculaires  des  plans  des  or- 
bites planétaires.   » 
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Van  Ertboon.  —  Observations  de  la  planète  Mars,  faites  pendant 
l'opposition  de  1877.  (8  p.  et  3  pi-). 

Iloiizeau.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire  [Bull,  de  Belgique  ("i), 
t.  XLVII,  p.  325]. 

Tome  XLIII. 

Lagrange  {C).  —  Recherches  sur  l'influence  de  la  forme  des 
masses  dans  le  cas  d'une  loi  quelconque  d'attraction  diminuant 
indéfiniment  quand  la  distance  augmente,  comme  préliminaire 
de  la  théorie  de  la  cristallisation  (33  p.). 

Van  de?'  MensbruggJie  (G.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire  [Bul- 
letin de  r Académie  de  Belgique  (2),  t.  XLVIII,  p.  453-457]- 

L'auteur  démontre  d'abord  le  théorème  suivant  : 

«  Quand  l'attraction  s'exerce  suivant  une  loi  telle  qu'elle  soit  une  fonction  de 
la  distance  rapidement  décroissante,  une  masse  quelconque  agit,  à  des  distances 
suffisamment  grandes,  avec  des  énergies  maxima  moyennes  et  minima  suivant 
trois  directions  rectangulaires  qui  sont  respectivement  les  axes  d'inertie  mini- 
mum moyen  et  maximum  de  la  masse  considérée,  » 

Il  déduit  de  ce  théorème  les  deux  propositions  suivantes  : 

«  Les  positions  relatives  d'un  point  et  d'un  système  matériels  soumis  à  leur 
attraction  mutuelle  sont  déterminées  par  les  axes  d'équilibre  stable  du  système. 
Les  axes  d'inertie  minimum  moyen  et  maximum  du  système  sont  respective- 
ment axes  d'équilibre,  stable  dans  un  plan  et  instable  dans  un  plan  perpendicu- 
laire, enfin  instable. 

»  Les  conditions  d'équilibre  du  centre  d'inertie  O  d'un  système  M  soumis  à 
l'attraction  d'un  autre  système  N  dépendent  à  la  fois  de  la  position  de  O  par 
rapport  à  N  et  de  l'orientation  de  INI  dans  l'espace.  En  particulier,  l'équilibre  est 
toujours  stable  quand  les  axes  d'inertie  minimum  coïncident;  toujours  instable 
quand  les  axes  d'inertie  maximum  coïncident;  enfin  tantôt  stable,  tantôt  in- 
stable quand  un  axe  d'inertie  d'une  espèce  de  M  coïncide  avec  un  axe  d'inertie 
d'espèce  différente  dans  N.  » 

De  ces  théorèmes  et  de  quelques  autres  sur  l'existence  d'axes  d'attractions  se- 
condaires, il  déduit  la  division  habituelle  des  cristaux  en  six  systèmes. 

Tomo  XLIV;  1882. 

Ribaucour  {yi.).  —  Étude  sur  les  élassoïdcs  ou  surfaces  à  cour- 
bure moyenne  nulle.  (VI-236  p.). 

Analyse  dans  la  première  Partie  du  Bulletin,  j*  série,  t.  VI,  pp.  11-14. 
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Lagrange{C.).  —  Exposition  critique  do  la  mt^thode  de  Wronski 
pour  la  résolution  des  problèmes  de  Mécanique  céleste.  (70  p.). 

Voir    l'iinalysc    de    m    Iravjiil  dans   \r>   llitlh-lins  (le  l'Aradrinii;   royale  du 
Jielgique,  2"  série,  t.   Ilf,  p.  .'j-r.'i.    Voir  pin-,  lia  ni,  p.    r  •'). 


Tome  XLV;  i883. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  iMathématiques. 
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ANNAL!    Di    Matematica    pura    ed    applicata.    Dirolti    (l;i    prof.    Franccsco 
Brioschi  (  '  ). 

Série  II,  tome  XII. 

Aj'cais  (F.  d').  —  Sur  le  degré  et  les  discriminants  d'une  équa- 
tion algébrique  différentielle  du  premier  ordre  entre  quatre  va- 
riables et  de  son  équation  primitive  complète,  (i-i  i). 

Soit  /=  o  l'équation  algébrique  par  rapport  aux  variables  et  aux  constantes, 
qui  définit  l'intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  F  =  o,  que  l'on  suppose  admettre  une  telle  intégrale.  M.  Casorati  a 
trouvé  que,  si  n  est  le  degré  de  /  par  rapport  aux  constantes,  le  degré  de  F  par 
rapport  aux  dérivées  partielles  est  en  général  /i%  lorsqu'il  y  a  deux  variables 
indépendantes.  L'auteur  prouve  que,  s'il  y  a  trois  variables  indépendantes,  le 
degré  de  F  par  rapport  aux  dérivées  est  en  général  /i'.  Les  cas  de  réduction  du 
degré  de  l'''  correspondent  à  des  propriétés  des  discriminants  de  /  et  F  consi- 
dérés respectivement  comme  fonctions  des  constantes  et  des  dérivées.  L'auteur 
en  ramène  l'étude  à  celle  des  singularités  ordinaires  d'une  certaine  surface  re- 
.    présentative. 

PincJierle  (S.).  —  Sur  les  systèmes  de  fonctions  analytiques,  et 
les  séries  formées  avec  ces  mêmes  fonctions,  (i  1-42). 

L'auteur  remarque  que  les  propriétés  les  plus  importantes  des  fijnctions  sphé- 
riques  ne  sont  pas  spéciales  à  ces  fonctions.  Il  s'attache,  dans  ce  Mémoire,  à 
donner  une  définition  de  toute  une  classe  de  fonctions  qui  résultent,  comme 
les  fonctions  sphériques,  du  développement  d'une  fonction  de  deux  variables 
T{u,  t'),  suivant  les  puissances  de  l'une  de  ces  deux  variables,  en  sorte  que 


(')  Voir  Bulletin,  r  série;  t.  VlII.  p.  i8(j. 
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L'auteur  apprend  à  dcLcrmincr  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  convergent 
les  développements  de  la  forme 

Le  problème  de  la  représentation  d'une  fonction  donnée  à  l'aide  d'une  telle 
série  se  résout  par  une  simple  application  du  théorème  de  Caucli)',  du  moment 
que  l'on  admet  l'existence  de  fonctions  associées  q^ix),  telles  que  l'on  ait 


y  —X 


dans  un  champ  convenablement  limité. 

L'auteur  termine  en  reprenant  ce  problème  par  une  méthode  directe  indépen- 
dante du  théorème  de  Cauchy. 

Il  cherche  à  déterminer  un  système  de  fonctions  Q„{x)  par  les  conditions 

fPmi^)Qni^)dx  =  o      s\  m^n, 
fPnA^)Qni^)  dx  =  C,     si  m  =  n, 

où  les  intégrales  sont  prises  suivant  un  contour  convenable,  qu'il  s'agira  de  dé- 
terminer. Il  s'appuie,  pour  cela,  sur  des  propriétés  de  certains  groupes  double- 
ment infinis  de  nombres  dont  il  fait  une  étude  approfondie. 

Ricci  {G.).  —  Sur  quelques  systèmes  d'équations  différentielles. 

(42-49). 

Un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires  suffit  pour  assurer  la  généralité  de 
la  solution  d'une  équation  différentielle  ordinaire,  au  sens  qu'Ampère  a  précisé 
pour  le  mot  général.  La  même  propriété  subsiste  pour  certains  systèmes  com- 
plets d'équations  aux  dérivées  partielles  d'un  ordre  m  quelconque,  dans  lesquels 
les  dérivées  de  l'ordre  m  sont,  ou  peuvent  être,  exprimées  à  l'aide  des  variables 
indépendantes,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  d'ordi'e  inférieur 
à  m.  Le  cas  du  second  ordre  est  spécialement  étudié  par  l'auteur,  qui  le  ramène 
à  la  considération  d'un  système  complet  et  jacobien  du  premier  ordre. 

Brioschi  {F.)  —  Sur  la  tliéorie  des  fonctions  elliptiques.   (49" 
73). 

L'auteur  considère  les  deux  fonctions 


r'a(")=  (-1^7"  îO,(aa)Tr,  nio), 


G,A^)=-{-^)H 


n  n 


V(-0    «    n 


(|ui  |)our  n  =  3,  5  =  o  reproduisent  la  fonction  de  Dedekind 


71(0))  =7V2 


n/'-^^'")-s 


(  6  w  -Hl  )» 
7  '^  : 


^^     ?r^X 
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.  K' 
«ti'i  l'on  fail  0)       i  —  cl  q  —  e'"";  n  est  un  norriluc  prciniiT,  et  a,  ^  deux  euticrs 

Il  I  //  —  I 

({III  peu \ (Mil  ()rcn(lrc  les  valeurs  o,  i,  ..., 

j> 

l/d  fonction  G^  ,((!))  s'exprime  linéairement  à  l'aide  des  fonctions  F,  et  de  plu*» 

on  a 

Après  avoir  établi  plusieurs  autres  formules  (jui  lient  les  fonctions  F  et  G, 
l'auteur  introduit  les  fonctions 

qui  donnent  encore  lieu  a  diverses  relations;  les  premières  ont  été  déjà  consi- 
dérées par  M.  Klein  {Math.  Ami.,  vol.  XVII,  p.  5G5). 

Le  carré  de  la  fonction  7^(to)  vérifie  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
M.  Brioschi  donne  une  extension  de  cette  propriété  et  démontre  plusieurs  pro- 
positions qui  intéressent  la  théorie  des  équations  modulaires. 

Dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  M.  Brioschi  développe  les  cas  n  =  b,  7 
et  II. 

Martinetti (V .\  —  Les  involutions  de  troisième  et  de  qualrième 
classe.  (74-Ï07)- 

M.  Bertini,  dans  les  Rendiconti  de  l'Institut  Lombard  (  2«  série,  t.  WI),  a 
donné  la  configuration  des  points  fondamentaux,  et  la  construction  de  toutes 
les  involutions  de  de  Jonquières,  et  de  celles  de  la  première  et  de  la  deuxième 
classe.  L'auteur  continue  le  même  sujet  pour  la  troisième  et  la  quatrième 
classe. 

Pincherle.  —   Sur  les  systèmes   de  fonctions  analytiques  et  les 
développements  en  série  formés  avec  ces  fonctions.  (107-134). 

L'auteur  continue  l'étude  commencée  ci-dessus. 

'Il  cherche  dans  quels  cas  zéro  peut  être  ou  bien  ne  peut  pas  être  développé 
en  série  de  fonctions  p,i{x);  et,  par  suite,  dans  quels  cas  le  développement 
d'une  fonction  donnée  suivant  les  fonctions />,^(^)  peut  être  effectué  de  plusieurs 
manières  ou  bien  d'une  seule.  L'auteur  retrouve  les  poh'nômes  étudiés  par 
M.  Appell,  et  les  développements  considérés  par  MM.  Friibenius  et  Lindemann. 

Apprll.  —  Sur  une  classe  de  polynômes  {Ann.  de  l'École  Normale,  1880). 

Frobenius.  —  Ueher  die  Entwickelungen  die  nach  gegebenen  Functionen  fort- 
schreiten  {Crell,  t.  73). 

Lindemann.  —  Entwickelungen  der  Functionen  einer  çomplexen  Variabeln 
nach  Lamé  'sclien  Functionen  {Math.  Annalen,  t.  XIX). 

Ricci  (C).  —   Principes  d'une  théorie  des  formes  quadratiques 
de  différentielles.  (1 35-i68). 

Au  tome  V"  des  Annali  di  Mathemalica  (p.  17S),  Scliholli  a  inoiilré  quiiiie 
forme  quadratique  positive  de  différentielles  à  n  variables  peut  toujours  se  dé- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  1"  série,  t.  \.  (Décembre  i88(i.)  \\.  iG 
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duire  d'une  forme  quadratique   à   {n~^h)  variables  à  coefficients  constants, 

'      <  ;  <  /?  ^  "  —  I  ) 
ou  V-ll- • 

2 

Cette  remarque  est  le  point  de  départ  des  recherches  de  l'auteur.  La  valeur 
minimum  de  l'entier  h  pour  une  forme  donnée  est  la  classe  de  la  forme,  sup- 
posée irréductible,  c'est-à-dire  non  réductible  à  un  nombre  moindre  de  varia- 
bles. Cette  supposition  est  importante,  aussi  l'auteur  consacre-t-il  un  premier 
paragraphe  à  la  recherche  des  caractères  de  réductibilité  d'une  forme.  Il  passe 
ensuite  à  Tétude  des  formes  de  classe  zéro,  c'est-à-dire  de  celles  qui  dérivent 
d'une  forme  à  coefficients  constants  d'un  même  nombre  de  variables.  En  s'ap- 
puyant  sur  son  Mémoire  précédemment  analysé,  il  retrouve  les  résultats  déjà 
connus,  dus  à  Riemann,  Christoffel  et  Lipschitz.  Il  termine  son  Mémoire  par 
l'étude  analogue  pour  le  cas  de  la  première  classe. 

Jung  (G.).  —  Sur  l'équilibre  des  polygones  articulés  en  connexion 
avec  le  problème  des  configurations.  (169-288). 

Sabinisse  {G.).  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  (239- 
265). 

Padova.  —  Sur  la  théorie  des  mouvements  relatifs.  (265-282). 

Bour  {Journal  de  Liouville,  i863)  a  ramené  le  problème  du  mouvement  re- 
latif d'un  point  ou  système  de  points  à  la  détermination  d'une  solution  complète 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  le  cas  où  le  sys- 
tème par  rapport  auquel  a  lieu  le  mouvement  relatif  est  un  système  rigide. 
C.  Neumann  a  traité  le  même  problème  dans  le  Zeitschrift  de  Schlômilch,  1866. 
L'auteur  reprend  la  question  dans  toute  sa  généralité,  en  supposant  mobile  et 
déformable  le  système  par  rapport  auquel  a  lieu  le  mouvement  relatif.  Il  ra- 
mène encore  le  problème  à  la  détermination  de  l'intégrale  complète  d'une  cer- 
taine équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Il  déduit  de  ses  for- 
mules, avec  la  plus  grande  facilité,  celles  trouvées  par  Bour  pour  le  cas  d'un 
système  invariable  de  référence  et  envisage  particulièrement  le  cas  où  l'une  des 
variables  est  absente  dans  l'expression  de  la  force  vive,  et  dans  l'expression  de  la 
fonction  de  force;  on  rencontre  encore  ici  des  particularités  analogues  à  celles 
que  Jacobi  a  trouvées  dans  le  cas  ordinaire  du  mouvement  absolu.  Le  Mémoire 
se  termine  par  plusieurs  applications,  notamment  le  mouvement  d'un  point 
attiré  par  deux  centres  qui  s'éloignent  l'un  de  l'autre  avec  une  vitesse  con- 
stante, en  suivant  la  droite  qui  les  joint. 

Krazer  (^•).  —  Sur  la  composition  de  substitutions  linéaires 
entières  de  déterminant  un  avec  un  nombre  minimum  de  sub- 
stitutions fondamentales.  (283-3oo). 

Beitini.  —  Contribution  à  la  théorie  des  2^  droites  et  des  45  plans 
tritangents  d'une  surface  du  troisième  ordre.  (3oi-346). 

G.  K. 
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MliMOlUAL  DE  L'OFFICIKR  DU  GÉNIE  (  «  ). 

2"  série,  tome  XXVI:  t«8'>. 

La  France  est  une  des  rares  puissances  militaires  qui  ne  possède  pas  encore 
un  recueil  périodique  ou  quelque  publication  spécialement  destiner-  à  intéresser 
le  public  aux  questions  tcf  lini(|U(;s  relatives  à  l'art  de  rin;:;énieur  militaire.  Nous 
avons  bien,  depuis  1872,  la  Revue  d'Artillerie;  mais  nous  n'avons  fait  que 
suivre  en  cela  l'exemple  de  plusieurs  de  nos  voisins,  tandis  que  la  Belgique, 
l'Espagne,  l'Autriche,  l'Allemagne,  l'Italie,  l'Angleterre,  la  Russie  et  d'autres 
nations  encore  possèdent  depuis  longtemps  des  recueils,  journaux  ou  annuaires 
consacrés  à  des  études  toutes  militaires,  et  où  se  trouvent  exposés  les  progrès 
apportés  à  l'armement,  à  la  construction  et  à  la  défense  des  places  fortes. 

En  France,  le  Mémorial  n'y  supplée  qu'imparfaitement,  car  il  ne  paraît  qu'à 
des  intervalles  irréguliers.  Le  n"  26  vient,  en  ciïet,  d'être  publié  après  neuf  ans 
d'interruption.  Ceci  fait  compensation  avec  d'autres  années  où  l'on  a  édité  deux 
numéros  du  Mémorial  (en  1872  et  en  1874);  mais  il  nous  semble  que,  pour 
publier  vingt-six  volumes  en  quatre-vingt-deux  ou  quatre-vingt-trois  ans,  il 
aurait  été  préférable  de  les  échelonner  à  des  intervalles  moins  longs.  Le  vœu 
que  nous  exprimions  en  1876  ne  s'est  donc  point  réalisé,  et,  après  avoir  espéré 
une  certaine  régularité  dans  la  publication  des  numéros  du  Mémorial,  il  semble 
que  celle-ci  ait  repris  le  caractère  capricieux  et  insaisissable  du  mode  d'appa- 
rition des  volumes  antérieurs  à  1872. 

Le  volume  nouvellement  paru  ne  i-enferme  pas  de  Mémoires  se  rattachant  à 
des  théories  mathématiques,  à  l'exception  d'une  Note  sur  la  quadrature  des 
courbes  planes.  Tous  les  autres  articles  se  rapportent  plus  spécialement  à  la 
pratique  des  constructions  ou  à  de  récentes  applications  de  la  Plnsique  aux 
arts  militaires.  Nous  n'en  ferons  donc  ici  que  l'énumération,  comme  pour  les 
précédents  Volumes  du  Mém,orial. 

Peaucellier.  —  De  la  salubrité  des  constructions  casematées  au 
.  point  de  vue  des  phénomènes  d'hygrométrie  dus  à  la  ventilation. 

(39-61,  5  %.). 

Mangin.  —  Note  au  sujet  de  l'établissement  des  communications 
optiques  entre  les  îles  Maurice  et  de  la  Réunion.  [iyi-~\,  i  pl.^. 

Parmenlier.  —  Note  sur  la  quadrature  des  courbes  phuies.  (7«i- 

89,  1  %.). 

L'auteur  a  publié  en  i855,  dans  le  n"  10  du  Mémorial  et  dans  le  t.  XIV, 
1"  série,  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  une  formule  alors  nouvelle, 


(•)  Voir  Bulletin,  \I,  p.  2'1'h  III,,  p.  7"). 


236  SECONDE   PARTIE. 

résultant  (.l'iiu  perfectionnement  de  la  formule  de  Poncelet,  qui  a  pour  expression 

Le  pi'ésent  article  a  pour  objet  de  montrer  l'avantage  que  donne  la  modifica- 
tion suivante  : 

La  démonstration  en  a  été  exposée  pour  la  première  fois  en  1876  au  Congrès 
de  Nantes  et  dans  le  t.  XV,  1876,  2«  série,  des  Nouvelles  Annales,  et  elle  est 
reproduite  ici. 

Le  même  sujet  a  été  repris,  avec  plus  de  détails,  en  1882,  au  Congrès  de  la 
Rochelle,  et  enfin  une  discussion  complète  des  différentes  formules  de  quadra- 
ture approchée  a  été  présentée  dans  un  Supplément  au  t.  I,  1881,  de  Mathesis 
par  M.  P.  Mansion  {Bulletin,  VI„,  p.  jgS-igô). 

Boulanger.  —  Sur  les  progrès  de  la  science  électrique  et  les 
nouvelles  machines  d'induction,  (go-260,  5o  fig.). 

Colson.  —  Etat  actuel  de  la  télégraphie  optique  et  de  Téclairage 
électrique.  (261-286,  3  fig. ,  3  pi.). 

Renard  (P. -G.),  Peaucellier,  Perboyre,  Guinot,  Coville, 
Porez.  —  Notes  diverses  sur  l'art  des  constructions  (ventila- 
tion, assainissement,  terrassements,  etc.).  (28'j-338,  aS  fig.) 

Grillon.  —  Les  hôpitaux  militaires  en  Prusse  et  en  Saxe.  (339- 
399,  14  pi.)-  H.  B. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous   LES  AUSPICES   DU  MiNISTRE   DE   lTnSTRUCTION   PUBLIQUE,  PAR  UN  CoMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  L  ÉcOLE  (  '  ). 

Troisième  série,  t.  I,  1884;  Supplément. 

Kœnigs.  —  Sur  les  intégrales  de  certaines  équations  fonction- 
nelles. (3-4i). 

Soit  o  {z)  une  fonction  uniforme  dans  tout  l'intérieur  d'une  région  R  et  telle 
que,  si  z  est  intérieur  à  celte  région,   il  en  est  de  même  du  point  c,  =  ^{z) 


(')  Voir  Bulletin,  IX,,  i5i. 
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les  points  do  lu  suite  z,  z^,  z.^,  . . .  dclinis  par  la  relation  rcr.urrcQlc  z, ..,  —  'f  (  5,) 
sont  tous  intérieurs  à  la  région  H.  Lorsque  celte  suite  converge  régulièrement 
vers  un  point  x  qui  n'est  pas  pour  9 (c)  un  point  essentiel,  on  sait  que  x  est 
un  zéro  de  la  fonction  z  —  'f{z),  vérifiant  riné;,'alité  mod'f'(x)  <i. 

Dans  SCS  recherches  sur  les  substitutions  uniformes  {Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  i883),  M.  Kœnigs  a  démontré  la  proposition  réciproque  : 
Si  X  est  un  zéro  de  la  fonction  ;;  —  9(5)  vi-rifiant  l'inégalité  ujofj'f'f x)  <  1, 
le  point  X  est  le  centre  d'un  cercle  C^  à  rint<';rieur  du({uel  9(-)  es»  holouiorplic 

et  — ;- ^ reste  toujours  inférieur  à  l'unité  d'une  (|uantité  finie. 

L'auteur    apprend     actuellement    à     former     la     limite     n(c)     du    rapport 

^„{z)  —  X 

-r—r, — r; —  "'  c'est  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  cercle  C ,;  elle  jouit  dune 

[Cp'(x)]/'  *  jr'  J 

propriété  importante  exprimée  par  la  relation 

Donc  B(x;)  est,  pour  une  valeur  particulière  de  la  constante  c,  une  solution  de 
l'équation  fonctionnelle  de  M.  Schrœder 

et  toute  solution   de  cette  équation,  qui   est    holomorphe  ou  méromorphe   au 
point  X,  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  d'une  puissance  entière  positive 
ou  négative  de  B(^). 
L'équation  d'Abel 

se  déduit  de  la  précédente  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  di- 
visant par  loge  II  en  résulte  qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  solution  holomorphe 
ni  méromorphe  au  point  x,  et  qu'elle  en  admet  une  et  une  seule  pour  huiuelle 
ce  point  est  un  point  logarithmique,  savoir 

o{z)  — — -• 

logcp  (^) 

Les  intégrales  générales  des  équations  d'Abel  et  de  M.  Schr?cder  sont  respec- 
tivement 

b{z)-^Çl[b{z)],     W{z)Çl[b{z)], 

£1  désignant  une  fonction  périodique  quelconque,  de  période  égale  à  lunilé. 

Ces  deux  équations  sont  d'ailleurs  des  cas  particuliers  d'équations  fonction- 
nelles plus  générales 

£[9(5)]  =S(^)+/(^),        ^Vi{z)]  =  ^^^(-)' 

où  f{z)  et  g{z)  sont  des  fonctions  holomorphes  à  rinlérieur  du  cercle  C,, 
dont  la  première  prend  au  point  x  la  valeur  zéro  et  la  seconde  la  \aleur  i. 
M.  Kœnigs  donne  le  moyen  d'intégrer  ces  é()ualions  plus  générales. 

Les  points  limites  à  convergence  régulière  ne  sont  pas  les  seui<  points  à 
considérer.   L'auteur,  dans  son  premier  Iravail,  en  a  défini   d'.iulres  à  ronK'c/- 
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gence  périodique  pour   lesquels  il   pose  et  résout  le   problème  de  l'intégration 
des  équations  fonctionnelles  d'Abel  et  de  M.  Schraider. 

Dans  la  voie  qu'il  a  suivie,  M,  Kœnigs  a  été  précédé  par  MM.  Schraeder  et 
Korkine;  mais  le  caractère  propre  de  ses  recherches  est  la  réduction  au  nombre 
minimum  nécessaire  des  hypothèses  qui  servent  de  base  aux  travaux  de  ces  deux 
analystes.  Ces  hypothèses,  qui  se  ramènent  à  une  seule,  celle  de  l'holomorphisme, 
portent  soit  sur  la  possibilité  de  certaines  différentiations,  soit  sur  l'existence 
de  certaines  limites. 

Troisième  série,  t.  II,  i885. 

Appell.  —  Développement  en  série  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques de  troisième  espèce.  (9-36). 

Dans  un  précédent  travail  {Ann.  de  l'Ecole  Normale,  1884 ),  M.  Appell  a 
montré  qu'une  fonction  uniforme  F(s)  vérifiant  les  deux  équations 


F(s+ 2K)  =  F(5),        F(5  +  2iK')=:e        k      f(z), 

et  n'ayant  que  des  pôles  dans  un  parallélogramme  des  périodes  2K  et  2tK',  peut 
être  décomposée  en  une  partie  entière  (toujours  nulle  lorsque  l'entier  m  est  né- 
gatif) et  en  une  somme  d'éléments  simples 


n  —  -1-00 


(*.«  ira  i 


y    {Zy^)  =  ^       je     ^     rtri*»("-0  cot-^  (^  —  a  —  2/u"K'), 

,  n  =  —  00 

n'ayant  qu'un  pôle  a  dans  chaque  parallélogramme. 

Il  se  propose  actuellement  de  développer  en  série  suivant  les  puissances  de  q 
les  fonctions 

'U^x  -\-i¥J,a  +  i¥J),    y^.^{x -\- iYJ ,  a) ,     Xj^(^,  a  +  tK'),     Xj^(x,  a). 

Ces  développements  une  fois  connus,  il  suffit,  pour  former  les  développements 
en  série  de  toutes  les  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce, 
d'appliquer  à  ces  fonctions  la  formule  de  décomposition  en  éléments  simples  et 
de  développer  ensuite  chaque  élément. 

Les  résultats  auxquels  parvient  M.  Appell  confirment  une  loi  vérifiée  par 
M.  Biehler  sur  un  grand  nombre  d'exemples  et  complètement  démontrée  par 
M.  Hermite  dans  un  travail  inédit. 

Si  l'on  développe  une  fonction  doublement  périodique  de  troisième  espèce  en 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  q,  on  voit  apparaître  dans  les  sinus 

et  cosinus  qui  forment  le  coefficient  de  q'^  les  combinaisons  — ^^ des  divi- 

^  2 

seurs  conjugués  de  N  (N  =  00'),  le  signe  +  convenant  au  cas  où  il  y  a  au  nu- 
mérateur m  fonctions  B  de  plus  qu'au  dénominateur  et  le  signe  —  au  cas  où 
il  y  a  au  dénominateur  m  fonctions  0  de  plus  qu'au  numérateur. 

Goursat.  —  Sur  les  transformations   rationnelles   des   équations 
différentielles  linéaires.  (3j-6()). 
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L'auteur  généralise  les  résullals  aiix'juels  il  est  parvenu  anl  ricuri-nicnl  en 
étudiant  les  intéf,'ralcs  rationnelles  de  ré(|uati(>n  du  Iroisiénie  ordre  de 
M.  Kummcr,  (jui  se  présente  à  propos  de  la  transformation  des  séries  liypcr- 
Séométriqucs.  Le  problème  d'.\li,'(":l>re  soulevé  par  M.  Gonrsat  ofTn-  plus  d'une 
analof^ie  avec  celui  de  la  transfoirnalion  des  inti-j^rales  ♦•llipli(jurs,  traité  par 
Jacobi.  Les  deux  questions  ne  sont  d'aillfuis  que  des  cas  particuliers  d'un  pro- 
blème très  général  relatif  aux  transformations  rationnelles  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires,  qui  comprend  toutes  tes  (juestions  rpie  l'on  [x.'ut  se  poser  sur 
la  réduction  des  intégrales  liyperclliptiques  au  moyen  des  substitutions  ralioo- 
nclles  : 

Etant  donnée  une  équation  à  p  points  singuliers,  trouver  toutes  les  fonctions 
rationnelles  <?{t)  telles  que,  par  le  changement  de  variable  -r  =  '^(t),  on  ob- 
tienne une  équation  à  q  points  singuliers  seulement. 

La  question  dépend  de  la  recherche  des  solutions  en  nombres  entiers  positifs 
de  certaines  équations  indéterminées.  Ces  systèmes  de  solutions  une  fois  connus, 
la  détermination  effective  des  substitutions  rationnelles  exige  l'emploi  de  calculs 
souvent  très  compliqués,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Comme  application,  l'auteur  montre  comment  on  peut  ramener  à  un  problème 
d'élimination  la  question  de  reconnaître  si  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  donnée  a  son  intégrale  générale  algébrique. 

Appell.  —  Application    du  théorème  de  M.  Mittag-Leriler   aux 
fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce.  (^7-71)- 

Former  une  fonction  uniforme  ^{x)  admettant  les  pôles 

a  +  2mK  +  2  îiiK' ,     i^m  et  n  entiers), 

avec  les  résidus  respectifs 

X  désignant  un  facteur  constant  et  ijl  un  entier  positif. 
Si  l'on  pose 

cp„(^)  —\"e        K      ^-[j.«(«-i)cot -^  (x  —  a— a/ji'K'), 
la  question  revient  à  retrancher  de  9„(^)  un  polynôme  g,^{x)  en  cos -7^  et 


.      TZX  .  ,  ,    • 

sin  -r7-5  tel  que  la  série 


'P{X)=:     2^     [^ni^)    —gni^)]y 


soit  absolument  convergente.  L'auteur  montre  qu'on  satisfait  à  cette  question 
de  la  manière  la  plus  simple  en  prenant 


r.  X  i 


(p,^{x)  —  g,^{x)  ='k"e  '^   7'»"("+')  cot^  (x  —  a  —  2/jfk'). 

On  voit  que,   dans  cette    application  du  ihéorèmc  de   M.  .Mittag-Lefllcr,  les 


24o  SECONDE  PARTIE. 

degrés  des  polynômes  que  l'on  retranche  de  la  parlie  principale  croissent  indé- 
finiment. 

André  {O.).   —  Sur  le  nombre   des  variations  d'un    polynôme 
entier  en  x  dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  a. 

(75-92). 

On  tracera  autant  d'ordonnées  verticales  équidistantes  que  le  polynôme 
f{x,a),  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  a  de  coeffi- 
cients. Soit  m  le  nombre  des  racines  positives  en  a  du  coefficient  qui  en  a  le 
plus  de  cette  espèce;  sur  l'ordonnée  correspondante  on  marquera  m  gros  points. 
Soit  7n'<C  m  le  nombre  des  racines  positives  d'un  autre  coefficient;  sur  l'or- 
donnée correspondante  on  marquera  m'  gros  points  à  distance  finie,  plus  un 
gros  point  supplémentaire  à  distance  infinie.  En  allant  de  bas  en  haut  sur  chaque 
ordonnée,  on  joindra  par  un  point  le  premier  gros  point  de  l'ordonnée  de  gauche 
au  premier  gros  point  de  l'ordonnée  de  droite,  et  ainsi  de  suite,  en  traçant  les 
traits  pleins  ou  ponctués,  suivant  que  les  deux  coefficients  présentent,  à  l'in- 
stant initial,  une  permanence  ou  une  variation.  On  formera  ainsi  un  réseau  de 
lignes  brisées,  que  l'on  coupera  par  Vhorizontale  a.  Si  l'on  appelle  système  im- 
pair de  traits  l'ensemble  des  traits  en  nombre  impair  compris  entre  deux  or- 
données consécutives  et  coupées  par  l'horizontale  a,  on  aura  ce  théorème  : 

«  Le  nombre  des  variations  de  /(^,  a)  est  égal  au  nombre  des  variations 
initiales,  plus  le  nombre  des  systèmes  impairs  de  traits  pleins  coupés  par  l'ho- 
rizontale a,  moins  le  nombre  des  systèmes  impairs  de  traits  ponctués  coupés 
par  cette  horizontale.  » 

L'auteur  déduit  de  là  un  abaissement  de  la  limite  de  Descartes  pour  le  nombre 
des  racines  positives. 

Stieltjes.  —  Sur  une  généralisation  de  la  série  de  Lagrange.  (gS- 

98)- 

Soient  X,  Y,  Z,  ...  n  variables  liées  k  x,  y,  z,  ...  par  les  n  équations 

X  =  a:  +  a  9  (  X,  Y,  Z,  . . .  ) , 
Y-r+6^(X,Y,Z,  ...), 
7.  =  z+  cx(X,Y,Z,  ...), 


On  a,  en  désignant  par  A  le  déterminant  fonctionnel  de  X,  Y,  Z,  ..., 

r-.      Q^in  fjtn' Qin"  Am-¥r>i'-\-ni"  (   f  ,^m  A.m' -,  ni"  \ 


00  00  00 


A/(X,Y,Z,...)=;^2I 


tn  !  m'  !  m"  !  . . .  ôx"  ôy'"'  âz'"'. . . 

000 

Cette  formule,  démontrée  par  I\L  Darboux  dans  le  ras  de  n  -  2,  lest  par 
IVl.  Stieltjes  dans  le  cas  de  n  ~  o.  La  démonstration  s'étend  facilement  au  ras  de 
n  quelconque. 

Raj[Jv.  —  Sur  une  proposition  de  M.  Hermite.  (99-1  12  , 
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S(jiL  a  une  (oncLioii  (|(^  z  li»':f;  à  s;j  dcTivcr  p.ir  imc  éqiialion  algébrique  où 
n'entre  pas  z.  .MM.  liriot  et  lJoiH|iicl  ont  fait  connaître  les  conditions  pour  que 
la  fonction  u  soit  uniforme,  et  indiqué  des  méthodes  pour  l'ohlcnir  alors.  Ce» 
procédés  exigent  la  résolution  d'équations  algébriques.  M.  MalTy  prouve  qu'on 
peut  toujours  obtenir  par  des  opérations  purement  algébriques  l'intégrale  u 
quand  on  a  reconnu  qu'elle  est  uniforme.  Il  démontre  au  préalable  qu'en  vertu 
des  conditions  données  par  MM.  lîriot  et  Houquet,  l'écpiation  dilTérenlielle  est 
toujours  du  genre  zéro  ou  un,  résultat  dû  à  M.  llerinitc.  Il  indique  de  nouveaux 
moyens  de  reconnaître  que  la  fonction  est  uniforme. 

Lefébure.  —  Mémoire  sur  la  composition  des  polynômes  entiers 
qui  n'admettent  que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déter- 
minée, (i  i3-i  'x'i). 

Suite  d'un  travail  dont  la  première  Partie  a  paru  en  i88j  dans  les  Annales 
de  l'École  Normale. 

Demartres.  —   Sur  les  surfaces   à   génératrice  circulaire.    (laS- 

■  84). 

De  ses  recherches  sur  les  propriétés  infinitésimales  des  surfaces  cerc/ee*,  l'au- 
teur déduit  une  classification  rationnelle  de  ces  surfaces,  fondée  sur  la  situation 
relative  de  deux  cercles  infiniment  voisins. 

Première  classe.  —  Deux  cercles  infiniment  voisins  n'ont,  en  général,  aucun 
point  commun  ;  les  normales  le  long  d'une  même  génératrice  rencontrent  une 
conique  fixe;  chaque  génératrice  est  tangente  en  deux  points  distincts  à  une 
ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Deuxième  classe.  —  Chaque  génératrice  a  un  point  commun  unique  avec  la 
génératrice  voisine;  les  points  communs  forment  sur  la  surface  une  courbe  à 
laquelle  le  cercle  mobile  reste  constamment  tangent.  Les  normales  le  long 
d'un  même  cercle  rencontrent,  outre  l'axe  de  ce  cercle,  une  droite  fixe;  enfin 
chaque  génératrice  est  osculatricc  en  un  point  à  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface. 

Troisième  classe  (enveloppes  de  sphères).  —  Deux  génératrices  infiniment 
voisines  ont  constamment  deux  points  communs;  le  cercle  mobile  reste  con- 
stamment tangent  à  deux  directrices  curvilignes;  les  normales  correspondant 
aux  points  d'une  même  génératrice  forment  un  cône  de  révolution,  et  chaque 
génératrice  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Quatrième  classe.  —  Pour  les  surfaces  de  cette  classe,  les  deux  directrices 
curvilignes  dont  on  vient  de  parler  se  confondent,  et  le  cercle  mobile  reste  con- 
stamment osculateur  à  une  ligne  à  double  courbure. 

Dans  la  dernière  Partie  de  son  travail,  l'auteur  étudie  les  surfaces  cordées 
au  point  de  vue  du  Galcul  intégral;  il  donne  divci'S  exemples  de  détermina- 
tion d'une  pareille  surface,  d'après  une  propriété  générale  imposée  à  ses  géné- 
ratrices. 

Raffy.  —    Sur  les    quadratures    algébriques   et   logarlllimiqucs. 

(i85-2o6). 
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L'auteur  établit  des  règles  données  sans  démonstration  par  Liouville  pour 
reconnaître  si  une  intégrale  abélienne  donnée  s'exprime  algébriquement. 

Il  prouve  ensuite  que,  pour  savoir  si  une  différentielle  algébrique  donnée  s'in- 
tègre par  un  seul  logarithme,  il  suffit  de  connaître  un  certain  entier.  Le  pro- 
blème est  ramené  alors  à  la  résolution  d'un  système  d'équations  du  premier 
degré . 

Duhem.  —  Application  de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes 
capillaires.  (202-254)- 

L'auteur  applique  à  l'étude  de  la  capillarité  les  propriétés  du  potentiel  ther- 
modynamique, c'est-à-dire  de  la  quantité 

<!)  =  E  (  U  —  TS  )  +  PV, 

où  E  désigne  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  U  l'énergie  interne  d'un 
système  matériel,  T  sa  température  absolue  supposée  uniforme,  S  son  entropie, 
V  son  volume,  P  la  pression  extérieure  supposée  normale  et  constante. 

L'état  du  système  étant  défini  par  sa  température  T  et  par  un  certain  nombre 
d'autres  paramètres  a^,  a^,  ...,  a„,  les  équations  de  l'équilibre  sont 

—  =  0,         (t  =  1,  2,  ...,n). 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  une  modification  élémentaire  sous  pres- 
sion constante  est 

S'affranchissant  de  l'hypothèse  des  attractions  moléculaires,  l'auteur  suppose 
seulement  que  la  densité,  l'énergie  et  l'entropie  d'un  corps  ne  commencent  à 
éprouver  de  variation  sensible  qu'à  très  petite  distance  de  la  surface.  Il  re- 
trouve ainsi,  en  partant  des  seules  lois  de  la  Thermodynamique,  l'équation  de 
la  surface  capillaire,  la  formule  de  M.  van  der  Mensbrugghe  relative  à  l'in- 
fluence que  les  changements  d'état  produits  au  voisinage  des  surfaces  terminales 
exercent  sur  les  phénomènes  thermiques  qui  accompagnent  une  modification  du 
système,  et,  entre  autres  résultats,  il  démontre  rigoureusement  l'impossibilité 
pour  une  bulle  de  vapeur  de  prendre  naissance  au  sein  d'un  liquide. 

Goursat.  —  Sur  les  différentielles  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes.  (255-3o2). 

Trouver  toutes  les  fonctions /(j;,,  x.^,  ...,  a:  )  d'un  nombre  quelconque  (x  de 
variables  indépendantes  telles  que  deux  différentielles  totales  successives  aient 
un  facteur  commun,  fonction  entière  et  homogène  des  différentielles 

dx,,  dx.^,  . . .,  dx  . 

Ce  problème  est  une  généralisation  de  celui  qui  a  été  résolu  par  M.  Darboux 
{Bull,  des  Sciences  math.,  i'  série,  t.  V)  :  Déterminer  toutes  les  fonctions  d'un 
nombre  quclcon(|uo  de  variables  pour  lesquelles  la  différentielle  totale  d'ordre 
//  H- I  esl  exarlcmcnt  divisible  par  la  différonliellc  totale  d'ordre  n. 
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I^  soliilioii  (lu  |)i()I)I('iii(:  (le  M.  (i«)iir-;il  nposc  sur  le  llif-orënn-  Mii\diit  ; 

«  Si  d'\f  et    d"'^f  sont  divisihlos    par  un    mùmc  facteur,  ce   fadeur  divise 
toutes  les  difl'ércnticlles  d'ordre  plus  éiev<'-.   » 

Dans  le  cas  de  deux  variable-^  «;  ^^y,  eo  probU.-me  est   susceptible  dune  in- 
terprétation géométrique  simple.  Soit  S  la  surface 

l'existence  d'un  facteur  A  dx  -h  R  dy  commun  à  d"/  et  rf""*"'/  signifie  que  par 
chaque  point  de  la  surface  S  passe  une  parabole  d'ordre  n  —  i  ayant  Oz  pour 
direction  diamétrale  et  située  tout  entière  sur  la  surface.  Cette  interprétation 
conduit  à  une  solution  du  problème  que  l'auteur  étend  au  cas  général  de  n  va- 
riables par  la  considération  des  espaces  à  plusieurs  dimensions. 

Les  fonctions  qui  répondent  à  la  question  proposée  sont  de  trois  sortes  : 

1°  Les  fonctions  de  la  forme 

/=  /  [^, '■?,(")  H--2?.?,(w)  +"-+>a7j^?,x(w)  +  ^{u)]P-'  h\{x„x^,  ...,x.Jdu, 
avec  la  condition 

^i?,(")H-^.92(")+---+^a?;.(")  +  <>(«)   =0, 

F,  désignant  une  fonction  entière  des  x-  de  degré  n — p  dont  les  coefficients 
dépendent  de  ii,  et  9,,  cp^,  . . .,  '-p,^,  <^  des  fonctions  quelconques; 
■2°  Les  fonctions  de  la  forme 


/=  Q{x^,x.^,  ...,  x^)  v/R(x,,x„  ...,x,J, 

Q    étant  un  polynôme  de  degré   n  —  2  et   K   une  fonction    entière    du    second 
degré  ; 
'r,°  Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 

/=  =?•  (!)"+  '^^  (^)''"+-  •  •-"  V.  (ïï)  +  ?/■• 

où  9.  est  une  fonction  entière  de  degré  «  +/>>  —  i  —  q{p  —  i)  — i,  H  une  fonc- 
tion entière  de  degré  q  et  u  une  fonction  rationnelle. 

Méray.  —  Décomposition  des  polynômes  entiers  à  plusieurs  va- 
riables en  éléments  linéaires.  (289-302). 

Ilermite.  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  seconde  espèce.  (3o3-3i4)- 

Développement  en   séries  trigonométriqucs  des  seize  (luolionls  ([ui  uni    pour 
numérateurs 

0(x  +  «),     H(x-i-rt),     e,(a;^rt),     II,(x-4-rt) 
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et  pour  dénominateurs 

0(^),     H(^),     0,(x),     H,(^). 

On  sait  que  Jacobi  a  fait  connaître  les  développements  de  quatre  d'entre  eux 

®{x-^a)        Y\{x-\-a)        0,  (a:H-a)        V{^{x -\- a) 
~*d{x)      '  Q{x)      '  0(^)      '  0(x) 

Les  seize  formules  obtenues  par  M.  Hermite  se  partagent  en  deux  groupes  bien 
distincts.  Dans  les  huit  premières,  qui  correspondent  aux  dénominateurs  0(^7) 
et  Q^{x),  figurent  sous  les  lignes  trigonométriques  des  diiïérences  d'arguments 
(ma  —  7ix)',  dans  les  huit  autres,  correspondant  aux  dénominateurs  H(a7) 
et  Hj(.27),  figurent  des  sommes  d'arguments. 

Lipschitz.  — Sur  la  théorie  des  fonctions  ellipliques.  (3i5-32o). 

1      •  11,1  ,     aK   H'(o)  H(^  +  w)    - 

Interprétation  physique  du  développement  de  —  — — — r-rrj- — - —  donne  par 

71  H(4;)rl(w) 

M.  Hermite  dans  son  Mémoire  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques. M.  Lipschitz  montre  quel  problème  du  mouvement  de  la  chaleur  est 
résolu  par  la  fonction  de  M.  Hermite. 

Gotnes  Teixeira. —  Sur  le  développement  des  fonctions  satisfaisant 
à  une  équation  différentielle.  (321-324)- 

La  série 

«0  4- a,  >r  +  «^.r^  + . . .  +  a„x"  + . .  . , 

où  «j,  «2,  ...,  a„  sont  des  fractions  irréductibles,  ne  peut  pas  être  le  dévelop- 

dy 
pement  d'une  fonction  y  définie  par  une  équation  algébrique   en   x,  y,  -~ 

à  coefficients  entiers,  s'il  existe  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  les  déno- 
minateurs de  «„+i,  a,,^^,  •  •  •  contiennent  des  facteurs  premiers  respectivement 
supérieurs  à  n  h-  i,  w  h-  2,  .... 

Viçanti.  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  les  périodes  de  la 
fonction  elliptique  pu.  (325-336). 

Ce  théorème,  dû  à  M.  Weierstrass,  est  le  suivant  : 

Il  existe  un  couple  de  périodes  primitives  2ii,  2  Ci'  de  la  fonction  pu,  et  un 
seul,  qui  satisfait  aux  trois  conditions  que  voici  : 

j°  p^  —  e,  pQ'  =  e',  e,  e'  étant  deux  valeurs  choisies  arbitrairement  parmi 
les  trois  racines  de  l'équation 

fiP'fi  —  g,pu  —  ^,=  ^'^ 

,  Q.' 

?."  La  partie  réelle  de  ■— -.  est  positive: 

3"  Le  parallélogramme  dont  deux  côtés  conligus  sont  il,  iV  est  divisé  par  sa 
plus  petite  diagonale  en  deux  triangles  acutangles. 
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Méray.  —  Démonsiration   analvticjuc   ci.:    r^xi^lLuc»;   cl  des  jm-o- 
priétcs  essentielles  des  racines  des  équations  hinomes.  {'iS-- 

356). 

La  llH'oric  exposée  par  railleur  est  pureiu.nl  al-ùhrjque;  elle  ne  repose  en 
rien  sur  les  propriétés  des  arcs  de  cercle  et  de  leurs  lif,'ncs  IriKonomélriqucs. 

Picard.  —  Sur    les    fonctions  hyperfuclisicnnes    provenant    des 
séries  hypergéométriques  de  deux  variables.  (Si'i^-^.S^). 

Les  intégrales  /  w''i~' (  ï<  —  i )'v  '  (  m  —  or  )'— c/a,  où  g  cl  k  désignent  deux 
des  quantités  o,  i,  x,  ce,  satisfont  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Si 
l'on  désigne  par  oi,  et  oj^  deux  intégrales  de  cette  équation,  la  relation  — '  =  c 
donne  pour  x,  dans  le  cas  où  chacune  des  trois  quantités 

X  4-6,-1,     X-f-6^-i,     b^+b.^  —  i 

est  égale  à   l'inverse   d'un   entier  positif,  une  fonction  uniforn^ie   de  z,   définie 
seulement  à  l'intérieur  d'un  cercle  et  qui  est  une  fonction  liyperfuclisienne. 
De  même  les  intégrales  hypergéométriques 


/ 


h 
u''i-'  (  u  —  I  )''.-'  (  u  —  ^  )x—  (  u  —  r  )■'-'  du, 
ë 


où  g  et  h  désignent  deux  des  quantités  o,  i,  x,  y  et  oc,  satisfont  à  un  système 
de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées   partielles  ayant  trois  solutions  com- 
munes linéairement  indépendantes. 
Désignant  par  w,,  w^,  w^  trois  pareilles  solutions  et  formant  les  équations 


Wj 

^>, 

=    t, 

■      ^  m 

z 

W. 

bi. 

.  M.  Picard  recherche  les  cas  où  ces  deux  équations  donnent  pour  x  et  y  des 
fonctions  uniformes  de  ^  et  ^;  ces  cas  sont  ceux  où,  considérant  deux  quclcon- 
(jues  des  quantités  >^,  jj-,  6,,  b^,  par  exemple  \  et  b^,  la  dilTcrence  X  4-6,-1  est 
égale  à  l'inverse  d'un  entier  positif;  de  plus,  si  l'on  prend  trois  quelconques  de 
ces  quantités,  par  exemple  >.,  ;x  et  6,,  la  différence  >.  —  >,  —  [J-  —  6,  sera  égale 
à  l'inverse  d'un  nombre  entier  positif. 

On  peut  choisir  w,,o)j,  W3  de  telle  sorte  que  le  domaine  où  x  oi  y  sont  déter- 
minés soit  l'intérieur  de  l'hypersphère 

z'i  +  z"^  _|_  t''  4-  t"'  =  I , 

si  l'on  pose  z-=z'-\-iz",  t  —  t' -\- it"  ;   x  cl  y  sont  des  fonctions  hypcrfuoh- 
siennes. 

Kœnigs.  —  Nouvelles  recherches  sur  les  équations  fonclionncno<. 

(385-40:-^). 
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Dans  un  Mémoire  précédenl,  M.  Kœnigs  a  montré  que,  si  l'on  désigne  par 
o{z)  une  fonction  uniforme,  holoniorphe  dans  le  domaine  d'un  point  limite  x 
de  la  substitution  [s,  9(^3)]  et  par  9^,(2)  l'opération  '-^{z)  effectuée  p  fois,  la 
limite  pour  y?  —  oc  du  rapport 

est  une  fonction  B  (:;),  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x. 

La  fonction  B(-g)  jouit  de  la  propriété  suivante,  qui  est  fondamentale  :  si  l'on 
considère  l'équation  fonctionnelle 

où  n  est  un  entier  positif  ou  négatif,  toute  solution  de  cette  équation  assujettie 
à  être  holomorphe  ou  méromorphe  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  de 
[B(^)]". 

Actuellement,  M.  Kœnigs  étend  le  rôle  de  la  fonction  Biz)  aux  équations 
fonctionnelles 

S,(^)  =  9(^-), 
S.[^{z)]  =  ^[S.{z)]. 

Duliem. —  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes 
thermo-électriqties  et  pyro-électriqties.  (4o5-424). 

L'auteur  établit  d'une  manière  rigoureuse  les  lois  des  courants  thermo-élec- 
triques en  partant  des  principes  de  la  Thermodynamique  et  des  expériences  de 
Coulomb,  et  en  s'aidant  de  deux  hypothèses  très  générales  sur  la  relation  qui 
existe  entre  l'intensité  d'un  flux  permanent  d'électricité  et  la  chaleur  que  ce 
flux  développe  dans  un  conducteur;  ces  hypothèses,  d'une  nature  purement 
mathématique,  lui  permettent  de  s'affranchir  de  l'h^'potlièse,  aujourd'hui  inad- 
missible, de  l'attraction  mutuelle  des  éléments  électriques.  Il  démontre  en  toute 
rigueur  la  formule  qui  traduit  analytiquement  le  phénomène  de  Thomson. 

Cesaro.  —  Considérations  nouvelles  sur  le  déterminant  de  Smith 
et  Mansion.  (425-435). 

Ce  déterminant  est  celui  dont  chaque  élément  est  égal  à  une  fonction  quel- 
conque F{i,j)  du  plus  grand  commun  diviseur  des  indices  i  et  j.  Soit  ^{x) 
une  fonction  égale  à  l'unité  pour  ;r  =  i  et  à  ( —  i)"^  lorsque  x  est  le  produit  de  t 
facteurs  premiers  inégaux;  et  soit  /  une  autre  fonction  définie  par   la  relation 


/(x)  =  îx(^)f(i)H-îx(^Jf(.) 


AL  IMansion  a  montré  que  le  déterminant 

F(,,0      F(.,2)      .. 

F(2,,)       F(o,o)       .. 

V{n,^)     V{,u-?.)      .. 


F(i,/0 
F(-.,/0 
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il  poui"  valeur 

/(')/(^)-../(7U. 

M.  Ccsaro  poursuiL  l'étude  de  ce  déterminant  rcmarquahlc  et  cherche  oc  qu'il 
devient  lorsqu'on  y  supprime  les  colonnes  et  les  lignes  dont  les  indiccH  sont  res- 
pectivement t„  i^,  ...,  i;  et  y,,  y;,  . .  . ,  y;. 

Troisième  série,  l.  III,  i885;  supplément. 

Dautheville.  —  Etude  sur  les  séries  entières  par  rapport  à  plusieurs 
variables  imaginaires  indépendantes.  (S-jcj). 

Ce  travail  est  le  commentaire  d'une  Note  communiquée  par  M.  \N>i<-rstras8 
à  la  Société  mathématique  de  Berlin  :  Einige  au/  die  Théorie  der  analytisclien 
Functionen  mehrerer  Verànderlicheii  sicli  beziehende  Sàtze. 

Soient  ^,,  ^3,  ..., -s„ /i  variables  complexes  indépendantes.  Un  ensemble  de 
valeurs  a,,  a^,  ...,  «„,  attribuées  à  ces  n  variables,  constitue  le  point  a.  Ln 
ensemble  d'aires  A,,  A^,  ...,  A„,  tracées  respectivement  dans  les  plans  des  ;;,, 
z,^,  ...,  2„,  constitue  l'aire  A. 

Le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Weierstrass,  est  fondamental  dans  la  théorie  des 
séries  entières  à  plusieurs  variables  z^,  z^_,  ...,  z^^:  si  S  désigne  une  pareille 
série,  admettant  A  pour  cercle  de  convergence  et  telle  que  S(^,,o,  ...,o)  ne 
soit  pas  nulle  pour  toute  valeur  de  s,,  on  peut  fixer  un  nombre  positif  o(o<\) 
tel  qu'on  ait,  pour  chaque  point  du  domaine  de  l'origine,  S  =  PS';  S'  désigne 
une  série  entière  en  z^,  ...,  z„  convergente  dans  6  et  qui  ne  s'annule  en  aucun 
point  de  ce  domaine;  F  est  un  polynôme  entier  par  rapport  à  z^;  son  degré  est 
le  plus  faible  exposant  de  -s,  dans  S{z^,  0,0,  ...,  o)  et  ses  coefficients  sont  des 
séries  entières  par  rapport  aux  autres  variables,  séries  qui  convergent  dans  0  et 
s'annulent  à  l'origine. 

M.  Dautheville  déduit  de  là  plusieurs  conséquences  relatives  aux  zéros  d'une 
série  et  aux  zéros  communs  à  deux  séries. 

Il  donne,  d'après  M.  Weierstrass,  les  conditions  pour  qu'une  série  soit  divi- 
sible par  une  autre  et  les  conditions  pour  que  deux  séries  adinettcnt  des  divi- 
seurs communs;  il  étudie  en  particulier  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
•    deux  séries. 

il  applique  enfin  les  propriétés  des  séries  à  l'étude  des  points  singuliers  des 
fonctions  uniformes  de  plusieurs  variables  complexes  et  démontre  un  théorème 
qui  généralise  celui  de  INI.  Mittag-Lefflcr  relatif  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. Il  donne,  en  terminant,  la  démonstration  complète  de  celle  proposition 
énoncée  par  iM.  Weierstrass  :  Toute  fonction  dépourvue  de  points  singuliers 
essentiels  est  une  fraction  rationnelle. 


FIN    DE    LA    SECONDE    PARTIE    DU    TO.ME    X 


I 


TAIILKS  ,H 


MATIÈRES  ET  NOMS  D'AUTEUHS. 

TOJIK  X;    188(1.   -   SKCO.NDK   l'AItTIK. 


TABLE  ALPHABÉTIQUE 

Di:S  MATIERES. 


RECUEILS  ACADÉMIQUES  ET  PÉRIODIQUES  DONT  LES  ARTICLES 
ONT  ÉTÉ  ANALYSÉS  DANS  CE  VOLUME. 

Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure;  3*  série,  T.   L  Siipplenienf, 

iSS'i,  el,  T.  II,  iSS.K  —  236-^47. 
Annali  di  Matematica  pura  ed  applicaLa;  a*  série,  T.  XII.  —  'À'ii-?.ô\. 
•Annali  délia  R.  Scuola  Normale  superiore  di  Pisa;  T.  I,  1871.  —  93-9'). 
Annuaire  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Heaux-ArU  di-  i'.el- 

gique;  T.  XLV,  1879,  à  XLIX,  i883.  —  22(5-^^37. 
Alli  délia  R.  Accademia  dei  Lincei;  4°  série,  T.  I,  i8S'|-i88.'). —  9.>-i<).'). 
Atti  dclla  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino;  T.  XIV,  1878-1879,  à  \I\,  iSS.'!- 

,88^|.  —  7^5-93. 
Bulletins  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Reau\-\rls  dt'  Rtl- 

fçicjue;  ?."  série,  T.  XLVIII,  1879^  à  XL,  1880;  3"  série,  T.   I,  i88r,  à  VI.  i883.  — 

1 iG-i3o. 
Rullctin  de  la  Société  mathématique  de  France;  T.  XII,  i88'|. —  i33-i'i<>- 
Casopis  pro  pestovani  Matliematiky    a    Physiky;    rcdiiiuve    \y    l-\-.F.    Studnicka: 

T.  l\,  1880.  —  /lo-^f). 
Giornali  di  Matematiche,  pubblicato  pcrcura  dol  professorc  ('..  Rallai;lini.  T.  W  III. 

18S0  à  XXU,  188^,.—  T71-19',. 
Journal  de  iNIalhématiques  pures  et  appli([uées,  publié  par  M.  lu'^.ii:  3' série.  T.  X, 

i88.'|.  —  220-22(1. 

Biili.  des  Sciences  mathcin.,  2"  série,  l.  X.  (  I)éceiid»rc   i88(j.)        K.17 


25o 


SECONDE  PARTIE, 


Journal  de  Mathématiques  spéciales;  2*  série,  T.  I,  1882,  à  III,  1884. 


i54-i63. 


Mathematische  Annalen;  T.  XXII,  i883,  et  T.  XXIII,  1884.  —  33-4o,  106-112. 
Mathésis,  recueil  mathématique  publié  par  P.  Mansion  et  J.  Neuberg;  T.  II,  188.2; 

T.  III,  i883.  —  59-65. 
Mémoires  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des  Sciences, 

des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique;  in-8°,   T.  XXVIII,  1878,    à   XXXV, 

i883.  —  i3i-i32. 
Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés   par    l'Académie 

royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique;  T.  XLII^    1879, 

à  XLV,  i883.  —  228-231. 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  et   Lettres  de   Montpellier;   années   1847   à 

1884.—  10-16. 
Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres   et    des   Beaux-Arts   de 

Belgique;  T.  XLIII,  1880-1882;  XLIV,  i832.  —  112-116. 
Mémorial  de  l'Officier  du  Génie;  -2^  série.  T.  XXVI,  i885.  —  235-236. 
Monatsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  z.u   Berlin;  année  1881. —  4^"59- 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  3"=  série,  T.  III,  1884. —  i6-32. 
Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien;  T.  LXXIX 

et  LXXX.  —  65-75. 
The  Messenger  of  Mathematics;  t.  VIII,  1878-1879,  à  XIV,  i884-i885.  —  194-220. 
The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics;  T.  XX,  1884.  —  i47-i53. 
Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  D"^  O.  Schlômilch,  D"^  E. 


Kahl,  und  D'  M.  Cantor;  T.  XXXIII,  année  i883.  —  i6'^-i 
Literarische  Abtheilung;  T.  XXIX,  année  1884.  —  5-io. 


;i.  —  Ilistorische- 


^ 


<^ 


TABLE  DES  NOMS  D'AUTEUUS 


PAU  OUDUE  ALl'llAIlKTIOUl!:. 


Adam.  i>^\,  126,  127,   i3i. 

Allen.  210. 

Arnanzio  (d').  186. 

Ameseder  (A.)-  67,  G8,  G9,  72,  73,  iGj. 

Ainigucs.  1,57,  1G2. 

Arnodeo  (F.).  171. 

Amoroso  (  N.  ).  182. 

Ancien.  64. 

André  (  D.).  240. 

Angclilti  (P.).   18^. 

Angiin  (A. -H.),  212,  2i5,  220. 

Anton  (  F.  ).  7/). 

Antony  (E.)*  198,  2o3. 

AppcII  (P.).  i4o,  143,  225,  238,  239. 

Arcais  (F.  d').  90,  23 1. 

Arzclà  (C).  loi,  io3,  io4,  io5. 

Aschieri  (  F.  ).  g\. 

Astor.  21. 

Asutoh  Mukhopodhyay.  2i5. 

Harbarin  (P.).  19,  60,  Gi. 

lîai'chanek  (Clé).  70. 

Rarisien  (  L.).  29,  32. 

Bassani  (A.  ).  192, 

lîassct  (A.-B.).  i5i,  2i5. 

l5asso  (G.).  81,  83,  8G,  90. 

Hastia  (  G.-M.  ).  191. 

liattaglini  (  G.  )•  17!)  178»  iSij  i83,  i85, 

188. 
Battelli  (A.)-  91. 
Baur(I\[.).  1G9. 
liellrami  (E.).  89. 
Berardini  (G.  di).  i83. 
Berger.   12. 
Bernardi  (  G.)-  179- 
Bertini.  9^,  234. 
Bertrand  (G.).  20. 
Besant.  207. 

Besso  (D.).  98,  99,  lo'î,  io5. 
Bettazi  (B.).  191. 


71- 


Biaiiclii  (  L.  ).  9S,   100,  iH\,  |S-,   1,,' 
Bianco  (Zanolli).  8G,  190. 
Biehier  (Cli.).  22,  27. 
Bichringer.  1G7. 
Bioclie.  159. 
Bobeck  (K.).  73. 
Bohn  (C.).  i66. 
Bois-Reymond  (  P.  du  ).  36. 
Boklen  (O.).  170. 
Boltzmann  (Ludwig). 
Bonnet  (O.  ).  10,  i3. 
Bonolis  (A.).  188. 
Booth  (W.  ).   102. 
Boquel.  i54. 
Borletti.   193. 
Boltiglia  (A.).  84. 
Bouget  (H.  ).  157. 
Boulanger.  236. 
Bourguct  (M.-L.  ).  84. 
Boussinesq.  i5, 
Briosclii  (F.).  io3,  104. 
Brissc  (  Ch.  ).  26,  27, 
Brocard  (H.).  3i,  5o,  60,  i63. 
Bruno  (G.).  37,  45,  77,  78,  82,  85. 
Buccheini  (A.).  208,  211,  3i3,  214,  217. 
Burg  (A.).  74. 

Burnside  (W.  ).  210,  212,  218. 
Cantor  (G.  ).  1 10. 
Capelli  (A.).   171,  178,  i8'|,   188. 
Cappo  (S.).  89,  90,  91,  92. 
Carvalio  (  E.  ).  20. 
Cassani  (P.)-  97»  i^^,  190. 
Castigliano  (A.).  87. 
Catalan  (E.).  23,  25,  26,  3i,  09,  60,  63, 
1(2,  114,  ii5,  123,  128,  i3(),  i32,  jjt). 
Cavallin  (C.-B.-S.).  63. 
Cayley  (A.).    i5r,    195,    196,    197,    198. 
200,  201,  206,  208,  210,  Î12,  _»i3,   216, 
218,  220. 


1911 


.)3. 


iS'A 


SECONDE   PARTIE. 


Cazzaniga  (Paolo).  172,  182. 

CeiTuli  (V.).  104. 

Certo  (L.  ).  iS^. 

Cesâro  (E.)-  28.  3o,  3i,  82,  69,   60,   61, 

62,  63,  75,  189,  190,  191,  192,  24G. 
Charrus  (A.).  9-'i. 
Chasles.  i56. 
Chevallier  (J.);.  210. 
Chômé.  C)o. 
Chrystal.  il\6. 
Ciamician  (G.-L.).  65. 
Clément  (L.  ).  3o. 
Coates  (C.-V.  ).  i5i. 
Cocchi  (L.).  177,  184. 
Cockle  (Sir  James).  202,  2o3,  207,  208. 
Colart  (E.).  61. 
Collin  (J.).  167. 
Colson.  236. 

Combescure  (Ed.).  i4,   i5>  ï6. 
Crofton  (M.-W.  ).  199. 
Cruls  (L.).  177. 
Curioni  (G.).  82,  85,  91. 
Curreau  Sharp  (\V.-J.).  200. 
Curtis  (A.-H.).  200,  209,  210. 
Dainelli  (Ugo).  176,  179. 
Darwin  (G-H.).  195. 
Dautheville.  247- 
David.  i33. 
Delarge  (F.).  T17. 
Delbœuf  (J.).  64,  i25,  127. 
Demartres.  241. 
Denza  (F.).  83,  84,  88,  89,  90. 

Desbovcs.  22. 
Dina.  180,  187. 

Dœrner.  9. 

Donalh  (  J.).  70. 

Dorna  (A.).  77,  78,  7Q,  80,  81,  82,  83, 
84,  85,  86,  87,  89,  90,  91,  92,  93. 

Dorogé.  164. 

Doucet,  25,  29. 

Doubrava  (S.).  72,  70. 

Duclos  (L.).  14. 

Duhcm.  242,  246. 

Dulordoir  (H.).  65. 

Dyck  (W.  ).  33. 

Eder  (J.-M.).  78. 

EllioL  (E.-B.  ).  199,  2o3,  20 1,   211,   2i3, 
220. 

En  gel.  106. 

Etlingshausen  (A.-V.).  66. 

Exner  (F.).  72,  75. 

Farkas.  222. 

Fauqucmberguc  (E.).  2(i,  27,  29,  32. 

Faure  (II.)-  "'  20,  21  32. 

Fermai  (P.).  6r. 

Ferruris  (G.  ).  83. 

Ferrer  s  (N.-I\E  ).  200. 


l^'icvez  (C.  ).  122,  123. 
Folie  (F.).  ii3,   ii5,  116,  118,  119, 
122,  123,  124,  120,  126,  127,  128, 
i3o,  228,  229. 
Fontené.  28. 
Forsyth  (A.-R.  ).  201,  202,  211,  2i4> 

217. 
Fouret  (G.  ).  161. 

Frattini  (G.).  97,  98,   102,  174,  177 
Frost  (  Perceval  ).  202,  218. 
Garibaldi  (P.-M.).  99. 
Garlin.  14. 
Gautero  (G.).  i83. 
Gegenbauer  (  L.).  74. 
Gelin  (E.  ).  64. 

Genocchi  (A.).  32,  78,  82,   84,   86, 
Gérard  (  A.  ).  117. 
Gerbaldi  (F.).  82,  86,  177. 
Gergonne.  10. 
Giebsler  (  J.  ).  35, 
Gilbert  (Pli.).  3o,  59,  65,  226. 
Giletta  (L.).  174. 
Glaisher  (J.-W.-L.).  149,  i52,  195, 
197,  199,  202,  2o3,  204,  207,   209, 
211,  212,  2i4,  218,  219. 
Glazebrook  (U.-T.).  212. 
Gœdseels  (  E.).  63. 

Goffart  (N.).  19,  28,  29,  3o,  32. 

Goldstein  (E.)  72. 

Goursat  (E.  ).  187,  i45,  238,  242. 

Grandi  (A.).  180. 

Gj-eenhill    (A. -11.).    196,    197,    198, 
2o3. 

Greiner  (  M.  ).  169. 

Gribodo  (G.).  81'. 

Griffilhs  (J.).  216. 

Grillon.  236. 

Guidi  (C).  91. 

Guiliani  (G.  ).  192. 

Gundclfinger  (S.  ).  16. 

Habicli  (E.).  27,  60,  146. 

Hadainard.  162,  i63. 

Hann  (J.).  66,  78. 

Harnack  (Ax.  ).   107. 

Mari  (llarry).  2o3,  208,  210,  216 

llciberg.  5. 

llermann  (  O.  ).   167. 

liermite  (Ch.).  76,  2 '13. 

Hertz  (H.).  166. 

Hess  (W.  ).  107. 

Hcymann  (^^.  ).  i65.  168. 

Hicks  (\V.-M.).  19J,  207,  212. 

Hime  (H.-W.-L.)".  11 5,  219. 

Hobson  (E.-\\'.).  199,  206. 

Hocevar  (F.).  68. 

Hocks  (H.).  166. 

Hofinann  (  F.  )  170. 


121, 
1 29, 


216, 


12«. 


210, 


201, 


218. 


TA1U.I-:   DHS  xNO.MS   DA  UTKL' RS. 


a5i 


Hoss  (h.-v.).  216. 

llornmorsain  Cox.  207. 

Ilopkiiis  (F.-V.).  -il G. 

llopkiiison  (  J.  ).  197. 

Hossfeld  (C.  ).  i65,  169. 

Hou/.cau.  117,  121,  i2'i,  123,  i3o,  23o. 

llufJîfîins  (  W.).   122. 

Ihimhcrt  i/|3,  i41,  i4^'' 

llurwitz  (A.).  35. 

Ibach,  21. 

Ireabclv  (V.).  /ii. 

loukovsky  (N.  )•  19- 

luiig  (V.).  4i>  4^'  ''i4>  234. 

Intrigila  (C).  i«o,  188. 

Issaly  (le  H.  P.)-  3i. 

Jablonski.  223. 

Jacob  (  L.  ).  17. 

Jadanza  (N.).  87,  89,  90,  92,  93,  173. 

JaiiJCL  (V.).  59,  i3o. 

Janni  (V.).   i83,  187. 

Jeiïery  (IJ.-M.).  i52. 

Jcnkins.  219. 

Joaclumstlial.  162. 

Johnsoa  (A.-ll.  ).  217. 

Johnson  (W.-W.).  200,  216. 

Joukovsky.  222. 

Juhcl-Hcnoy  (J.).  23,  26. 

Jiillig  (M.)-  O7. 

KanLor  (S.).  70,  71,  7^1,   171. 

Kempe  (A.-B.).  196,  i9<>. 

Kcsslcr  (0.).  i65. 

Klein  (F.  ).  25,  3G,  m. 

Klein  (B.  ).  169. 

Kœhler.  i55.  i63. 

Kœnig  (  J.  ).  1 10,   1 1 1. 

Kœnigs  (G.).  236,  2''|5, 

Kœnigsberger  (L.).  36. 

Kohn  (G.  ).  71. 

Krazer  (A.).  09,  23 '|- 

Krbnecker  (L.).  l\6,  59. 

Kupper  (Gh.  ).  42- 

Lacklau  (  R.  ).  2i5,  219. 

Lagrange  (G.).  228,  200,  23r. 

Lagucrrc.   19,  160. 

Laisant  (  G. -A.  ).  27. 

Lanib  (Horace).  202,  218. 

Landry  (F.).  i54. 

Lange  (  E.).  164. 

Larmor  (J.).  i5i,  21 3,  217. 

Laser.  26. 

Landioro  (  F.  ).  180,  187. 

l>aurcnL  (  IL).  23. 

LéauLé.  2  23. 

Lebon  (  E.).  18,   1  \o. 

Le  Gordicr.  221,  jjo. 

Lcfcburc.  2'|i. 

L(;lV'\rc  (L.).  i(>. 


Legfb<'k«,'.  222. 

Leg<»nx  (A.  ).  21,  147. 

Le;;ran<L  (')\. 

I^etnoinc  (F.).  19,  i36,  139,  idG.   i'»-. 

Lcnlliérir.  11,  \7,  i.3,  16. 

Le  Paigc  (C).  4'i,  86,  ii3,  118,  ui,  tj  >, 

123,    l'.j'j,   125,    128,    |39,  22rj. 
Le  PonL  1)9,  ijo. 
Lerch  (M.).  4^,. 
Leudesdorf.  nj'i,  210,  21  \. 
Levasseur.  162. 
Lévi  (D.).  189. 
Lévy  (Maurice).  220. 
Lewis  (T.-C.  ).  195,    196,   198,   200,   aoH. 
Liagre  (J.-B.-J.).  ij2,  2^7. 
Lie  (S.),  m. 
Lignar  (J.  ).  69. 
l^indcinann.  34,  106. 
Lippicli  (F.).  68. 
Lipschilz.  2'i'|. 
Lislefcrrnc  (de).  6'|. 
Liznar  ( J.)    74. 
Lloyd  Tanner  (IL-W).    19'),    196,    199, 

200,  2o5,  219. 
Lodje  (Alfred).  210. 
Lonchamps  (G.  de).  i')\,  i')'y,  iî)~,  i')^, 

161,  162,  i63. 
Loria  (G.).  92,  107,  189. 
Lucas  (E.).  62,  63,  i56,  107,    i58,    i63, 

195,  196. 
Luxemberg  (^L).  170. 
Mac-Aulay  (A.).  217. 

Mach  (E.).  72. 

Mac-iMahon  (P. -A.).  i53,  211,  ju,  2.4, 
216,  219. 

Maggi  (G. -A.).   177. 

Mailler.  7. 

Mailly  (E.).  i32,  227. 

Maisano  (G.).  180. 

.Mangin.  235. 

Mannheini  (A.).  196,  209,  210,  216. 

Ahmsion  (P.).(ji,62,  63,  64,  n8,    119, 
128,  154,  195,  198,  199,  206. 

Marchand.  142,  159. 

Margerie  (G.).  17. 

Marsano  (G-).  179,  iS3. 

Marlinctli  (V.).  233. 

Matlhiessen  (  L.  ).  16,,   168, 

Mans.  117. 

Mautncr  (Josef).  75. 

Mayer  (A.).  38. 

Mayer  (J.).  '|0. 

Meisscl,  112. 

Melscns.  ii5. 

Melunke  (R.).  107. 

Mcrav.  2  23,  2') 3,  ?.\\. 

Mcyer  (A.-D.).   171. 


io4,   io5. 


254 

Migotti  (Adolf).  75. 

Millosévich  (E.).  99,  101 

Mollison  (W.-L.  ),  2o5. 

Mollo  (A.  ).  179,  182. 

Montigny  (Ch.).  117,  118,  119,  i2/j,  i25. 

Morawetz  (J.)-  169. 

Morera  (Giacinto).  82,  89,  172. 

Moret-Blanc.  26,  28,  3o,  3i,  82. 

jMorghen  (A.).  10^. 

Muir  (Thomas).  197,  207,  208,  209,  212, 

2i3,  2i/j,  218,  219,  220. 
Nanson  (E.-J.).  210,  2i3,  214. 
Narducci  (E.  ).  2o5. 
Negri   (C).  77- 
Neuberg  (J.  )•  63,  214. 
Neuinann  (  G.)-  39. 
Ps'icomcdi  (Rubino).  187. 
NiemoUer.  166. 
Niessl  (G.-V.)-  70. 
Niesten  (  L.  ).  117,  121. 
ÎSiewenglowski.   162. 
Niven  (C.  ).  196,  201. 
Niven  (W.-D.).  204. 
Nœther  (M.).   108. 
Novarese  (E.).  87,  92. 
Ocagne  (M.  d').   17,   18,  20,  22,  28,  3t 

32^  i33,  i3G,  i38,   109,  i4o,  i43,  i46. 


SECONDE   PARTIE. 


88. 


Ovidio  (E.  d').   78,  80,  81,   82, 

90. 
Padelletti  (D.).-i8i. 
Padova  (E.).  98,  io4,  io3,  234. 
Panck  (A.).  4o,  t\i,  [\b. 
ParmenLier.  235. 
Parpaite  (A.).  157. 
Pasch  (M.).  108. 
Pasqualini  (  L.  ).  88. 
P.  D.  25. 

Peano  (G.).  23,  84,  85,  86,  89,  i83. 
Pearson  (Karl).  148,  i5o,  199,   2i3. 
Peaucellicr.  235. 
Pcndleburg  (H.).  196,  198,  199. 
Pellct  (A.).  25. 
Polz  (Cari).  68. 
Perrin.  146. 
Petit.   i55. 
Piazza  (S.  ).  86. 
Picard.  i34,  i35,  189,  245. 
Picqucl.   i55. 
l'incliorlc    (SalvaLore).    101,    173,    174, 

182,   190,  23i,  233. 
Pirondini  (G.  ).  191,  193. 
PiLtaluga  (G.).  78. 
PitLarolli  (G.).  io3,  i85,  186. 
Piuma  (j\I.).  189. 
Pizzclti  (P.).  To5,   i85. 
Plateau  (J.),  118,  119. 


Poincarc.  i38.  i4i,   i46. 


Ponjoiir.  i56. 

Poiijadr.  159. 

Presatti  (E.).  187. 

Pringsheim  (A.).  33,  Sg, 

Pseheidl  (prof.  W.).  66,  71. 

Pucci  (E.).  177,  179. 

Puima  (M.).  181. 

Puluj  (D^  J.).  66,  70,  72. 

Purser  (Frederick).  206. 

Quidde.  167. 

Ranv  (L.  ).  III,  i35,  240,  241. 

Rawson  (Robert).  206,  220. 

Razzaboni  (A.).  î86. 

Réalis  (S.).  25,  60,  160. 

Re  (Alf.  del).  179,  191,  192. 

Rehorovsky  (V.).  40,44. 

Reitlinger  (Edmond).  74. 

Renard  (P.-G.).  236. 

Respighi  (L.  ).  95,  98. 

Retali  (V.).  180,  192. 

Ribaucour.  280. 

Richard  (  J.).  3o,  3i. 

Richeling  (P.).  83, 

Ricci  (G.).  232,  233. 

Ricco  (A.  ).  99. 

Ricordi  (E.  ).  176. 

Rink  (.J.).  i65. 

Roberts  (R.-A.).  219. 

Roberts  (Samuel).  20,  i53,  197. 

1-loche.  12,  i3. 

Rohn  (K.).  34,  106. 

Roiti  (A.).  95. 

Ronkar  (E.  ).  129. 

Rosanes  (  J.  ).  108. 

Rouché  (E.).  i3. 

Rouquet.  21. 

Rowe  (R.-C.  ).  210. 

lUibini  (R.).   179. 

Russel  (R.)-  ï'^o^  '52,  i53. 

Russell  (W.-H.-E.).  194,  198,  202,  206 

Rulh  (  Franz).  72. 

Sa  bi  ni  ne  (  G.  ).  234. 

Saint-Germain  (de).  18,  25. 

Saint-Robert  (P.  de).  77. 

Saltel.  117,  121. 

Saudage.  •ri\. 

Schireck  (  C.  ).  167. 

Scliegel  (V.  ).  166. 

Schesinger.  Sg. 

Scliœnfliess  (A.).  168. 

Srhimemann  (P.).  168. 

Srh(")Ltner  (  Franz).  68. 

Schrœter  (H.).  167,  192. 

Schuhneister  (  J.).  69. 

Schur  (P.).  109. 

Schwarz  (H.-A.  ).  88. 

Scott  (R.-F.)  195,  197.  2o'|.  20S,  211. 


f 


TABLI-:    DKS  NOMS   DM   IiaUS. 


'i  »  i 


Segre  (C.)-  y,  9'A  >07»  '^S. 

Scllenlin  (H.)-  '^^J- 

S(''livano(r.  \\\. 

Se(jucstre.  .>•'). 

Sharp  (W.-J.-C).  igO- 

Sharp  (J.-W.).  196,  iy8,    199,  2i.i,   .>o5, 

•io-j. 
Siacci  (F.).  77,  79,  81,  82,  85,  91. 
Simonides  (J.)-  4^1  73. 
SniiLh  (  Il.-J,-S.  ).  20"),  2u),  jAi. 
Souillart.  229. 
Spée.  12.3,  i3i , 
Sprinj?  (W.).  118. 
Standc  (0.).  33. 
Stall.  i(i7. 
Star  ko  11".   i^S. 
Stas.  122. 
Stefan.  66,  67,  69. 
Stéfanos  (C.  ).  /|0,  67. 
Stcinlhal  (A.-E.).  205. 
Stcrncck  (Kobert-V.).  71. 
Stieltjes.  240. 
Stolz  (  O.).  39,  107. 
Streintz  (Heinrich)  73. 
Strnod  (A.).  4i. 
Stroh  (E.).  87,  38. 
Stuart  (G. -II.).  1/17,  i5i,  21."). 

Studnicka  (D-^  F.-J.).  41,  4^,. 

Sturm  (R.).  (\0y  108,  112. 

Sundell  (E.).  164. 

Suter.  8. 

Sylvester  (J.).  i52,   194,197,    197,   201, 

k2i5,  218. 
Tacchini  (P.).  95,  98,  99,  100,  io4,  io5. 
Tait  (P.-G.).  2i5. 
Tannery  (P.).  i36. 
Tardy(P.).  28,92. 
Tarry  (G.).  28,  60. 
Taylor  (C).  198,  199,  201,  200,  204. 
Tayïor  (H.-M.).  199,  209,  214. 
Taylor  (J.-P.).  210. 
Tchebicheff.  189,  i4o. 
Teixeira  (F.-G.).  65,  99,   102 


i2'7.   n 


■h 


244 


76, 


JTcmperlcy  (Ernest). 
[Terby  (E.).  121,  128. 
iThaer(A.).  169,  170. 
IThieme  (H.)-  n^- 
iTlionison  (J.-J.).  197, 
ITichomandritzky  (A.) 


208. 


ï99) 
,  39, 


217. 


rill>   (J.-M.  (le),   ia3,   12',,  x-n),  j'h. 

Tofînoli  (O.).  i83,  193. 

Tonelli  {\.  ).(/,. 

Torry  (A.-F,  ).  190,  2o5,  m-. 

'rnbilsrhcr  (Mirhai-I).  7'|. 

Trudi  (  Mcola  ).  198. 

Tucker  (R.).  i',H,  i5o,  ai 8. 

Turmlirz  (  D'  O.).  78. 

Turn(  r  (  II.-II.  ).   202. 

Urbanilzky  (Av.  ).  74. 

\ahhius.   121. 

Vanaux  (J.).  4'). 

Van  dcr   Mensbrufjghc  (G.).    11 3,    m.'), 

116,    118,    119,    120,    121,    128,    I2j,     125, 

126,  228,  280. 

Vanecek  (J.-S.).  4'»  4^^  9^- 

Vanecek  (M.-N.).  96. 

Van  Erlboon.  .>3o. 

Van  Reyssclbcrghe  (F.).   i2>.   i3i. 

Vazeilles.  157. 

Veltmann  (  W.  ).  i65. 

Verstractcn  (Th.).  62. 

Vivant!  (G.).  192,  19^1,  2'/|. 

Volterra  (V.).  88,  89,  loi,  io3,  loG,  107, 

109.  178,  181. 
Walecki.  i55,  i56.  160. 
Walker  (G.-F.).  208,  210. 
Waltenhofen  (A.-V.).  67,  72. 
Wallon  (W.).  196,  209,  210. 
Warren  (J.-W. ).  147,   i5o. 
Webb  (R.-R.).  198,  199,  201,  20',,  20S. 
Wcber(H.).  iio." 
Weichold  (G.).   170. 
Weicrstrass.  46- 
Weiler  (A.).  167. 
Weill.  17,  20,  25,  27,  28,  142,  160. 
Weinmeister  (I.  ).  169. 
Weyr(Ed.).  4i,  44- 
Weyr  (Em.).  4i,    42,    67,    69,    75,    122, 

127. 
Whitworth  (W.  Allen).  196,  200. 
Wilberforce  (Lionel).  2i5. 
Winckler  (A.).  75. 
Wittstcin.  9. 
Wittwcr  (W.-C).  168. 
Woolsey  Johnson  (W.  ).  208. 
Workmann  (W.-P.).  209. 
Zahradnirk  (  K.).  ^5. 
Zajackowski  (W.).  202. 
Zimmennanii   (  II.-l-.-M.-O.  ).    iG5,    166, 


FIN   DE    LA    TABLE    DE    LA    SECONDE    PARTIE    DU    TOME   \. 


I'ari> 


liiip.  (II!  (;AiiTHiii:H-Vii.i.*iiS,  (luai  des  AiiKii.slIiis,  oo 


0 


* 


QA 
1 

B8 
V.21 


Bulletin  des  sciences 

mathématiques 


m 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


^ 


If'It 


